
уже существующие комплексы системами
экспертной поддержки для решения рассмот#
ренного класса задач оптимального управле#
ния, что существенно повышает эффектив#
ность работы пользователей, не имеющих дос#
таточной квалификации в рассматриваемой
проблемной области. Еще одним преимущес#
твом предложенного подхода является воз#
можность независимой модернизации управ#
ляющей и исполнительной компонент ком#
плекса.

Работа частично поддержана грантами
РФФИ 06#07#89215, 07#07#00265, 08#07#00172 и
РГНФ 07#02#12112.
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ЗНАКООПРЕДЕЛЕННОСТЬ И ТЕОРЕМА
ФИНСЛЕРА
Введение.

Необходимость применения форм выше
второго порядка возникает в теории устойчи#
вости движения [1] при использовании второ#
го метода Ляпунова, и в качественной теории
дифференциальных уравнений [2]. По вопро#
су о знакоопределенности форм � �V x выше
квадратичных имеется ряд публикаций, на#
пример [3#8]. Обратим внимание на следую#
щие работы: предложенный в [4] подход дос#
тавляет только достаточные условия знакооп#
ределенности однородных и неоднородных
форм любого числа переменных, исследова#
ния в [3, 8] проведены прямым анализом кор#
ней уравнения � �V z,1 для формы четвертого
порядка двух переменных � �V x x1 2, , при этом
они дают необходимые и достаточные условия
знакоопределенности. Очевидны трудности,
препятствующие их распространению на
большее число переменных. Применение Ган#
келевых форм [5#7] позволяет получать необ#
ходимые и достаточные условия знакоопреде#
ленности форм двух переменных, и легко до#
пускает повышение порядка форм. В его осно#

ве лежит теорема Якоби [9], опирающаяся на
теорему Штурма [10, 11] определения числа ве#
щественных корней уравнения � �V z,1 0� на
заданном отрезке � ��� ��, . Указанные мето#
ды получения необходимых и достаточных
условий знакоопределенности однородных
форм не допускают прямого распространения
на формы большего числа переменных.

В связи с этим в статье изложен новый
подход к вопросу о знакоопределенности од#
нородных форм четвертого порядка двух пере#
менных

� �H x y x px y qxy ry, � � � �

4 2 2 3 4 ,          (1)

где x y R,  ; p, q, r – вещественные � �r # 0 .
§ 1. Редукция формы четвертого порядка к
квадратичной форме.

Метод исследования знакоопределеннос#
ти (1) состоит в сведении к квадратичным фор#
мам [9]. Для формы (1) составим степенную за#
мену переменных:

z x1
2

� , z xy2 � , z y3
2

� . (1.1)
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При подстановке (1.1) форма (1) может
иметь два вида представления квадратичными
формами:
1) � �H 1 1

2
3 1 2 2 2

2
1 2 3 0 3

2z z a z z a z a z z a z� � � � � ;

2) � �H 2 1
2

3 1 2 2 1 3 1 2 3 0 3
2z z a z z a z z a z z a z� � � � � .

При этом имеет место зависимость в виде
квадратичной формы:

� �H3 2
2

1 32 2 0z z z z� � � . (1.2)

Соответствующие матрицы квадратич#
ных форм будут такими:

A p q

q r
1

1 0 0

0 2

0 2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,A

p

p q

p q r
2

1 0 2

0 2

2 2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

, A3

0 0 1

0 2 0

1 0 0

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

.

При первом или втором соответствии мо#
номов областью определения квадратичных
форм � �H 1 z , � �H 2 z , � �H 3 z можно выбрать мно#
жество: � �Q z z z R: , ;1 3 20>  . Следовательно,
получаемые по критерию Сильвестра условия
знакоопределенности формы � �H 1 z в z R

3 ,

будут так же необходимыми и достаточными
условиями знакоопределенности � �H 1 z в об#
ласти z Q . Формы � �H i z связаны соотноше#
нием: � � � �

� �

� �H H H
H

1 2 2 2
3z z zz

� � C . Поэтому

достаточно провести анализ только формы
� �H 1 z .

Таким образом, доказано
Утверждение 1. Задаче о знакоопределен#
ности однородной формы (1) можно однознач#
но сопоставить задачу об условной знакоопре#
деленности квадратичной формы � �H 1 z при
условии обращения в нуль другой квадратич#
ной формы � �H 3 0z � .

Непосредственно из теоремы Финслера
[12] следует, что для положительной опреде#
ленности квадратичной формы � �H 1 z при
условии � �H 3 0z � необходимо и достаточно
при некотором вещественном значении , по#
ложительной определенности связки форм:

� �K z z z z

z z p z qz z rz

, ( ) ( )

( )

, ,

, ,

� � � �

� � � � �

H H1 3 1
2

1 3 2
2

2 3 3
22 2 .

(1.3)

Следовательно, форме H( , )x y сопоставля#
ется однопараметрическое семейство квадра#
тичных форм (1.3) с матрицей

� �B A A p q

q r

( ), ,

,

,

,

� � � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 3

1 0

0 2 2

2

.

Таким образом, доказано следующее.
Утверждение 1 � . Задача о положитель#

ной определенности квадратичной формы

� �H x y, эквивалентна задаче о положительной
определенности связки квадратичных форм
� �K z, , .

В соответствии с теоремой Финслера [12]
проведем исследование знакоопределенности
связки форм (1.3), для этого выпишем главные
миноры параметрической матрицы � �B , :

J 1 1� , � �J p2 2, ,� � ,
� �J p r pr q

3
3 2

42 2
2

, , , ,� � � � � .

Используя критерий Сильвестра [9], зада#
чу о положительной определенности связки
квадратичных форм (1.3) можно сформулиро#
вать следующим образом: существуют ли ве#
щественные значения параметра ,, при кото#
рых совместна система неравенств:

� � � �J J2 30 0, ,# #, . (1.4)
Принимая во внимание условия знакопос#

тоянства и знакопеременности связки форм
(1.3), использование критерия Сильвестра
можно детализировать:

1. если � �H x y, ## 0, то существует об#
ласть � �D p

0 2� *, ,: вещественных значений
параметра ,, где всюду � �J 2 0, # и, кроме того,
существует область D D

00 0
D � �D00 0$ , в кото#

рой � �J 3 0, # ;
2. если � �H x y, знакопостоянна, то су#

ществует область � �D p
1 2� �, ,: , в которой

� �J 3 0, * , и существует область D D
10 1

D

� �D10 0$ , в которой � �J 3 0, � ;
3. если � �H x y, знакопеременна, то в

области D1 всюду выполняется � �J 2 0, # ,
� �J 3 0, * , а в области � �� �D J2 3 0� #, ,: всюду

� �J 2 0, * .
При доказательстве и попытке сделать те#

орему Финслера конструктивной П.А. Кузь#
мин [12] указал ряд свойств корней характе#
ристического уравнения связки

� � � � � �K u V u V u,, ,� �1 2 :

� �

� �

� �f
K u

u u
i j n

i j

,

,

�

I

I I

�

�

�

�

�

�

�

�

� �det

2

0 1 2
,

, , , ,� . (1.5)

В случае знакоопределенных связок квад#
ратичных форм такими свойствами являются:

а) вещественность всех корней ,

уравнения (1.5);
б) одновременная приводимость ли#

нейным неособым конгруэнтным преобразо#
ванием к диагональным матриц квадратичных
форм � �V u1 и � �V u2 ;

в) корни уравнения (1.5) “разделе#
ны”. “Разделенность корней” означает следу#
ющее:

УПРАВЛЕНИЕ В ТЕХНИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ
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1. При необходимости изменяя нуме#
рацию, формы � �V u1 и � �V u2 линейным неосо#
бым конгруэнтным преобразованием u T� J

приводятся к

� �
� � � �~V i i

i

k

j j
j k

n

1
2

1

2

1

J , J , J� �

�

�

�

� �


 
 ,

� �

~V j
j

k

j
j k

n

2
2

1

2

1

J J J� �

� � �


 
 .

2. Для всех (i k�1 2, , ,� , j k n� �1, ,� )
выполняется � � � �

, ,i j
� �

* при отрицательно опре#

деленной связке (1.3), либо � � � �

, ,i j
� �

# при поло#

жительно определенной связке форм (1.3). Ха#
рактеристическое уравнение (1.5) имеет выра#
жение � �J 3

2
, , которое можно привести к виду:

� �f p r pr q, , , ,� � � � � �8 4 8 4 03 2 2 .      (1.6)

Исходя только из первого свойства соста#
вим некоторые важные результаты.

Теорема 1. Для знакоопределенности
связки форм (1.3) необходимо и достаточно,
чтобы наименьший из вещественных корней
уравнения (1.6) был не кратным и принимал
значения, меньшие чем p

2.
Доказательство. Необходимость.

Пусть связка форм знакоопределена. Первое
свойство П.А. Кузьмина сразу требует сущес#
твования трех действительных корней уравне#
ния (1.6), расположенных в порядке возраста#
ния: , , ,1 2 3� � . Искомые решения ,, удовлет#
воряющие � �J 2 0, # , могут находиться только в
интервале � �I 2 1 2� , ,; . Условие существова#
ния интервала I 2 выражается неравенством
, ,1 2* . Таким образом, теорема доказана.
Отсюда следует.

Замечание 1. Если наименьший действи#
тельный корень ,1 2#

p , то связка форм (1.3)
знакопеременна.

При наименьшем кратном корне уравне#
ния (1.6) справедлива.

Теорема 2. Для того, чтобы связка форм
(1.3) была знакопостоянной, необходимо и дос#
таточно, чтобы наименьший из вещественных
корней уравнения (1.6) был кратным и не пре#
восходил значения p

2.
В терминах корней характеристического

уравнения сразу можно сделать определенные
выводы для связки форм (1.3):

1) если � �
p

2 2 3 , ,, , , ,1 2* , то

� �K z, , ## 0;

2) если � �
p

2 2 3
 , ,, , , ,1 2� , то

� �K z, , # 0;

3) если p
2 1* , или I

2
0C , I

3
0C , то � �K z, ,

– знакопеременна. Установим свойства кор#
ней уравнения (1.6), участвующие в анализе
знакоопределенности связки форм (1.3).

§ 2. Свойства корней характеристическо�
го уравнения.

Исследование корней уравнения (1.6) опи#
рается на теорему Виета [9#11], согласно кото#
рой:

, , ,

, , , , , ,

, , ,

1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3
2

2

1
8

1
2

� � �

� � � �

� �

@

A

8

p

r

q pr

,

,

.

8

B

8

8

(2.1)

Для дальнейшего анализа введем вспомо#
гательные функции корней:

� �� �� �T � � � �, , , , , ,1 2 1 3 2 3 ,
� �� �R1 1 2 1 3� � �, , , , , � � � �R2 1 2 2 3� � �, , , , ,

� � � �R3 1 3 2 3� � �, , , , , R R R R� � �1 2 3 ,
P R R R� 1 2 3 . Будем полагать r # 0.
Утверждение 2. Функция T не может

быть положительной на корнях уравнения
(1.6) и обращается в нуль только при q � 0.

Доказательство. С помощью двух пер#
вых равенств (2.1) в выражении T исключим
переменные , ,2 3, :

� �T r
p p

r pr� � �

�

�

�

�

�

� � � � � �

�

�

�

�

�

�, , , , ,1
2

1 1
2

1
2

1
2 2

1
2

.

На корнях уравнения (1.6) тогда получится
T q

� �

2

8 , что и доказывает утверждение.
Справедлива следующая лемма.
Лемма 1. Вещественные корни уравне#

ния (1.6) при r # 0 не могут принимать значения
одного знака.

Утверждение 3. Функция P всегда неот#
рицательна на корнях уравнения (1.6) и обра#
щается в нуль только при q � 0.

Доказательство. Легко проверить

� � � � � �P T q
� � � � � �, , , , , ,1 2

2

1 3

2

1 3

2 2
64

4

.

Отсюда следует функция P # 0 и обращается в
нуль в случае при g � 0. Раскрывая выражение
R и применяя второе уравнение (2.1), легко по#
казать R r� � � �, , ,1

2
2
2

3
2 3 . После подстановки

� �, , , , , ,i
i

i j
i j

2

1

3

1 2 3

2
2

� *


 
� � � �

получится R rp
� �

2

4 . Представим с учетом фор#
мул Виета (2.1):

� �R ri1 1
2

1 2 3 2 3
2

� � � � � �, , , , , , , ,

аналогично R r2 2
2

� �, , R r3 3
2

� �, .
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Следовательно, вспомогательные функ#

ции корней P T�

2 , T q� �

1
8

2 , R p r� �

1
4

2 явля#

ются выражениями коэффициентов исходной
формы (1), и не зависят от корней уравнения
(1.6). Решение вопроса о знакоопределенности
опирается на следующую лемму.

Лемма 2. Для положительной определен#
ности связки (1.3) при q $ 0 необходимо, чтобы
хотя бы одно из вещественных значений R1 ,
R2 , R3 было отрицательным.

§ 3. Условия знакоопределенности.
Задача о знакоопределенности связки

форм в терминах корней характеристического
уравнения решается теоремой 1. Полагая вы#
полненными 3 свойства П.А. Кузьмина [12] для
знакоопределенных связок форм, получим
здесь необходимые и достаточные условия по#
ложительной определенности связки форм
(1.3). Всюду далее будем требовать веществен#
ность корней уравнения (1.6), что выражается
[9#11] неположительностью дискриминанта
кубического уравнения. Последнее приводит
к неравенству:

� � � �Q p q r r p r q pr p q, , � � � �

�

�

�

�

�

� � >

2 2 2 3 44 9
1

4

27

16
0.   (3.1)

Предположим далее выполненным сво#
йство П.А. Кузьмина [12] об одновременном
приведении к диагональным матриц A1 и A3 .
Для этого [9] составим матрицу диагонализи#
рующего неособого преобразования:

� � � � � �

T

e e e

qe

p

qe

p

qe

p

e e

�

� � �

�

�

�

�

�

�

, , ,

, , ,

1 1 2 2 3 3

1

1

2

2

3

3

1

2 2 2 2 2 2

2 3e

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,

где e1 , e2 , e3 – вещественные величины, отлич#
ные от нуля, которые можно выбирать и, при
необходимости, нормировать; ,1 , , 2 , , 3 – ве#
щественные различные между собой со#
бственные значения матрицы � � � �B A A, ,� �1 3

(кратные собственные значения будут рас#
смотрены отдельно). Пусть в результате при#
ведения к диагональным получены матрицы:

A T A T1 1

1 1

2 2

3 3

0 0

0 0

0 0

� : �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

, '

, '

, '

,

A T A T3 3

1

2

3

0 0

0 0

0 0

� : �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

'

'

'

,

где
� �� �

' ,
,

i i
q

p i
i

e� �
�

�

�

�

�

�
�

2
2

22 2

2 . Упорядочим кор#

ни: , , ,1 2 3* * и нормируем ei так, что& &'i �1. В
результате диагональные элементы матрицы
A3 приведутся к � �

� �& &
'

� ,

� ,i
i

i
� , где

� �� , , , ,i i i ip p q� � � �16 16 43 2 2 2 .

Линейное преобразование инвариантно
сохраняет знак определителя матриц, поэтому
полагаем:

J � � � *' ' '1 2 3 1 0.                      (3.2)
Для знакопеременной матрицы A3 тогда

возможны следующие комбинации значений
'i : 1) '1 1� � , ' '2 3 1� � � ; 2) ' '1 2 1� � � , ' 3 1� � , 3)
' '1 3 1� � � , ' 2 1� � .

Для каждой комбинации значений 'i вы#
полняется свойство, согласно которому выра#
жения � �� , i удовлетворяют соотношению:
� � � � � �� , � , � ,1 2 3 1� � . Этому соответствует

результант двух полиномов [10] � �f , � 0 и
� �� , � 0:

� � � �Res f q Q p q r, , ,� � �213 2 .

Исходя из соотношения J * 0, получим
� �Res f ,� * 0.

В случае невырожденного результанта
при � �Q p q r, , # 0, g $ 0 согласно критерия Кузь#
мина [12] о “разделенности собственных зна#
чений” � �

, i
� (относящихся к'i # 0) и � �

, j
� (относя#

щихся к ' j * 0) для знакоопределенных связок
форм � � � �K z z A A z,< <� : �1 3 необходимо вы#
полнение одного из условий:

1.
� �

� �

� � � �

� �

� �min max, , , ,i i j j

�



�

#1 2 3 1 2 3, ,

(при � �K x,< ## 0);
2.

� �

� �

� �
� �

� �

� �max min
, , , ,i i j j

�



�

#
1 2 3 1 2 3

, ,

(при � �K x,< * 0.
Отдельно проведен анализ условий знако#

определенности связки форм (1.3) при условии
� �J 3 0, # и разных видов решений уравнения:

� �� . . . .� � � � �16 16 4 03 2 2 2p p q .        (3.3)

В соответствии с общей теорией [9#11]
уравнение (3.3) допускает одно или три вещес#
твенных решения, и в любом случае анализ как
невырожденного, так и вырожденного резуль#
танта � �Res f ,� при q � 0, � �Q p q r, , # 0 сводится к
условию:

p r# �2 . (3.4)

При этом матрицы A1 , A3 приводятся к ди#
агональным:
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A T A T

r

r

p
1 1 1 1 2

0 0

0 0

0 0

� : �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

,

A T A T3 1 3 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

� : �

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

.

Для значений � �

,1 2
�

�
p ; � �

, 2
�

� r ; � �

, 3
�

� � r
согласование свойства П.А. Кузьмина [12]
“разделенности корней” характеристического
уравнения для знакоопределенных связок
форм будет выполнено при � �min ;p r r2 # � ,

что сводится к (3.4)
Вырождение результанта при � �Q p q r, , � 0

прежде всего соответствует кратным корням
характеристического уравнения (1.6). Условие
“разделенности корней” при этом получает
знакоопределенные формы вида

� � � �H x y x r y, � � ##

2

0.

Практическое использование условий
знакоопределенности форм (1) выражает

Теорема 4. Необходимыми и достаточ#
ными условиями положительной определен#
ности (1) является система неравенств:

� �

1 2

2
8
3

2
27

2
27

122 3 2 3

. ,

. .

p r

q pr pr p p r

# �

* � � � �

@

A

8

B

8

§ 4. Пример
В качестве примера рассмотрим уравне#

ния движения:
� . ,

� .

x x x x bx

x x x x x x
1 1

3
1 2

2
2
2

2 1
2

2 1 2
2

2
2

7 5

4 6 2

� � � �

� � �

@

A

B

(4.1)

Ставится задача определения вторым ме#
тодом Ляпунова наибольшей области значе#
ний параметра b, чтобы тривиальное решение
(4.1) было асимптотически устойчиво. При
этом нужно оценить: насколько близки к гра#
нице устойчивости найденные значения пара#
метра b. С этой целью составим квадратичную
функцию Ляпунова:

� �V x x� � �

1
2

1
2

2
2

	 ,                  (4.2)

где параметр 	 # 0 будем подбирать для нахож#
дения наибольшей области параметрической
задачи. Производная V в силу дифференци#
альных уравнений движения (4.1) примет вид:

�V x px x qx x x� � � �1
4

1
2

2
2

1 2
2

2
42	 ,

где p � �7 5 4. 	; � �q b� � �6	 ; r � 2	. Привлекая
теорему 4, составим условия положительной
определенности �V :

� � � �b p p p� * � � �

�

�

�

�

�

�6
2

27
72 24

2 3 2 3
	 	 	 .

Выражая 	 � �
15

8 4
p , искомая область зна#

чений параметра b определяется интервалом:

� �

� �

� �

� �

;

;

1

2

45
4

3
2

6

9

45
4

3
2

6

9

p
p L p

b

p L p
p

� � � � * *

* � � � � ,

где � � � �L p p p p p p� � � � � �135 18 6 452 2 2 3
.

Областью определения для функции
� �;1 p является интервал � ���; .7 5 . Исследова#

ние монотонности � �;1 p показало, что в рас#
сматриваемой области не существует наи#
меньших значений, при этом наибольшее зна#
чение � �;1 0p � достигается на границе облас#
ти при p � 7 5. . Чтобы получить наибольшую об#
ласть значений исследуемого параметра b в об#
ласти � �p ��; .7 5 прежде всего необходимо

значение верхней границы интервала измене#
ния параметра в данной задаче, что определя#
ется максимумом функции � �; 2 p . Для нахож#
дения экстремумов � �; 2 p последовательными
преобразованиями сведем иррациональное
уравнение � �;: �2 0p к рациональному шестой
степени:

� � � � � � � �� p p p p p� � � � � �5 3 136 102 6309 0
2 2 2 .

Проведенные преобразования и корни по#
лучены с применением системы аналитичес#
ких преобразований на ПЭВМ. Решениями по#
следнего уравнения являются:
p1 71963144541146865� � . ; p2 5� � ; p3 3� ;
p4 64463144541146865� . .

Исследование найденных решений и их
окрестностей устанавливает:

• точка p1 соответствует локальному мини#

муму � �; 2 1 19002958165645257p � � . ;
• точка p2 соответствует локальному мини#

муму � �L p , равному � �L p2 0� ;
• точка p3 соответствует локальному макси#

муму � �L p , равному � �L p3 12 3� ;

• точка p4 соответствует локальному

� �; 2 4 2127958165645255p � . .
Так как � �;1 p не позволяет сразу найти

нижнюю границу интервала b, то вычислим
наибольшую длину интервала изменения па#

Современные технологии. Системный анализ. Моделирование130

ИРКУТСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ ПУТЕЙ СООБЩЕНИЯ



раметра, равную 2 6 9
Lmax . Другой характерис#

тикой нижней границы может быть область
допустимых значений (ОДЗ) функции � �; 2 p ,
чтобы нижняя грань интервала b не превосхо#
дила наименьшего значения � �; 2 p , включае#
мого в ОДЗ. Так как допустимы обе введенные
величины, то для получения наибольшей об#
ласти значений параметра b выбирается мень#
шее из них. Введем в рассмотрение две вели#
чины: � �b p L

1 2 4 92 6� �;
max и � �b p2 2 1�; , ха#

рактеризующие нижнюю границу области па#
раметра b обоих подходов. Проведенные вы#
числения дают следующие значения:

b1 91857503333395056� � . ;
b2 19002958165645257� � . .

Выбирая меньшее из них получим ни#
жней границей значение b2 . Окончательно, в
данной задаче область значений параметра b,
при которых система уравнений (4.1) асимпто#
тически устойчива, определяется интервалом:

� ��19002958165645257 2127958165645255. ; . .
Конечно, использование функции Ляпу#

нова выше четвертого порядка может давать и
более точную оценку границ интервала. Но это
приводит к трудности параметрического ана#
лиза, к тому же метод полиномиальных функ#
ций Ляпунова может не получить точную гра#
ницу исследуемого параметра [6, 7].

Для исследования нелинейных систем
двух переменных получил развитие способ Ка#
менкова, опирающийся на теоремы Г.В. Ка#
менкова [13#15] об асимптотической устойчи#
вости и неустойчивости. Он хорошо применя#
ется для получения границ устойчивости. Да#
лее проведем оценку параметра b с помощью
теоремы Каменкова [13#15] о неустойчивости.
С этой целью для системы: � ��x X x1 1� ;

� ��x X x2 2� составим вспомогательные функ#
ции � �F x x X x X� �1 2 2 1 и � �R x x X x X� �1 1 2 2 .
При обозначении t x

x�
1

2
они сводятся к:

� �� �F x t t t t b� � � �10 12 11 23 2 ;

� �� � � �R x t t t b t� � � � � �2 7 2 6 44 2 .

Согласно теореме Каменкова о неустой#
чивости [14] (стр. 80), [15] (стр. 104), если на ка#
ком#либо вещественном решении � �F x , кроме
тривиального x x1 2 0� � , выполнится � �R x # 0,
то тривиальное решение x x1 2 0� � неустойчи#
во. Поэтому необходимо определить границу
области параметра b, где � �R x � 0 при � �F x � 0.
Для этого составим результант полиномов
� �F x и � �R x , равный:

� � � �� �Res F R b b b b, � � � � �128 4 48 145 16 270 6472 2 ,

который в области устойчивости должен
быть отрицательным. Вещественными реше#
ниями уравнения � �Res F R, � 0 являются толь#
ко два:

b11

135 41 17
16

19002958165645254�

� �

� � . ;

b21

135 41 17
16

2127958165645253�

� �

� . .

Таким образом, по теореме Каменкова
[13#15] в области � � � �b b b �� K � �; ;

11 21
систе#

ма (4.1) неустойчива, а в области� �b b11 21; по те#
ореме Каменкова об асимптотической устой#
чивости [14] (стр. 83) – система (4.1) асимпто#
тически устойчива.

Следует отметить очень редкий случай: с
точностью 10 15� совпадают границы области
устойчивости, получаемые двумя разными
способами: теоремой Ляпунова [1, 13] об асим#
птотической устойчивости с квадратичной
функцией Ляпунова, и теоремой Каменкова о
неустойчивости [13#15].

Как видно из проведенных расчетов, в
данной параметрической задаче оказались
равными нижняя и верхняя границы области
значений параметра, вычисляемые как теоре#
мой Ляпунова об асимптотической устойчи#
вости, так и теоремами Каменкова. Учитывая
то обстоятельство, что подход Каменкова для
двух нулевых корней двух переменных дает
необходимые и достаточные условия асимпто#
тической устойчивости, заключаем о полном
решении данной задачи.

Следовательно, получаемые вторым мето#
дом Ляпунова условия асимптотической
устойчивости системы (4.1) находятся на гра#
нице устойчивости. Кроме того, в рассматри#
ваемой задаче эти условия решаются знакооп#
ределенными функциями Ляпунова не выше
четвертого порядка.
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Орлова Т.Т. УДК 519.82

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ
В ОРГАНИЗАЦИИ ПРОИЗВОДСТВА

Научная организация труда связана с за#
дачами оптимального использования ресурсов
на большом предприятии. Здесь под термином
«ресурсы» понимаются персонал, оборудова#
ние, материалы и т.п. Управление произво#
дственной системой состоит в разработке про#
цедур анализа, планирования, координации,
составления календарных графиков, а также
ресурсного обеспечения этой системы. Чтобы
добиться эффективной работы произво#
дственной системы, необходим анализ соотве#
тствующих данных, позволяющий определить,
какие ресурсы нужны, и как их использовать
наилучшим образом. Эта область деятельнос#
ти включает управление запасами, затратами,
производством и качеством, нормирование
труда. Нормирование труда имеет целью опре#
делить оптимальное время выполнения кон#
кретной задачи.

Информациональные способы развития
(по Кастельсу) подразумевают техноло#
гические схемы, через которые труд возде#
йствует на материал, чтобы создать продукт,

необходимый для расширенного воспроизво#
дства. Способы развития определяются произ#
водственными функциями (отношением меж#
ду трудом и материалом как функции исполь#
зования средств производства путем примене#
ния энергии и знаний и характеризуется тех#
ническими отношениями в производстве).

Экономико#математическая модель рас#
сматривается как математическая конструк#
ция, отражающая объект моделирования и
предназначенная для получения новой о нем
информации. Многомерные линейные опти#
мизационные модели # одно из эффективных
средств исследования производственных и со#
циально#экономических процессов.

К ним относится задача о назначении. За#
дача о назначениях # частный случай транс#
портной задачи со специфичными ограниче#
ниями и значениями переменных [1]. Можно
привести много случаев, когда реальная, воз#
никающая на практике, ситуация приводит к
решению задачи о назначениях. Так задача о
назначениях имеет место при назначении лю#
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