
32 Евразийский Союз Ученых (ЕСУ) # 4 (25), 2016 | ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ

ции и функции Грина имеют сингулярные особенности 
только на световом конусе четырехмерного пространства 
времени. В случае шестимерной электродинамики, из-за 
учета механизма образования электрического заряда, све-
товой конус заменяется на однополостный  гиперболоид, 
что должно привести к радикальному пересмотру техники 
расчетов. Возможно, возникновение бессмысленных выра-
жений при расчетах в рамках традиционной четырехмерной 
квантовой электродинамики связано именно с неправиль-
ным выбором размерности и структуры реального физиче-
ского пространства-времени.
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Широкое применение в теории чисел нашли цепные дро-
би. Они используются для представления действительных 
чисел, при решении диофантовых уравнений, для линейно-
го представления НОД двух целых чисел, для приближен-
ных вычислений рациональных дробей, квадратных корней 
целых чисел и др. 

Для построения цепных дробей рациональных чисел 
используется алгоритм Евклида. В [4] рассматриваются су-
ществование и свойства алгоритма Евклида в произвольных 
евклидовых кольцах. Поэтому можно рассматривать вопрос 
о цепных дробях в любом из них. В [1] описана возможность 
построения конечных цепных дробей в кольце целых чисел, 
в кольце многочленов над полем и в кольце целых гауссовых 
чисел. Основным её результатом являются критерии суще-
ствования разложения в обобщенную цепную дробь фикси-
рованной длины элемента поля частных евклидовых колец, 
удовлетворяющих некоторым условиям. Кольцо целых га-
уссовых чисел входит в их число. Вообще, гауссовы числа 
достаточно интересный объект для изучения. 

В данной работе рассматриваются цепные дроби целых 
гауссовых чисел и свойства таких дробей. Описаны возмож-
ные случаи уменьшения (увеличения) порядка конечной 
цепной дроби целых гауссовых чисел.

Область целостности ][iZ   с нормой  

( ) 2 2a bi a bδ + = +
  образует евклидово кольцо. Для про-

извольных комплексных чисел

( ) 2
zz =δ

, ( ) ( ) ( )2121 zzzz δδδ = , 

( )
( )2

1

2

1

z

z

z

z

δ
δδ =









,

( ) 00 =⇔= zzδ , 
( ) nznz <⇔<δ

,     

( ) 11 ≤⇔≤ zzδ
.

Заметим, что частное произвольных целых гауссовых 
чисел есть комплексное число с рациональными коэффици-
ентами:

2 2 2 2

a bi ac bd ad bc
i

c di c d c d

+ + +
= +

+ + + .
С другой стороны комплексное число с рациональными 

коэффициентами представляется в виде частного целых га-
уссовых чисел:
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Поэтому полем частных ][iZ   будет поле  ][iQ . Чис-
ла этого поля будем называть гауссовыми дробями или ра-
циональными гауссовыми числами. 

Определим целую часть ][z   комплексного числа z   

как гауссово число, ближайшее к  z . Тогда дробная часть   

{ }z  числа z   определяется как разность { } [ ]zzz −=   и 

владеет свойством  
{ }

2
1

≤zδ
. Алгоритм деления с остат-

ком   α  на  β  заключается в выборе неполного частного 
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где  ][iqk Z∈ , назовём цепной гауссовой дробью 

(ц.г.д.). Такая дробь обозначается  [ ],,; 210 qqq . Если 
эта дробь конечная ( -го порядка), то, очевидно, последний 

коэффициент  0≠nq .
На основании анализа алгоритма Евклида, аналогично 

случаю рациональных чисел, легко доказывается, что раци-
ональные гауссовы числа, и только они представляются в 
виде конечных цепных гауссовых дробей. 

Заметим, что в процессе использования представле-

ния рациональной гауссовой дроби  b

a

 мы находим ко-

эффициенты jq
  как целые части  1
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, в результате чего  
( ) ,2,1 ,1 =≥ jq jδ

, а значит   

,2,1,0 =≠ jq j .

В определении цепной гауссовой дроби 

[ ]nqqqq ,,,; 210    не требуется условие  
njq j ≠≠ ,0

. 
Но в доказательстве представления такой цепной гауссовой 
дроби в виде рациональной гауссовой дроби используется 

условие  01 ≠q . Рассмотренные ниже свойства цепной га-
уссовой дроби позволяют устранить это противоречие.

Логично предположить, что любое комплексное число 
можно представить в виде цепной гауссовой дроби, если 
последовательно выделять целые и дробные части данно-
го числа и чисел, обратных к дробной части предыдущего. 

При таком подходе, так как  { } 21
≥








z

δ
, коэффициенты 

1, ≥jq j   будут удовлетворять условию  
( ) 1≥jqδ

, 

т.е.  
0≠jq

.
Гауссовы цепные дроби от классических цепных дробей 

отличает неоднозначность представления одного и того же 
комплексного числа. Например, 

[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ]

9 20 2;3 , 2 , 2 2;3 , , , 2
5 12

2;3,0, , , , 2 2;3, 2 , 2

2 ; ,3 , 2 , 2

i
i i i i i i

i
i i i i

i i i i

−
= − + + = − + − =

− +
= − − = − − =

= − − − − −
. 

Таким образом представления отличаются не только ко-
эффициентами, но и длиной цепной дроби. 

Также отметим, что число 0 имеет несколько представ-

лений в виде цепной гауссовой дроби. Если  ix ±= ,  

1±=y , то  ];[];[0 yyxx −== . Это представление 
также говорит о том, что никакая цепной гауссовой дроби по-

рядка 2 больше не может иметь вид [ ]xxtttt k ,,,,,; 210    

или  [ ]yytttt k −,,,,,; 210  . 
В данной статье выделяются ограничения на коэффици-

енты kq   с целью получения цепной гауссовой дроби мини-
мальной длины для каждой гауссовой дроби. 

Далее рассмотрим некоторые свойства, которые вы-
полняются как для конечных, так и для бесконечных цеп-
ных гауссовых дробей. Отметим, что любая цепная дробь 

α   может быть записана в виде [ ]βα ,,,,; 210 ktttt =

где   [ ] 0,,,, 21 ≠= ++ nnkk tttt β  или  

[ ],, 21 ++= kk ttβ . Будем цепную дробь β   называть 

отрезком цепной дроби α   (закрытым или открытым со-
ответственно). 

1. Пусть { }i±±∈ ,1ε   – обратимый элемент  ][iZ ,  

[ ],,,; 3210 tttt=α . Тогда цепная гауссова дробь числа 
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Далее опишем свойства, которые касаются любого отрез-

ка цепной гауссовой дроби  α .

2. Пусть  [ ],,,0, 431 qqq=β . Тогда 
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[ ]1 3 4, ,q q q= + 

.
Видим, что последовательность коэффициентов 

( )2,0, +ss tt   длины 3 заменяется последовательностью   

( )2++ ss tt  длины 1 и цепная гауссова дробь избавляется 
от нулевого коэффициента. Заметим, что все сказанное каса-
ется тройки коэффициентов, где 0 стоит в её середине. По-

этому мы не можем избавиться от 00 =t   в цепной гауссо-

вой дроби  [ ],,;0 21 tt=α , если  01 ≠t , хотя в случае 

01 =t   имеем  [ ] [ ] ,;,,,0;0 3232 tttt ==α . 
3. Из предыдущего свойства следует 

[ ] [ ] ,,,,0,0, 4141 qqqq ==β  .. Т.е., пара нуле-
вых коэффициентов в любом случае (то ли в начале, то ли 

в середине  01 ≠t ) опускается. Возможные изменения за-
писи цепной гауссовой дроби при наличии трех и больше 

нулей подряд могут быть описаны с помощью предыдущих 
свойств.

4. Пусть  ix ±= . Тогда  12 −=x . Пусть  

[ ],,,, 432 qqqx=β . Тогда воспользуемся свойством 

1, умножим цепную гауссову дробь на  xx −=−1
, полу-

чим:

( )[ ]2 3 4, , , ,x x x q q qβ = − =

2 3 4[1, , , , ].x xq xq xq= −    
Возможно, такое представление может оказаться полез-

ным:

[ ]1 2 3 4

1 2 3 4

; , , , ,
[1; , , , , ]

x t t t t

x xt xt xt xt

α = =

= − −



 ,
но оно не упрощает и не укорачивает цепную гауссову 

дробь. Оно лишь позволяет первый коэффициент  i±  за-
менить на 1, и то с изменением оставшегося отрезка.

5. Пусть  [ ] xqqqqq == 24321 ,,,,, β . Тогда 
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  .
Умножим числитель и знаменатель последней дроби на  

)( x− . Тогда   

3 4
1

3 4 4

[ , ]
[ , ] 1 [ , ]

xq q x
q

q q x q
β − −
= + =

+ −
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1
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q x
q x

q

= − + =
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[ ]1 3 4, , ,q x q x q= − − 

.
В результате получаем замену тройки коэффи-

циентов   ( )2,, +ss txt  на последовательность двух  
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( )xtxt ss −− +2, , а цепная гауссова дробь α   избавля-

ется от коэффициента  i± . 
Отдельно рассмотрим 

[ ] ][1, 12111 xq
x

x
q

x
qxq −=+=+==β

.
Кроме того имеем: 

[ ] ],,;0[,,,; 3232  txtttxx −==α ,

[ ] ],;[],,,0;0[,,,,; 434343  ttttttxxx ===α ,

[ ] ],,,;[,,,,; 110110 xttttxtttt ssss −== −− α    

при  xts ≠ .

6. Пусть  [ ] xqxqqqqq === 324321 ,,,,,, β . Тог-
да по предыдущему свойству 5

[ ] ],,,0,[,,,, 5415431  qqxqqqxqxq −=−−=β ,

а по свойству 2  [ ],,, 6541 qqxqq −+=β . 

7. Пусть  [ ] xqqqqqqqq ==== 43254321 ,,,,,, β
. Тогда, используя предыдущее свойство 6, получим  

[ ],,, 651 qqq=β . Заметим также, что из свойства 6 

можно получить  [ ] [ ] ,,,,,,, 5454 qqqqxxx ==β . 
Это свойство можно сформулировать следующим обра-

зом: в любой ц.г.д. тройка ( )xxx ,,   опускается. На тройки 

( )xxx ,,   есть единственное ограничение по месту распо-
ложения: они не могут находиться в конце цепной гауссовой 
дроби, так как цепная гауссова дробь не заканчивается дву-

мя коэффициентами  x . Все другие случаи 
xq j =   могут 

быть описаны с помощью предыдущих. 

8. Пусть  1±=y . Тогда  12 =y . Пусть  

[ ] yqqqqq == 24321 ,,,,, β . Тогда

1

3
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1
1

1
[ , ]

q
y

q
q

β = + =
+

+


3 4
1

3 4 4
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yq q y q

+
= +

+ +


  .
Умножим числитель и знаменатель последней дроби на  

y . Получим
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= + =
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−  .
Цепная гауссова дробь в знаменателе последней дро-

би умножается на (–1). Учитывая свойство 1 и то, что  

( ) 11 1 −=− −

, получаем окончательно: 

[ ],,,,, 65431 qqqyqyq −−−−−+=β .

Если  [ ] [ ] ,,,;0,,,,; 432432 ttyttttyy −−−−=−=α . 

9. Пусть  [ ] yqyqqqqq −=== 324321 ,,,,,, β . Тог-
да, используя предыдущее свойство 8 и свойство 2, получа-
ем 

[ ] =−−−+= ,,,,0, 6541 qqqyqβ

[ ]1 4 5 6, , ,q y q q q= + − − − 

.

Здесь четверка коэффициентов ( )3,,, +− ss tyyt   за-
меняется последовательностью одного коэффициента 

( )ytt ss +− +2   и цепная гауссова дробь α   избавляется 

от коэффициентов  1± . 

10. Пусть [ ] yqyqyqqqqq =−=== 4324321 ,,,,,,, β

Тогда, по свойству 9, получаем  [ ],,, 651 qqq −−=β . 

Если  yqyqyq −==−= 321 ,, , то, опять же из 

предыдущего случая,  [ ],, 54 qq −−=β . Т.е. получаем, 

что тройка коэффициентов ( )yyy ,,−  (или ( )yyy −− ,, ) 
опускается, а все коэффициенты, следующие за ними, меня-

ют знак на противоположный. Все другие случаи 
1±=jq

  
уже могут быть преобразованы с помощью случаев 8, 9, 10.

Данный анализ даёт возможность получить следующее 
утверждение.

Утверждение. Любая цепная гауссова дробь может быть 
представлена с помощью такой цепной гауссовой дроби, ко-

торая содержит коэффициенты  
{ } 0,,1,0 ≠±±∉ jiq j .

Следствие. Любая цепная гауссова дробь может быть 
представлена с помощью такой цепной гауссовой дроби  

[ ],,,,; 43210 qqqqq , норма всех коэффициентов кото-

рой, кроме  0q , не меньше 2 (
( ) 1,12 ≥>≥ jq jδ

).
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Выделим возможные случаи преобразования отрезка   

β  цепной гауссовой дроби и укажем величину уменьше-
ния её в конечном случае. Не типичное преобразование от-

резка, совпадающего со всей цепной гауссовой дробью α , 

выделено особо. Пусть, как и раньше,  { }i±±∈ ,1ε ,  ix ±= ,  

1±=y . Тогда имеют место следующие преобразования.
1. Умножение на обратимый элемент:

[ ]0 1 2 3; , , ,t t t tε =  
1 1

0 1 2 3; , , ,t t t tε ε ε ε− −   .
2. Устранение нулей:

[ ]1 3 4,0, , ,q q qβ =   [ ]1 3 4, ,q q q= + 

,

[ ] [ ]1 4 1 4,0,0, , , ,q q q qβ = = 

.
Длина уменьшается на 2.

3. Устранение  ix ±= :

[ ]1 3 4, , , ,q x q qβ =   [ ]1 3 4, , ,q x q x q= − − 

. 

[ ]2 3 2 3; , , , [0; , , ]x x t t t x tα = = − 

,

[ ]0 1 1 0 1 1; , , , , [ ; , , , ]s s s st t t t x t t t t xα − −= = − 

   при  

xt
s
≠

.
Длина уменьшается на 1.

[ ]1 4, , , ,q x x qβ =   [ ]1 4 5 6, , ,q q x q q= + − 

, 

[ ]1 5 6, , , , , ,q x x x q qβ =   [ ]1 5 6, , ,q q q= 

, 

[ ] [ ]4 5 4 5, , , , , , ,x x x q q q qβ = = 

.
Длина уменьшается на 3.

4. Устранение  1±=y :

[ ]1 3 4 5 6, , , , , ,q y q q q qβ = =  
[ ]1 3 4 5 6, , , , ,q y q y q q q= + − − − − − 

, 

[ ] [ ]2 3 4 2 3 4; , , , , 0; , , ,y y t t t t y t tα = − = − − − − 

, 

[ ]0 1 2; , , , ,kt t t t yα = =  
[ ]0 1 2; , , , ,k kt t t t y t y= + ≠ −

.
Длина уменьшается на 1.

[ ]1 4 5 6, , , , , ,q y y q q qβ = − =

[ ]1 4 5 6, , ,q y q q q= + − − − 

, 

[ ]1 5 6, , , , , ,q y y y q qβ = − =  [ ]1 5 6, , ,q q q− − 

,

[ ]4 5 6, , , , , ,y y y q q qβ = − −   [ ]4 5 6, , ,q q q= − − − 

   
Длина уменьшается на 3.
Полученные результаты могут стать полезными при ана-

лизе свойств подходящих дробей цепной гауссовой дроби, 
представляющих любое комплексное число.
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