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О моделях трения

Известно, что в случае комбинированной
кинематики, когда трущиеся тела участвуют од-
новременно в движениях скольжения и верче-
ния, закон Кулона нарушается и закон трения
претерпевает существенные изменения. Одна
из первых попыток описать взаимосвязь трения
скольжения и верчения в случае неточечного кон-
такта движущихся тел была предпринята П. Кон-
тенсу [1]. Принципиально новое развитие теории
было дано В.Ф. Журавлевым в [2]. Им были полу-
чены точные аналитические выражения для силы
и момента трения в элементарных функциях для
круговых площадок контакта, а для удобства
использования этих функций в задачах динамики
построены их аппроксимации Паде.

Удобство использования аппроксимаций Па-
де, позволяющее описывать эффекты комбини-
рованного сухого трения для всего диапазона
угловых и линейных скоростей, привело к соз-
данию принципиально новых моделей трения
на их основе. Для формализации развиваемой
теории в зависимости от числа кинематических
параметров, определяющих силовое состояние,
в [3] было введено понятие размерности модели
сухого трения, а в зависимости от порядка ис-
пользуемых Паде-аппроксимаций − понятие по-
рядка модели. Например, для круговых площа-
док контакта с центрально-симметричным рас-
пределением контактных напряжений два сило-
вых фактора − сила трения, направленная про-
тив скорости скольжения, и момент − зависят
от двух кинематических факторов: угловой и
линейной скоростей − это двухмерная модель
трения верчения и скольжения В.Ф. Журавлева.
Двухмерная модель трения была построены в
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предположении справедливости закона Кулона в
дифференциальной форме для маленького эле-
мента площади внутри пятна контакта. Ее обоб-
щение на случай использования более реальной
характеристики трения было дано в [4], где было
показано, что в случае комбинированной кине-
матики использование обобщенной дифферен-
циальной формы закона Кулона приводит к ка-
чественно новым свойствам зависимости силы
трения от скоростей скольжения и верчения, но
не изменяет размерность модели. Последующие
исследования [5], показали, что в случае комби-
нированной кинематики из-за перекоса симмет-
ричной диаграммы распределения нормальных
контактных напряжений возникает динамичес-
кая связь компонентов, определяющих силовое
состояние трущихся тел.

Предлагаемое обобщение двумерной модели
трения позволяет учесть динамическую связь
компонентов, одновременно принимая во внима-
ние представления о распределении нормальных
контактных напряжений, хорошо согласуемых с
результатами в области теории упругости [6], и
обобщенную дифференциальную форму закона
Кулона [4].

Связанные модели трения верчения
и скольжения

Связанная модель трения верчения и сколь-
жения для круговых площадок контакта тру-
щихся тел строится в предположении справед-
ливости закона Кулона в обобщенной диффе-
ренциальной форме для маленького элемента
площади внутри пятна контакта [4]. Интегри-
рование дифференциалов силы и момента тре-
ния дает интегральную модель трения верчения и
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скольжения. Для учета результатов теории уп-
ругости [6] предполагается, что в покое распре-
деление нормальных контактных напряжении
σ0 удовлетворяет свойству центральной симмет-
рии: σ0 = σ0(r), где r − радиус-вектор, проведен-
ный из центра пятна контакта, а при наличии
движения происходит смещение симметричной
диаграммы распределений по направлению
мгновенной скорости проскальзывания. Эти
общие свойства распределений нормальных
контактных напряжений позволяют представить
соответствующую функцию в виде σ(x, y) =
= σ0(1 + kx/R), где x − ось прямоугольной систе-
мы координат с началом в центре пятна контак-
та, направленная по направлению мгновенного
проскальзывания, а R − радиус пятна контакта.
Коэффициент k определяет динамическую связь
компонентов, характеризующих силовое состоя-
ние внутри пятна контакта, и вычисляется по
формуле: k = 3s/R, где s − величина смещение
центра тяжести пятна контакта по направлению
оси x. С другой стороны, величина s может быть
определена из равенства моментов сил, парал-
лельных плоскости скольжения, и моментов сил,
перпендикулярных ей [5]. Предположение, что,
кроме сил трения и нормальной реакции, дру-
гие силы отсутствуют, дает: s = F||h/N, где N −
сила, сдавливающая трущиеся поверхности,
h − высота центра тяжести движущегося тела
относительно плоскости скольжения, а F|| − ком-
понента силы трения, направленная против ско-
рости скольжения (направление оси x).

Из-за нарушения в симметрии распределения
нормальных контактных напряжений появляется
нормальная составляющая силы трения .⊥F  Таким
образом, модель трения становится трехмерной.
Она может рассматриваться как первое прибли-
жение к реальному закону трения в условиях
комбинированной кинематики (одновременное
скольжение и верчение), если считать нулевым
приближением двухмерную модель трения. (Ранее
было показано, что все дальнейшие упрощения
двумерной модели нарушают соответствие теории
и эксперимента [7].) Точная трехмерная инте-
гральная модель дает хорошее описание эффектов
комбинированного сухого трения, но неудобна при
решении задач динамики, так как требует вычисле-
ния кратных интегралов в правых частях диффе-
ренциальных уравнений движения. Избежать этой
трудоемкой процедуры позволяет замена точных
интегральных выражений соответствующими
разложениями Паде. В результате трехмерные
модели трения первого и второго порядка имеют
вид:
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Здесь  ⊥F  − нормальная составляющая силы тре-
ния, MC − момент сил трения, F0 и M0 − сила и
момент трения покоя, u = ωR − угловая скорость
вращения центра пятна контакта, а µ1 и µ2 −
коэффициенты, определяющие нелинейность
коэффициента трения. Коэффициенты I1, I3, I5
полиномиальных членов в формулах (1) пред-
ставляют собой первые моменты распределения
нормальных контактных напряжений соответ-
ственно первого, третьего и пятого порядков.
Они, так же как и коэффициенты Паде раз-
ложений, могут быть вычислены в элементар-
ных функциях для большинства используемых
моделей распределения нормальных контактных
напряжений [4]. При решении реальных задач
коэффициенты моделей (1), (2) могут быть оп-
ределены из эксперимента, и, следовательно,
модели (1), (2) могут интерпретироваться как
феноменологические трехмерные модели тре-
ния первого и второго порядка.
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