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Пусть функция ( ) [0 1](0 )pf x L p    , то есть  
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Если 1 p  , то [0 1]pL   – банахово пространство относительно этой нормы; если же 0 1p  , то 

величина 
p

f  не является нормой, но [0 1]pL   является метрическим пространством.  

Пусть 
( )( )p

nE f x  обозначает наилучшее приближѐние функции ( ) [0 1]pf x L   полиномами 

по системе типа Хаара (определение см.напр.[1]) порядка не выше n . Существование такого поли-

нома при 0 1p   доказано в [2], при 1p   он хорошо известен (см.[4]).  

Модуль непрерывности функций из пространства [0 1]pL   определим равенством  
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Впервые Джексоном [3] было установлено, что для тригонометрической системы функций 

имеет место неравенство  
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где C  – абсолютная константа, ( )f x  – произвольная непрерывная на отрезке [0 2 ]  функция. Такие 

же результаты получены в пространствах [0 2 ]  (1 )pL p   . Обратная теорема для пространств 

[0 2 ]  (1 )pL p    установлена в [4] , где доказано неравенство  
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Для систем Хаара обратная теорема в 1[0 1]L   установлена в [5]; прямые и обратные теоремы 

для [0 1]  (1 )pL p    доказаны в [6]. Аналогичные утверждения по системам Хаара для [0 1]pL  , 

когда 0 1p  , установлены в [7].  

Мы докажем прямую и обратную теорему Джексона для систем типа Хаара, когда 0 1p  .  

Справедливо следующее утверждение  

Теорема 1. Пусть ( ) [0 1]  (0 1)pf x L p     и { }  (2   1 2 )n nP P C n        – система 

типа Хаара. Тогда  
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Прежде чем перейти к доказательству теоремы, докажем следующую лемму.  

Лемма 1. Пусть  
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– полином по системе типа Хаара. Тогда  
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Доказательство леммы 1. При k n  доказательство леммы очевидно, так как 
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m mE H   и поэтому считаем k n . Пусть ( )
nm sH x   при 

( ) 1s

n
n n

s sx
m m


     
 

 

1 21 2 ( )n n ns m m p p p      . Пусть также ( )
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. Так как k n , в каждом 
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интервале 1

k km m
    
 

 содержатся интервалы 1
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 и количество их равно 
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Следовательно,  

 
11 ( 1) 1

( ) ( ) ( )

smn
mnmk k

n k n
p mn s

m mk n

m
p

m m m
L

S

H x x H x



 


   

       

 
1 ( 1) 1

1
( )

mn
mk k

k
mn
mk

m
p p

m s

n S

x dx
m




 

  
   

         

Так как при любых 1 2 km     и ( 1) 1n n

k k

m m
r

m m
      имеем  
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то числа   можно выбрать так, что  
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Отметим теперь, что  
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       (3) 

Учитывая (2), (3) и используя утверждение леммы 1 из работы [8], получим  
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откуда и следует утверждение леммы 1.  
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Для доказательства теоремы 1 используем утверждения лемм 1.2, 1.3, 1.4 из [7] и теорему 

4.1 из [9]. Используя неравенство (2) при 1k km n m    ( 0 1 2 )k     , получим  
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и теорема 1 доказана.  

Для установления обратных теорем, модуль непрерывности введѐм по другому, то есть  

 ( ) sup ( ) ( )   (0 1)p p
h

f f x h f x


  

 

        

Это так называемый периодический модуль непрерывности.  

Известно, что (см.[6]) ( ) ( )p pf f      , поэтому в обратных теоремах оценки будут луч-

ше, если в них использован модуль непрерывности ( )p f   .  

Теорема 2. Пусть функция [0 1]   0 1pf L p      и { }  (2   1 2 )n nP P C n        – система 

типа Хаара. Тогда имеет место неравство  
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Для доказательства этой теоремы докажем лемму, аналогичную лемме 2.2 из [7].  

Лемма 2. Если ( )
nmH x  – полином по системе типа Хаара порядка   ( 0 1 2 )nm n     , то при 
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Доказательство леммы 2. Пусть ( )
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Следовательно,  
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чем и завершаем доказательство леммы 2.  

Доказательство теоремы 2. Пусть 1  ( 1 2  0 1 )k km n m n k         и 
nmH  – полином 

наилучшего приближѐния функции f  порядка ( 0 1 )im i    . Учитывая, что при 

[0 1]  (0 1)pf L p     верно (см.[7])  
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то в силу леммы 2 и с использованием лемм 1.2, 1.3 и 1.4 из [7] получим:  
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Следовательно,  
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и теорема доказана.  

Применив теоремы 1 и 2, можем получить следующие утверждения, которые доказываются 

точно так же, как в работе [7].  
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Теорема 3. Если функция 0 1pf L p    , то:  

а) при 0 1 p    условия ( )( ( ))f Lip p f Lip p      и 
( )( ) ( )p

nE f O n     эквива-

лентны;  

б) при 1 p    из условия 
( ) 1( ) ( )p p

nE f O n     следует, что 
1 1( ) ( ln )p p

p f O         , 

но не обязательно 
1 1( ) ( ln )p p

p f O        ;  

в) при 1 p    из условия 
( )( ) ( )p

nE f O n     следует, что (1 )f Lip p p   , но не обяза-

тельно (1 )f Lip p p      

В этой теореме функция 
pf L  принадлежит классу ( )Lip p  , если ( )p O    при 

0  .  

В [7] доказано, что если 0 p q    и функция 
pf L , то  
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  (5) 

Используя неравенства Харди-Литтлвуда [10]:  
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и применяя теорему 2, докажем следующую теорему.  

Теорема 4. Пусть 0 p q    и 
pf L . Тогда  
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Доказательство теоремы 4. В силу неравенств (4) и (5)имеем :  
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а так как 1q p  , то можно применить неравенство Харди-Литтлвуда (6), которое приведѐт к нера-

венству (7). Соотношение (8) получается из (7) аналогично тому, как это сделано в работе [7]. Отме-

тим, что аналог теоремы Джексона и обратных теорем типа С.Н. Бернштейна в самом общем случае 
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при приближѐнии многочленами по периодическим мультипликативным системам в метрике ( )pL G  

получил А.В.Ефимов [11]:  
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