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Аннотация: в этой статье изучается вывод и доказательство формул для )(nSm - 
суммы m-х степеней первоначальных n натуральных чисел. В работе приводится 
связь между суммой )(nSm  и числами Бернулли. В статье также обсуждается 
применение числа Бернулли при решении других проблем математики. Так, например, 
при доказательстве частных случаев справедливости проблемы Ферма, в ходе 
решения проблемы Варинга используются числа Бернулли [1-3]. Статья носит 
обзорно–аналитический характер. При решении задач олимпиады можно 
воспользоваться данными этой статьи. 
Ключевые слова: числа Бернулли, сумма, бином Ньютона, числа Эйлера, 
рекуррентная формула.  
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Abstract: this article studies the derivation and proof of formulas for )(nSm  - the sum of 
m-th powers of the original n natural numbers. The paper provides a connection between 
the sum )(nSm  and Bernoulli numbers. The article also discusses the application of the 
Bernoulli number to other problems in mathematics. So, for example, when proving special 
cases of the validity of Fermat's problem, in solving Waring's problem, Bernoulli numbers 
are used. The article is of an overview and analytical nature. When solving the problems of 
the Olympiad, you can use the data in this article. 
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УДК 511 
 

Пусть n – любое конечное натуральное число, m=0,1,2,..,n. Настоящая статья 
носить обзорно – аналитический характер, в ней изучаются вывод и доказательство 
формул для )(nSm - суммы m-х степеней первоначальных n натуральных чисел, 

также  )(nТk  - суммы всевозможных произведений по к натуральных чисел взятых 
из первоначальных n натуральных чисел. В работе приводится связь между суммой 

)(nSm  и числами Бернулли. 
Рассмотрим вывод формулы вычисления суммы 
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Очевидно, что 
nnS  1....111)(0           (2) 
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Вычислим )(2 nS , используя равенство 133)1( 233  aaaа , заменим  
в этом равенстве а последовательно числами 1, 2, 3,..., n,  в результате чего имеем 

следуюўие числовые равенства: 
1131312 233   

 1232323 233   
 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

133)1( 233  nnnn  
Складывая эти равенства почленно, а затем приведя подобные члены, 

последовательно получим 
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Аналогично воспользовавшись равенством 1464)1( 2344  ааааа ,  
повторяя вышеуказанные вычисления получим следующее 
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Теперь, если для сумм ),(0 nS ),(1 nS ),(2 nS ....., )(1 nSm  формулы известны, то 

выведем формулу позволяющую вычислить сумму )(nSm . Для этого в формуле 
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последовательно числа 1, 2, 3,..., n. В итоге имеем рекуррентную формулу 

.)(.....)()1)1)((1()( 1
1

111
2

1



 


m

m
mmm

m

m C
nSCnSCnnnS           (5) 

Числа mBBB ,...,, 21  определяемые равенством  
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называются числами Бернулли. 

Полагая 10 B  вычислим несколько первоначальные числа Бернулли: ;
2
1

1 B  

;
6
1

2 B  ;03 B  ;
30
1

4 B  ;05 B  
42
1

6 B  

Вычисления показывают, что кроме 1B  все остальные числа Бернулли с 
нечетными номерами равны нулю. Было показано, что при определенных условиях 
все рассматриваемые в работах [4-25] можно воспользоваться понятиями данные в 
статье. С этой точки зрения в некоторых случаях числа Бернулли с нечетными 



ВЕСТНИК НАУКИ И ОБРАЗОВАНИЯ № 10 (113). Часть 3. 2021. █ 14 █ 

номерами не учитываются, по этому поводу числа m
m B 1)1(  заменят числами mB  

и перенумеровав их получают числа  
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по определению чисел Бернулли именно эти числа получаются, они же участвуют 
в формуле суммы m –степеней натуральных чисел  

Числа Бернулли применяются при решении разных проблем математики. Так, 
например, при доказательстве частных случаев справедливости проблемы Ферма, в 
ходе решении проблемы Варинга используются числа Бернулли. Также существуют 
связи между числами Бернулли mB  и числами Эйлера mЕ2 , определяемые 
равенством  
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Аннотация: в настоящей статье рассматриваются две задачи, сводимые к 
изучению операторных уравнений. Первая задача связана с моделью Фридрихса 1A . 

Оператор 1A  исследуется как линейный ограниченный и самосопряженный 
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