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где t1 – дли тель ность 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10 и 11-го эта пов, c; t2 – дли тель -
ность 3-го эта па, c; t3 – дли тель ность 6-го эта па, c; t4 – дли тель ность
9-го эта па, c; ωmax

( )3 , ω
max
( )

*
3  – мак си маль ное при раз го не и при тор мо же -

нии зна че ние треть ей про из вод ной уг ло вой ско ро сти ис пол ни тель -
но го ор га на  ме ха низ ма, рад/с4.

По лу чен ные ре зуль та ты ис сле до ва ний по зво ля ют
пе рей ти к раз ра бот ке за дат чи ка ин тен сив но сти, фор -
ми рую ще го близ кую к оп ти маль ной по бы ст ро дей ст -
вию диа грам му пе ре ме ще ния элек тро при во да с уп ру -

гим ва ло про во дом при ог ра ни че ни ях по то ку и ско ро -
сти ме ха низ ма.
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СКОЛЬЖЕНИЕ КОЛЕСА ПРИ КАЧЕНИИ

В.П. БОРОДЯНСКИЙ

Ку бан ский го су дар  ст вен ный тех но ло ги че ский  уни вер си тет

Фрик ци он ные па ры ка че ния (ко ле со–ос но ва ние)
ши ро ко ис поль зу ют ся в тех но ло ги че ских и транс порт -
ных ма ши нах. Ка че ние ко ле са как про цесс си ло во го
взаи мо дей ст вия двух тел дос та точ но глу бо ко изу чен.
При этом осо бое вни ма ние уде ле но де фор ма ции в зо не 
кон так та и свя зан но го с ней от но си тель но го сме ще ния
то чек кон так ти рую щих тел [1, 2]. Сме ще ние тел на по -
верх но сти кон так та яв ля ет ся ис точ ни ком по терь на
тре ние и при чи ной их из но са [3, 4].

Для ре ше ния за да чи оп ре де ле ния сме ще ния то чек
обо да ка тя ще го ся ко ле са от но си тель но не под виж но го
ос но ва ния бу дем счи тать, что в мо мент кон так та те ла
яв ля ют ся от вер дев ши ми [5]. Та кой ис кус ст вен ный
при ем в со че та нии с по ло же ни ем о сов па де нии на прав -
ле ний век то ров ско ро сти кон так ти рую щей точ ки ко ле -
са и рав но дей ст вую щей, про хо дя щей че рез эту точ ку,
по зво ля ет вес ти ки не ма ти че ский и си ло вой ана лиз

взаи мо дей ст вия ка тя ще го ся ко ле са с не под виж ным
ос но ва ни ем.

Сме ще ние точ ки обо да ко ле са от но си тель но ос но -
ва ния оп ре де ля ет ся ско ро стью сколь же ния. Тер мин
«сколь же ние» – ус лов ный. Фак ти че ски на ли нии по -
верх но сти кон так та ко ле са с ос но ва ни ем мо жет про ис -
хо дить не сколь же ние, а де фор ма ция кон так ти рую щих 
тел, по это му, рас смат ри вая взаи мо дей ст вие ко ле са с
ос но ва ни ем, оп ре де ля ем ка са тель ную со став ляю щую
ско ро стей то чек обо да ко ле са. Ве ли чи на этой со став -
ляю щей прак ти че ски влия ет на из нос обо да ко ле са как
в слу чае сколь же ния, так и в слу чае де фор ма ции. Рас -
смот рим ва ри ан ты ка че ния ко ле са ве до мо го и
ве ду ще го.

Ве до мое уп ру гое ко ле со, на гру жен ное вер ти каль -
ной си лой F0 и го ри зон таль ной дви жу щей си лой Fд,
по ка за но на рис. 1.

По ла га ем, что рав но дей ст вую щая Р21 ре ак ции ос -
но ва ния 2 про хо дит че рез точ ку А и то гда рав но ве сие
сис те мы бу дет при ус ло вии F P 21 0. Век тор V12 ско -
ро сти точ ки А обо да ко ле са сов па да ет с на прав ле ни ем
век то ра F P 12 . Мгно вен ный центр ско ро стей (МЦС)
ко ле са точ ки С бу дет на пе ре се че нии пер пен ди ку ля ров 
к век то рам V12 в точ ке А и V0 в точ ке О.

По ло же ние точ ки С оп ре де ля ет ся рас стоя ни ем
ВС = b. По из вест ной ве ли чи не де фор ма ции ко ле са, ко -
то рую оп ре де ля ет угол βmax  на вхо де обо да в кон такт с
по верх но стью ос но ва ния, и уг лу α оп ре де ля ем ВС:

BC b AB tg  α  r tgcos maxβ α2 . (1)

Для точ ки А ско рость сколь же ния V12
τ  (рис. 2):

V V AC12 12
τ α ω α  sin sin  ω

α
α ωBC b

sin
sin  . (2)

Для лю бой точ ки обо да ско рость сколь же ния бу дет
та кая же. На при мер, для точ ки D ско рость V12

τ  бу дет

V CD12
τ ω α sin  ω

α
α ω

b b
sin

sin  . (3)
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Рис. 1



Та ким об ра зом, лю бая точ ка на по верх но сти кон -
так та ко ле са с ос но ва ни ем бу дет иметь ско рость сколь -
же ния, с уче том за ви си мо сти (1)

V r tg12
2τ ω β α cos max . (4)

Чем боль ше де фор ма ция ко ле са (угол βmax) и, со от -
вет ст вен но, угол α, тем зна чи тель нее сме ще ние то чек
кон так та ко ле са и ос но ва ния.

При дви же нии по же ст ко му ос но ва нию ве ду ще го
уп ру го го ко ле са, на гру жен но го си ла ми F0, Fc и мо мен -
том M (рис. 3), век тор рав но дей ст вую щей P12 на кло нен 
в сто ро ну дви же ния ко ле са. Мгно вен ный центр ско ро -
стей ока зы ва ет ся вы ше ли нии кон так та ЕD. По это му
про ек ция век то ра V12 (ско рость сколь же ния V12

τ ) на ли -
нию кон так та бу дет на прав ле на в сто ро ну про ти во по -
лож ную дви же нию, в от ли чие от на прав ле ния про ек -
ции век то ра Р12 при дви же нии ве до мо го ко ле са
(рис. 2).

Ве ли чи на от рез ка ВС = b ана ло гич но ва ри ан ту ка -
че ния ве до мо го ко ле са.

BC b AB tg OB tg tg   ϕ α ϕ
= r tg tgcos maxβ α ϕ ; (5)

V V12 12
τ γ sin .

Для лю бой точ ки на ли нии кон так та DЕ ве ли чи на
ско ро сти сколь же ния V12

τ  бу дет оди на ко ва. На при мер,
для точ ки А

V V AC12 12
τ ϕ ω ϕ  sin sin  ω ϕ

ϕ
ωBC bsin

sin
 . (6)

Для точ ки D

V V DC12 12
τ γ ω γ sin sin   ω

γ
γ

ω
b bsin
sin

.

По сле под ста нов ки (5) в (6)

V r tg tg12
τ ω β α ϕ cos max . (7)

Та ким об ра зом, для ве до мо го и ве ду ще го уп ру го го
ко ле са ско рость сколь же ния по сто ян на по всей пло ща -
ди кон так та при на ли чии си лы дви жу щей Fд и со про -
тив ле ния Fс.

При дви же нии ве ду ще го уп ру го го ко ле са, на гру -
жен но го толь ко вер ти каль ной си лой F0 и мо мен том М
(рис. 4), век тор рав но дей ст вую щей бу дет про хо дить
че рез точ ку А вер ти каль но. Ве ли чи на мо мен та 
M F h 0 . Мгно вен ный центр ско ро стей бу дет в точ ке
В, на хо дя щей ся на ли нии кон так та DЕ. В ре зуль та те
век тор V12 бу дет на прав лен пер пен ди ку ляр но DЕ, по -
это му V12 0τ  . Так как в дан ном ва ри ан те дви же ния ко -
ле са от сут ст ву ет си ла со про тив ле ния Fс, то ϕ = 0. То -
гда за ви си мость (7) пре об ра зу ет ся

V r tg tg12 0 0τ ω β α cos max ,
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Рис. 3

Рис. 4



что под твер жда ет от сут ст вие ско ро сти сколь же ния
при ка че нии уп ру го го ко ле са, на гру жен но го толь ко
вер ти каль ной си лой F0 и мо мен том М.

Ве до мое же ст кое ко ле со, ка тя щее ся по де фор ми -
руе мо му ос но ва нию, на гру же но вер ти каль ной си лой
F0 и дви жу щей си лой F9.

По ла га ем, что точ ка А (угол α), че рез ко то рую про -
хо дит век тор рав но дей ст вую щей P12, из вест на (рис. 5).
Так как по это му же на прав ле нию про хо дит век тор V12, 
то МЦС бу дет в точ ке С (пе ре се че ние пер пен ди ку ля -
ров к век то рам V0 в точ ке О и V12 в точ ке А).

Оп ре де лим ско рость сколь же ния V12
τ  для про из -

воль ной точ ки D (угол β) на ду ге кон так та ко ле са 1 с
ос но ва ни ем 2.

V V12 12
τ ψ cos , (8)

V DC DE
12   ω ω

γcos
 ω β

γ
rsin
cos

, (9)

 ψ β γ β γ     90 90 . (10)

Оп ре де лим угол γ

tg CE
DE

OC OE
r

γ
β

 



sin

 1 1
cos sinα β β


tg

. (11)

Под став ля ем (9) и (10) в (8):

  V V12 12 90τ β γ   cos   V12 sin β γ 

 


ω β β γ γ β

γ

rsin sin cos sin cos
cos

. (12)

По сле под ста нов ки зна че ния tg γ (11) и уп ро ще ний
по лу чим

V r12 1τ ω
β
α

 










cos
cos

. (13)

Ана лиз (13) по ка зы ва ет, что V12 0τ   при β = α.

При β < α на прав ле ние V12
τ  из ме ня ет ся на про ти во -

по лож ное. Ско рость сколь же ния на хо дит ся в пря мой
за ви си мо сти от раз ме ров ко ле са и уг ло вой ско ро сти.

Ве ду щее же ст кое ко ле со (рис. 6), на гру жен ное вер -
ти каль ной си лой F0, си лой со про тив ле ния Fс, дви жет ся 
с уг ло вой ско ро стью ω при дей ст вии мо мен та М.

По ла га ем, что точ ка А, че рез ко то рую про хо дит
век тор рав но дей ст вую щей Р12, из вест на.

То гда на прав ле ние век то ров Р12 и Р21 (ре ак ция ос -
но ва ния на ко ле со) бу дет под уг лом ϕ к вер ти ка ли, так
как на ко ле со дей ст ву ют си лы F0 (при жа тия ко ле са к
ос но ва нию) и Fс (го ри зон таль ная си ла со про тив ле ния). 
Угол ϕ ме ж ду рав но дей ст вую щей F (F F FC 0 ) бу -
дет уве ли чи вать ся при воз рас та нии сил со про тив ле ния 
Fс. Ес ли угол ме ж ду Р12 и нор ма лью к по верх но сти ко -
ле са в точ ке А ока жет ся боль ше уг ла тре ния ϕтр, то ко -
ле со бу дет «бук со вать»: ϕ α ϕ  тр  – ус ло вие про -
скаль зы ва ния кон так ти рую щей по верх но сти ко ле са.

Век тор ско ро сти V12 точ ки обо да А сов па да ет с век -
то ром Р12 и по это му МЦС бу дет в точ ке С на ли нии ОВ. 
Ско рость по сту па тель но го дви же ния ко ле са V OC0  ω
мень ше ско ро сти обо да ко ле са V rA  ω .

Сме ще ние (ка са тель ная со став ляю щая ско ро сти
точ ки обо да) то чек обо да, кон так ти рую щих с ос но ва -
ни ем, бу дет в сто ро ну про ти во по лож ную дви же нию
ко ле са. Ве ли чи на это го сме ще ния за ви сит от V12

τ , ко то -
рая ми ни маль на в точ ке В и мак си маль на в точ ке D (на -
ча ло кон так та ко ле са с ос но ва ни ем).

Для оп ре де ле ния ве ли чи ны V12
τ  не об хо ди мо знать

по ло же ние МЦС (точ ка С)

OC OM CM 

или

H OC r r tg   cos sinα α ϕ
=  r tgcos sinα α ϕ . (14)
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То гда для лю бой точ ки на ду ге кон так та (на при мер, 
точ ки D) ско рость сме ще ния ее от но си тель но ос но ва -
ния V12

τ

V V DC12 12
τ ψ ω ψ cos cos . (15)

Ис поль зуя тео ре му си ну сов, оп ре де ля ем угол ψ и
DС (рис. 6)

 
H r

sin sinψ β ψ


 180
. (16)

По сле про ве де ния пре об ра зо ва ний

tg H
r

ψ
β
β




cos
sin

; (17)

DС H sin
sin

β
ψ

. (18)

В (15) под став ля ем зна че ния (18), (14) и (17):

V H H
tg12

τ ω
β

ψ
ψ ω

β
ψ

  
sin

sin
cos sin

   ω α β α ϕ βr tg1 cos cos sin cos . (19)

Ча ст ные слу чаи.
а) ско рость сколь же ния в точ ке А при α = β:

 V r tg12
2τ ω α α α ϕ sin sin cos ; (20)

б) ско рость сколь же ния в точ ке В (β = 0)

 V r tg12 1τ ω α α ϕ  sin sin . (21)

Ве ду щее же ст кое ко ле со (рис. 7) на гру же но вер ти -
каль ной си лой F0 и дви жет ся с уг ло вой ско ро стью ω
при дей ст вии мо мен та М.

На прав ле ние век то ра Р12, про хо дя ще го че рез точ ку
А обо да, бу дет па рал лель ным век то ру F0. Ве ли чи на
мо мен та

M P h 12 , (22)

при этом P12 = F0  и угол ме ж ду P12 и ра диу сом ОА та -
кой же, как и угол α, оп ре де ляю щий по ло же ние точ ки
А.

Оп ре де лим V12
τ  для про из воль но вы бран ной точ ки

D на обо де ко ле са 1, кон так ти рую щей с ос но ва ни ем 2.
Дви же ние же ст ко го ко ле са по де фор ми руе мо му ос -

но ва нию, на гру жен но го F0 и М (рис. 7), яв ля ет ся ча ст -
ным слу ча ем дви же ния ко ле са, на гру жен но го F0, Fс и
М (рис. 6). По это му за ви си мость (19) при ϕ = 0
пре об ра зу ет ся

 V r12 1τ ω α β sin cos . (23)

Та ким об ра зом, и в дан ном ва ри ан те ка че ния же ст -
ко го ко ле са по де фор ми руе мо му ос но ва нию по всей
по верх но сти кон так та бу дет про ис хо дить сколь же ние:
в на ча ле кон так та V12

τ  мак си маль на, а на вы хо де из кон -
так та обо да с ос но ва ни ем – ми ни маль на.

ВЫВОДЫ

1. Ка че ние ко ле са по не под виж но му ос но ва нию со -
про во ж да ет ся яв ле ни ем сколь же ния по по верх но сти
кон так та. Ве ли чи на и на прав ле ние век то ров ско ро сти
сколь же ния то чек по верх но сти кон так та ко ле са за ви -
сят от внеш ней на груз ки, при ло жен ной к ко ле су, и ха -
рак те ра де фор ма ции ко ле са и ос но ва ния.

2. Уп ру гое ко ле со, ка тя щее ся по же ст ко му ос но ва -
нию, на по верх но сти кон так та име ет оди на ко вую ско -
рость сколь же ния лю бой точ ки. Же ст кое ко ле со, ка тя -
щее ся по де фор ми руе мой по верх но сти, име ет на по -
верх но сти кон так та пе ре мен ные ско ро сти сколь же ния
то чек.

3. За да ча оп ре де ле ния ки не ма ти че ских ха рак те ри -
стик мо жет ре шать ся при из вест ном по ло же нии точ ки
на обо де ко ле са, че рез ко то рую про хо дит век тор рав -
но дей ст вую щей. Оп ре де лить по ло же ние этой точ ки
мож но с ис поль зо ва ни ем опыт ных дан ных (см. в ли те -
ра ту ре зна че ния ко эф фи ци ен та тре ния ка че ния), ли бо
ре шая кон крет ную за да чу оп ре де ле ния на пря же ний на
по верх но сти кон так та.
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