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ÂâåäåíèåÅñòåñòâåííûå õèðàëüíûå ñðåäû áûëè èçâåñòíû ñ íà-÷àëà XIX âåêà. Òåðìèí ¾õèðàëüíûé¿ ââåäåí ÓèëüÿìîìÒîìñîíîì è îçíà÷àåò ñâîéñòâî îáúåêòà íå ñîâìåùàòüñÿñî ñâîèì çåðêàëüíûì îòîáðàæåíèåì (â ïëîñêîì çåðêà-ëå) íè ïðè êàêèõ ïåðåìåùåíèÿõ è âðàùåíèÿõ.Åñòåñòâåííûìè õèðàëüíûìè îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿìîëåêóëû ñàõàðîâ, àìèíîêèñëîò, ÄÍÊ è îðãàíè÷åñêèõïîëèìåðîâ. Ê ÷èñëó èñêóññòâåííûõ õèðàëüíûõ îáúåê-òîâ ìîæíî îòíåñòè ñïèðàëè, ëèñò Ìåáèóñà, íåïðàâèëü-íûé òåòðàýäð è ò. ä. [1�3℄.Èçâåñòíî [4℄, ÷òî â ñëó÷àå õèðàëüíîé ñðåäû, èçãî-òîâëåííîé ïðè ïîìîùè ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îðèåíòè-ðîâàííûõ è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ â íåõèðàëüíîìâåùåñòâå ïðîâîëî÷íûõ ïðóæèíîê, ïîòåðÿìè â êîòîðûõìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ãàðìî-íè÷åñêèõ ïî âðåìåíè ïîëåé (e�i!t ) èìåþò âèäD = "E+ i�B, H = i�E+ ��1B, (1)ãäå " , � , � � äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ïðåäñòàâ-ëÿþùèå ñîáîé äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü, ìàã-íèòíóþ ïðîíèöàåìîñòü è õèðàëüíûé àäìèòàíñ ñðåäûñîîòâåòñòâåííî. Áîëåå òîãî, áûëî ïîêàçàíî [5℄, ÷òî ýòèìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè äëÿëþáîé õèðàëüíîé ñðåäû áåç ïîòåðü, ïðîèçâåäåííîé èçõèðàëüíûõ îáúåêòîâ ïðîèçâîëüíîé �îðìû.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ðåçîíà-òîðîâ ñ èäåàëüíî ïðîâîäÿùèìè ñòåíêàìè, çàïîëíåííûõîäíîðîäíûì õèðàëüíûì âåùåñòâîì. Ñ�åðè÷åñêèå è öè-ëèíäðè÷åñêèå ðåçîíàòîðû íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèåâ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè [6�8℄. Ìàòåìà-òè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ ðåçîíàòîðîâ,çàïîëíåííûõ îáû÷íîé ñðåäîé, áûëî ïîëó÷åíî äîñòà-òî÷íî äàâíî [9�11℄. Â ïîñëåäíèå ãîäû íàáëþäàåòñÿîñîáîå âíèìàíèå ê èñêóññòâåííûì õèðàëüíûì ñðåäàììèêðîâîëíîâîãî äèàïàçîíà, â êîòîðûõ õèðàëüíîñòü óæåíå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ïîïðàâêîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâ-ëÿåòñÿ èíòåðåñíûì îáîáùèòü ðåøåíèå çàäà÷è íà ñëó÷àéõèðàëüíîãî ðåçîíàòîðà.1. Îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ õèðàëüíûì çàïîëíåíèåìÏðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðûé îáúåì V , îãðàíè÷åí-íûé ïîâåðõíîñòüþ � , çàïîëíåí îäíîðîäíûì õèðàëüíûì

âåùåñòâîì, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàòåðèàëüíûìèóðàâíåíèÿìè (1) Ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé óðàâíåíèÿÌàêñâåëëà âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè V ìîæíîçàïèñàòü â âèäårotH = 1
 ("+ �2�)�E�t + i��
 �H�t + 4�
 j, (2)rotE =��
 �H�t + i��
 �E�t , (3)� divH � i�� divE = 0, (4)("+ �2�) divE+ i�� divH = 4��. (5)�àññìîòðèì ïîâåðõíîñòü, ðàçäåëÿþùóþ äâå õèðàëü-íûå ñðåäû ñ ïàðàìåòðàìè "1 , �1 , �1 è "2 , �2 , �2ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîð-ìàëè ê ïîâåðõíîñòè, íàïðàâëåííûé èç âòîðîé ñðåäûâ ïåðâóþ. Òîãäà íà ãðàíèöå ðàçäåëà âûïîëíÿþòñÿ ñëå-äóþùèå óñëîâèÿ:[n, (H1 �H2)℄ = 4�
 jsurf, [n, (E1 �E2)℄ = 0,�1H1,n � i�1�1E1,n = �2H2,n � i�2�2E2,n,�("1 + �21�1)E1,n + i�1�1H1,n	�� �("2 + �22�2)E2,n + i�2�2H2,n	= 4��surf,ãäå jsurf � ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî òîêà, �surf � ïëîò-íîñòü ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà. Â ñëó÷àå, êîãäà âòîðàÿñðåäà ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûì ïðîâîäíèêîì, ò. å. ïîëå âíóò-ðè íåå ðàâíî íóëþ, íà ãðàíèöå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ[n,H℄ = 4�
 jindsurf, [n,E℄ = 0, (6)�(Hn � i�En) = 0, ("+ �2�)En + i��Hn = 4��indsurf,ãäå jindsurf � ïëîòíîñòü íàâåäåííîãî ïîâåðõíîñòíîãî òîêà,�indsurf � ïëîòíîñòü íàâåäåííîãî ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà.Åñëè îò óðàâíåíèé (2)�(5) ïåðâîãî ïîðÿäêà ïåðåé-òè ê äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà,ïîäåéñòâîâàâ íà (2) è (3) åùå ðàç îïåðàòîðîì rot, òî,â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îáû÷íîé ñðåäû, îáà ïîëó÷àåìûõâ èòîãå óðàâíåíèÿ áóäóò ñîäåðæàòü êàê âåêòîð E , òàêè âåêòîð H . Â ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèÿõ ìîæíî òàêèì13 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



26 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 6îáðàçîì ñãðóïïèðîâàòü ñëàãàåìûå, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõêîìáèíàöèéU1 =�Eq"+ �2�+ iHp�, U2 =�iEq"+ �2�+Hp�óðàâíåíèÿ îêàæóòñÿ íåñâÿçàííûìè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èíäóöèðóþùèå ýëåêòðîìàãíèò-íûå êîëåáàíèÿ, ïëîòíîñòü òîêà è çàðÿäà çàâèñÿò îòâðåìåíè, êàê j = j0e�i!t è � = �0e�i!t . Òîãäà èñêîìûåâåêòîðû U1 è U2 òàêæå áóäóò ãàðìîíè÷åñêèìè �óíêöè-ÿìè âèäà U1 = ue�i!t è U2 = ve�i!t , à èõ êîìïëåêñíûåàìïëèòóäû áóäóò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿìrotu= !
 ����q�("+ �2�)�u+ 4�ip�
 j0, (7)rot v= !
 ���+q�("+ �2�)� v+ 4�p�
 j0, (8)divu=� 4��0p"+ �2�� �p� , (9)div v=� 4�i�0p"+ �2�+ �p� . (10)Èç äàííîé ñèñòåìû âèäíî, ÷òî äëÿ âåêòîðîâ u è víåëüçÿ ïîëó÷èòü íà ãðàíèöå � óñëîâèÿ, íå ñîäåðæàùèåíàâåäåííûõ òîêîâ è çàðÿäîâ. Òåì íå ìåíåå ìîæíîïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ õèðàëü-íîãî ðåçîíàòîðà: äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîáñòâåííûå÷àñòîòû è ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ðåçîíàòîðà, íàéäåìñíà÷àëà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ñîîò-âåòñòâóþùèõ (7)�(10) ïðè îòñóòñòâèè âîçáóæäàþùèõêîëåáàíèÿ çàðÿäîâ è òîêîâ; çàòåì âûðàçèì âåêòîðûE è H ÷åðåç íàéäåííûå u è v è ïîäñòàâèì èõâ îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ýòî ïîçâîëèò ïî-ëó÷èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ! .2. Ñ�åðè÷åñêèé õèðàëüíûé ðåçîíàòîðÈñïîëüçóåì ïðåäëîæåííóþ ìåòîäèêó äëÿ èññëåäî-âàíèÿ ñ�åðè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà ñ õèðàëüíûì çàïîë-íåíèåì. Ïóñòü îáëàñòü V ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé øàððàäèóñà R ñ èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ãðàíèöåé. Íàõî-äÿ ðåøåíèå îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ(7)�(10) â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, è ó÷èòûâàÿ,÷òî êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû e è h ïîëåé E è Hñâÿçàíû ñ âåêòîðàìè u è v , êàêe= 12p"+ �2� (iv� u), h= 12p� (v� iu),ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå âèäàenm' = i2p"+ �2��Anm k2prr Jn+1/2(k2r) +
+Bnm k1prr Jn+1/2(k1r)� dd�Pmn (
os �)(
osm'sinm' +
+ i2p"+ �2� mr sin � ddr�AnmprJn+1/2(k2r)�

�BnmprJn+1/2(k1r)�Pmn (
os �)(sinm'� 
osm' ,

enm� = i2p"+ �2� mprr sin �(Anmk2Jn+1/2(k2r) +
+Bnmk1Jn+1/2(k1r))Pmn (
os �)(sinm'� 
osm' �� i2p"+ �2� 1r ddr�AnmprJn+1/2(k2r)�

�BnmprJn+1/2(k1r)� dd�Pmn (
os �)(
osm'sinm' ,
enmr =� i2p"+ �2� n(n+1)r2 pr(AnmJn+1/2(k2r)�

�BnmJn+1/2(k1r))Pmn (
os �)(
osm'sinm'èhnm' = 12p��Anm k2prr Jn+1/2(k2r)��Bnm k1prr Jn+1/2(k1r)� dd�Pmn (
os �)(
osm'sinm' +
+ 12p� mr sin � ddr�AnmprJn+1/2(k2r) ++BnmprJn+1/2(k1r)�Pmn (
os �)(sinm'� 
osm' ,

hnm� = 12p� mprr sin � (Anmk2Jn+1/2(k2r)��Bnmk1Jn+1/2(k1r))Pmn (
os �)(sinm'� 
osm' �� 12p� 1r ddr�AnmprJn+1/2(k2r) ++BnmprJn+1/2(k1r)� dd�Pmn (
os �)(
osm'sinm' ,
hnmr =� 12p� n(n+1)r2 pr(AnmJn+1/2(k2r) ++BnmJn+1/2(k1r))Pmn (
os �)(
osm'sinm' .

Â ýòèõ âûðàæåíèÿõ k1 = !
 ����+p�("+ �2�)�è k2 = !
 ���+p�("+ �2�)� .Òàê êàê ïîâåðõíîñòü øàðà ÿâëÿåòñÿ èäåàëüíûìïðîâîäíèêîì, òî äëÿ âåêòîðà e äîëæíî âûïîëíÿòüñÿãðàíè÷íîå óñëîâèå [r, e℄��r=R = 0. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû êîì-ïîíåíòà enm' îáðàùàëàñü â íóëü ïðè r = R . Äëÿ ýòîãîäîëæíà áûòü ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà8<:Anmk2Jn+1/2(k2R) +Bnmk1Jn+1/2(k1R) = 0,ddR �AnmpRJn+1/2(k2R)�BnmpRJn+1/2(k1R)�= 0.(11)Íî åñëè äàííàÿ ñèñòåìà ñïðàâåäëèâà, òî è êîìïîíåíòàenm� òàêæå îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè r = R . Êðîìå òîãî,



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 27ïðè ýòîì òàêæå àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (5)íà íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ e è h .Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (11) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøå-íèå òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà åå îïðåäåëèòåëü ðàâåííóëþ. Ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü õàðàêòåðèñòè-÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò!np ðåçîíàòîðà:�2Jn+1/2 �!
 �2R� ddR �pRJn+1/2 �!
 �1R��++�1Jn+1/2 �!
 �1R� ddR �pRJn+1/2 �!
 �2R��= 0, (12)ãäå �1 =���+p�("+ �2�) è �2 = ��+p�("+ �2�) .�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) ïðè-âåäåíû íà ðèñóíêå. Êàê ìîæíî âèäåòü, ñ ðîñòîì ïà-ðàìåòðà � çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò óìåíüøàþòñÿ,è ïðîèñõîäèò èõ ñáëèæåíèå.

Çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îò õèðàëüíîãî àäìè-òàíñà � äëÿ n= 1. Íà ãðà�èêå ïðèâåäåíû îòíîøåíèÿ÷àñòîò ê çíà÷åíèþ !H0 � íàèìåíüøåé ñîáñòâåííîé ÷à-ñòîòå ðåçîíàòîðà ïðè îòñóòñòâèè õèðàëüíîñòè (�= 0).Èíäåêñû E è H ó ÷àñòîò îçíà÷àþò, ÷òî â ïðåäåëåïðè �= 0 îíè ñòðåìÿòñÿ ê ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì E -è H -êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâåííîÇàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå îáû÷íîé ñðåäû, ò. å. ïðèóñëîâèè �= 0, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (12) âû-ðîæäàåòñÿ â äâà óðàâíåíèÿddR �pRJn+1/2(k0R)�= 0 (13)è Jn+1/2(k0R) = 0, (14)ãäå k0 = !
p"� , òàê êàê ïðè ýòîì �1 = �2 = p"� .Óðàâíåíèÿ (12) è (13) � ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâ-íåíèÿ íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû E - è H -êîëåáàíèéîáû÷íîãî ñ�åðè÷åñêîãî ýêðàíèðîâàííîãî ðåçîíàòîðà ñî-îòâåòñòâåííî. Íà îñíîâàíèè ïîäãîòîâèòåëüíîé òåîðåìûÂåéåðøòðàññà (ñì., íàïð., [12℄) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò ïàðà-ìåòðà � . Îáîçíà÷èì êàê !npE òå èç íèõ, êîòîðûå ïðèðàâíîì íóëþ ïàðàìåòðå õèðàëüíîñòè ñîâïàäàþò ñ ÷àñòî-òàìè E -êîëåáàíèé îáû÷íîãî ñ�åðè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (11) äëÿòîãî, ÷òîáû íàéòè ñâÿçü ìåæäó êîý��èöèåíòàìè Anmè Bnm . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîì-ïëåêñíûõ àìïëèòóä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé õèðàëüíîãîðåçîíàòîðà, êîòîðûå â ïðåäåëå �= 0 ñ òî÷íîñòüþ äîìíîæèòåëÿ knp0,EJn+1/2(knp0,ER) ñîâïàäóò ñ E -êîëåáàíèÿìèîáû÷íîãî ñ�åðè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà.Îáîçíà÷èì êàê !npH ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ (12), ñîâïàäàþùèå ïðè ðàâíîì íóëþ ïà-ðàìåòðå � ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè, îòâå÷àþùè-ìè H -êîëåáàíèÿì îáû÷íîãî ðåçîíàòîðà. Íàéäåì ñâÿçüìåæäó êîý��èöèåíòàìè Anm è Bnm ñ ïîìîùüþ âòî-ðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (11). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìåùå îäíó ñåðèþ ðåøåíèé äëÿ õèðàëüíîãî ñ�åðè÷åñêî-ãî ðåçîíàòîðà, êîòîðûå â ïðåäåëå ïðè ðàâíîì íóëþïàðàìåòðå õèðàëüíîñòè � ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòå-ëÿ ddR �pRJn+1/2(knp0,HR)� ñîâïàäàþò ñ H -êîëåáàíèÿìèîáû÷íîãî ñ�åðè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà. Òàêèì îáðàçîì,â õèðàëüíîì ðåçîíàòîðå ïîääåðæèâàþòñÿ òîëüêî ãè-áðèäíûå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäëîæåí àëãîðèòì èññëåäîâàíèÿ ýêðàíè-ðîâàííûõ ðåçîíàòîðîâ, çàïîëíåííûõ õèðàëüíûì âåùå-ñòâîì. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàòèâíîãî ïðèìåðà ðàññìîò-ðåí ñ�åðè÷åñêèé õèðàëüíûé ðåçîíàòîð, äëÿ êîòîðîãîïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ ïîëåé è õàðàê-òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Ïðî-âåäåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî â õèðàëüíîì ðåçîíàòîðåìîãóò �îðìèðîâàòüñÿ òîëüêî ãèáðèäíûå ñîáñòâåííûåïîëÿ, êîòîðûå ïðè îáðàùåíèè â íóëü ïàðàìåòðà õè-ðàëüíîñòè âûðîæäàþòñÿ â îáû÷íûå E - è H -êîëåáàíèÿ.Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû õèðàëüíîãî ðåçîíàòîðà îêàçû-âàþòñÿ ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòîò ðåçîíàòîðà,çàïîëíåííîãî îáû÷íîé ñðåäîé.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Áîãîëþáîâ À.Í., Ìîñóíîâà Í.À., Ïåòðîâ Ä.À. // Ìàòå-ìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. 2007. 19, � 5. C. 3.2. Êàöåëåíáàóì Á.Ç., Êîðøóíîâà Å.Í., Ñèâîâ À.Í., Øà-òðîâ À.Ä. // ÓÔÍ. 1997. 167. P. 1201.3. Pelet P. // IEEE Trans. Antennas and Propagation. 1990.38, N 1. P. 90.4. Bahr A.J., Clausing K.R. // IEEE Trans. Antennas andPropagation. 1994. 42, N 12. P. 1592.5. Jaggard D.L., Mi
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