
Ученые записки Брянского государственного университета, 2018 (4) 24 

 

УДК 512.542 

РАЗРЕШИМОСТЬ КОНЕЧНЫХ ГРУПП 

 

С. В. Путилов 

ФГБОУ ВО «Брянский государственный университет имени академика И.Г. Петровского» 

 
Доказываются следующие теоремы: 1) Если в конечной группе G только два класса неквазисубнор-

мальных ненильпотентных максимальных подгрупп и их индексы равны степеням простых чисел, то 

G разрешима; 2) Если в конечной qd-группе G все неквазисубнормальные ненильпотентные макси-

мальные подгруппы q-нильпотентны, имеют индексы взаимно простые с q и q-замкнутые коммутан-

ты, то G разрешима или q-нильпотентна; 3) Пусть в конечной группе G существует неквазисубнор-

мальная нильпотентная максимальная подгруппа. Если в G все неквазисубнормальные ненильпо-

тентные максимальные подгруппы четного индекса одного порядка, то G разрешима. 
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Введение 

 

          Рассматриваются только конечные группы. Используемые терминология и обозначе-

ния стандартны и соответствуют [1].   

 Исследование конечных групп с определенными индексами заданных подгрупп все-

гда было и в настоящее время остаётся актуальным, что видно из [2-4].  По О. Кегелю [5] 

подгруппу H  группы G  называют квазисубнормальной, если p pH G H   для любого 

( )p G  и каждой силовской  p -подгруппы pG  из G . Очевидно, что нормальная подгруп-

па является квазисубнормальной. Поэтому можно требовать, чтобы теоретико-групповые 

условия, которые задавались для тех или иных ненормальных подгрупп выполнялись для  

определенных неквазисубнормальных подгрупп. В этом направлении здесь получены обоб-

щения некоторых результатов автора из [6-7]. 

 

          1.   Необходимые обозначения, определения и вспомогательные результаты 

 

         Под классом подгрупп группы G  будем понимать класс сопряженных подгрупп. Про-

стые числа обозначаются буквами , ,p q r . Пусть G – конечная группа, A   подгруппа группы 

G. Тогда G    порядок группы G; :G A    индекс A в G; ( )GN A    нормализатор A в G.  Да-

лее pG    силовская p -подгруппа группы ', pG G дополнение к силовской p -подгруппе в 

группе G , т. е. 'p -холлова подгруппа группы G  . Группу G   называют pd -группой, если 

порядок G   делится на p ; p -замкнутой, если  pG  нормальна в G  ; p -нильпотентной, если 

'pG  нормальна в G ; p -разложимой, если pG  и 'pG  нормальны в G ; N ⊴ G    N  является 

нормальной подгруппой группы G ; ( )pSyl G   множество всех силовских p-подгрупп в G; 

G= A B – полупрямое произведение подгруппы A на подгруппу B группы G, т.е. G = AB, A 

G, AB =1; GM    ядро подгруппы 𝑀 в G, т.е. пересечения всех подгрупп группы G, со-

пряженных с M; S(G)   наибольшая нормальная разрешимая подгруппа группы G; 
gA   

подгруппа, сопряженная с подгруппой A  элементом g ∈ G;  nS   симметрическая группа  на 

n  символах; Aut(G) – группа автоморфизмов группы G ;  (G)   множество всех простых 

чисел, делящих порядок G; AгB    сплетение групп А и В; A B    прямое произведение 

подгрупп A  и B ;  ,A B    взаимный коммутант подгрупп А и В;      знак окончания дока-

зательства.  
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Лемма 1. [8, теорема 2.2.4] Пусть P – силовская p -подгруппа группы G  и М – не-

нормальная максимальная подгруппа в G. Если отношение , 1M P m m   , влечет квази-

субнормальность подгруппы М в G, то Р нормальна в G. 

          Лемма 2. [1, теорема I.8.8] Если G = p , для простого числа p , и  AG,  то A

( )GN A . 

 Лемма 3. [1, теорема IV.7.4] Пусть H − максимальная подгруппа группы G . Если H 

нильпотентна и силовская 2-подгруппа из H метабелева, то G  разрешима. 

Лемма 4. Условие квазисубнормальности для подгрупп группы G наследуется её  эпи-

морфными образами. 

Доказательство. Пусть А – квазисубнормальная подгруппа группы G, N ⊴ G и N   A. 

Тогда A = А / N  и pG = pG N / N – эпиморфные образы соответственно подгрупп А и pG в 

эпиморфном образе G = G / N группы G. Так как A ⋂ pG = (А / N) ⋂ ( pG N / N) = (A⋂( pG 𝑁 )) 

/ N = (A⋂ pG )𝑁 / N = pA  N / N = pA , то A = А / N является квазисубнормальной подгруппой 

в G .  
Лемма 5. Если в группе G только один класс неквазисубнормальных максимальных 

подгрупп, то G разрешима. 

Доказательство. Пусть подгруппа А – представитель класса неквазисубнормальных 

максимальных подгрупп группы G и N = pG  не включается в А. Тогда по лемме 1 подгруппа 

N ⊲ G, а фактор-группа G / N нильпотентна, откуда следует разрешимость G.  

Лемма 6. Если в группе G каждая неквазисубнормальная максимальная подгруппа 

нильпотентна, то G разрешима.  

  Доказательство. Пусть лемма  неверна и G – контрпример минимального порядка. 

Если А – нильпотентная максимальная подгруппа группы G и A  − число нечетное, то по 

лемме 3 G разрешима. Значит, A  − число  четное. Пусть простое число р делит  :G A . Если  

pA  отлична от единичной подгруппы, то по лемме 2 подгруппа N = pA  G. Тогда по лемме 4 

по индукции G / N разрешима, что влечет разрешимость G. Поэтому  pA =1 и подгруппа А, 

как нормализатор силовской 2-подгруппы группы G, является представителем единственно-

го класса нильпотентных максимальных подгрупп группы G.Тогда по лемме 5  группа G раз-

решима.  
Лемма 7. [8, теорема 2] Если в конечной группе G  все неквазисубнормальные нениль-

потентные максимальные подгруппы имеют один и тот же порядок, то G разрешима. 

Лемма 8. [8, теорема 1] Если в pd -группе G  любая максимальная подгруппа квази-

субнормальна или p -разложима, то группа G  разрешима или p -нильпотентна. 

Лемма 9. [8, теорема 3] Пусть S – 2-разложимая максимальная подгруппа конечной 

группы G  и )(22 GSylS  . Если неквазисубнормальные 2-неразложимые максимальные под-

группы в G имеют примарные индексы, то G разрешима. 
 Лемма 10. [9, замечание к Т.1] Только в изоморфных простых группах 2(7)L и 3(2)L

максимальные подгруппы имеют индексы, равные степеням различных простых чисел. 

Лемма 11. [1, теорема I.18.1] Пусть N – нормальная подгруппа конечной группы G. 

Если порядки N и G / N взаимно простые, то в G существует дополнение к N. 

Лемма 12. [1, теорема IV.2.6] Если силовская p-подгруппа группы G включается в 

центр своего нормализатора в группе G, то G p -нильпотентна.  

Лемма 13. [8, лемма 12] Пусть 2 2'M M M   − 2 -разложимая максимальная 2d -

подгруппа неразрешимой группы .G  Если ( ) 1,S G  то 2.M G  
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                                             2. Доказательство основных результатов 

          

  Теорема 1. Если в конечной группе G только два класса неквазисубнормальных ненильпо-

тентных максимальных подгрупп и их индексы равны степеням простых чисел, то G разре-

шима. 

Доказательство. Допустим, что теорема неверна и группа G – контрпример мини-

мального порядка. Обозначим через F  неквазисунормальную нильпотентную максималь-

ную подгруппу в G , и пусть простое число p делит порядок F . Предположим, что  силов-

ская p-подгруппа Fp из F нормальна в G. Если в pFG  два класса неквазисубнормальных не-

нильпотентных максимальных подгрупп, то по индукции pFG  разрешима.  Пусть в pFG  − 

один класс неквазисубнормальных ненильпотентных максимальных подгрупп. Тогда по 

лемме 7 группа pFG  разрешима. Ясно, что в обоих случаях группа G разрешима. Поэтому 

FFN pG )(  и )(GSylF pp  , т.е. F – холлова подгруппа. По лемме 3 подгруппа F будет 2d-

группой. Допустим, что в G все неквазисубнормальные максимальные подгруппы 2-

разложимы. Тогда группа G разрешима по лемме 8. Поэтому в G есть неквазисубнормальные 

2-неразложимые максимальные подгруппы. Тогда по лемме 9 группа G разрешима. Следова-

тельно, в G нет неквазисубнормальных нильпотентных максимальных подгрупп. 

Пусть G – простая группа и М и К – представители соответственно первого и второго 

классов неквазисубнормальных максимальных подгрупп в группе G. Если простое число p 

делит индексы подгрупп М и К, то по лемме 1 GGN pG )( , что противоречиво. Значит,  

1):,:( KGMG  и G=MK. Тогда по лемме 10 группа G изоморфна 2(7)L , что невозможно, 

поскольку в 2(7)L три класса максимальных подгрупп примарных индексов. 

Пусть N – минимальная нормальная подгруппа в G. Тогда в  NG  может быть или 

один класс неквазисубнормальных максимальных подгрупп, или два. В первом случае NG  

разрешима по лемме 5, а во втором случае NG  разрешима по индукции. Поэтому N – един-

ственная минимальная нормальная подгруппа в G и N неразрешима. 

Пусть 1GM  и 1GK . По лемме Фраттини  )( pG NNNG  , где pN  – силовская p-

подгруппа из N для p из  (N). Так как  ( )p G pG N N⊆ , то по лемме 1 )( pG NN  не может со-

держаться в квазисубнормальной максимальной подгруппе группы G. Допустив включение 

)( pG NN  в K или в М, получим противоречивое равенство G=K или G=М . Пусть  1GK , а 

1GM  и pMG :  для p из  (G). Так как  подгруппа N не содержится в М, то G MN . 

Поэтому )( pG NN не включается в подгруппу M. Допустив, что )( pG NN включается в K, по-

лучим противоречивое равенство G=K. Поэтому  G = )( pG NN , что противоречиво. Значит, 

1GM  и 1GK . Если простое число p делит индексы подгрупп М и К, то по лемме1 

GGN pG )( , что противоречиво. Значит,  1):,:( KGMG  и G=MK.  

Так как  kNNNN  21 , где iN – изоморфные простые группы для ki ,,2,1  , 

и N не включается в М и К, то среди прямых сомножителей в N найдутся, по крайней мере, 

два таких iN  и jN , ji  , что iN  не содержится в М, а jN  не содержится в К. Ясно, что 

ii NMN :  и jj NKN :  будут степенями некоторых различных простых чисел p и q. 

Поскольку iN  изоморфна jN , то в iN  существуют максимальные подгруппы примарных 

взаимно простых индексов. Тогда по лемме 10 iN  изоморфна 2(7)L . 

Пусть )()( iGiGi NNNCN  , для ki ,,2,1  . Поскольку )7,2()( PGLNAut i  , то 

2:)( ii NNAut . Поэтому в N существует силовская 2-подгруппа Р такая, что в )(PNG  со-
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держится элемент f, индуцирующий внешний автоморфизм на подгруппе 
iN . Так как в G нет 

разрешимых нормальных подгрупп, то )(PNG  содержится в некоторой неквазисубнормаль-

ной максимальной подгруппе из G. Без ограничения общности можно считать, что 

KPNG )( . Очевидно, что элемент f нормализует iNK  . Поскольку в iN  нет подгрупп 

порядка 56, то KNi   может быть или S4, или силовской 2-подгруппой из iN . Так как под-

группа S4 самонормализуема в PGL(2, 7), то KNi   является силовской 2-подгруппой из 
iN . 

Тогда 21: KNN ii , что противоречиво. Следовательно, )()( iGiiG NCNNN  . 

Так как 1)( NCG , то группа G будет изоморфна некоторой подгруппе из группы 

( ) (2,7) kAut N PGL гS , где k – число прямых сомножителей в N. Как показано выше, в G нет 

элементов, индуцирующих внешний автоморфизм на подгруппе iN  для ki ,,2,1  . Поэто-

му G=  N )( kSG =  N A, где А= )( kSG  действует точно, как группа подстановок на 

прямых сомножителях из N. 

Пусть k >1 и В – диагональная подгруппа в  N. Покажем, что подгруппа АВ макси-

мальна в G. Предположим противное. Тогда без ограничения общности можно считать, что 

MAB . Так как G=MN, то  N M А = C А, где MNC  . Поскольку |N:C | = |G:M|, то 

|N:C| = 7 , 1 , или |N:C|= 2 , 3 . Тогда для некоторого i, ki 1 , будет справедливо, 

что iN  не содержится в С, поэтому 4SCNi   или  7iN C Z 
3Z . Поскольку С = B L и 

В нормализует подгруппу iN , то )( iG NLNB  , где 4SNL i  или  7iL N Z 
3Z . Од-

нако в  В  есть элементы, которые не нормализуют подгруппы S4 и   7Z
3Z  из iN . Поэтому 

|G:M|=|N:C|= 168 , где k 1 , что противоречиво. Значит, АВ – максимальная подгруппа 

непримарного индекса в G. Тогда АВ – квазисубнормальная подгруппа, что противоречит 

лемме 1. 

  Следовательно, k =1. Тогда N=N1 и G=NG(N)=NCG(N)=N. Получили противоречие с 

тем, что G не является простой группой.  

Теорема 2. Если в конечной qd-группе G все неквазисубнормальные ненильпотентные 

максимальные подгруппы q-нильпотентны, имеют индексы взаимно простые с q и q-

замкнутые коммутанты, то G разрешима или q-нильпотентна. 

Доказательство. Пусть теорема  неверна и группа G – контрпример минимального 

порядка. Если все неквазисубнормальные максимальные подгруппы в G нильпотентны, то G 

разрешима по лемме 6. Пусть в G нет неквазисубнормальных нильпотентных максимальных 

подгрупп. Покажем, что в G нет разрешимых нормальных q -подгрупп. Допустим, что A – 

некоторая нормальная разрешимая  q -подгруппа из G. Тогда условие теоремы для фактор-

группы AG  выполняется и по индукции группа AG  разрешима или q-нильпотентна. Если 

AG  разрешима, то  G  разрешима. Поэтому AG  q-нильпотентна. Понятно, что q - холлова 

подгруппа  из AG  совпадает с группой AGq , откуда GGq   и qG G     qG . Значит, в 

группе G нет нормальных разрешимых q -подгрупп. 

Пусть в G есть только один класс неквазисубнормальных максимальных подгрупп. 

Тогда по лемме 5 G разрешима. Следовательно, в G не менее двух классов неквазисубнор-

мальных максимальных подгрупп. Пусть В – неквазисубнормальная максимальная подгруп-

па из G, содержащая некоторую силовскую q-подгруппу qG  из G. Покажем, что qG  содер-

жится по крайней мере в одной неквазисубнормальной максимальной подгруппе, не сопря-

женной с В. Пусть D – несопряженная с В неквазисубнормальная максимальная подгруппа в 

G. Тогда D содержит некоторую силовскую q-подгруппу g

qG , Gg  и qG  будет принадле-
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жать  сопряженной с D подгруппе 
1gD . Таким образом, без ограничения общности, можно 

считать, что DBGq  . 

Покажем, что в G нет нормальных q-подгрупп. Пусть  N – произвольная минимальная 

нормальная q-подгруппа в G  и  qGN  . Тогда подгруппы B и D будут лежать в )( qG GC , от-

куда  )(GZGq   и по лемме 11  G qG  qG  . Поэтому qGN  . Ясно, что N включается в 

DB . Пусть )( qGZNK  . Тогда из q-нильпотентности групп В и D следует, что К 

включается в пересечение )()( DZBZ  . Поэтому ),()( DBZGZK  . По индукции фак-

тор-группа KG  разрешима или q-нильпотентна. Если KG  разрешима, то и G разрешима. 

Пусть KG  будет q-нильпотентной группой. Тогда в KG  существует нормальная q -

холлова  подгруппа KR , откуда R нормальна в G. Так как qRK  , то по лемме 11 

qRKR  . Поскольку qq GR   , то qG G     qG . Значит, в G нет нормальных q-подгрупп.  

Пусть коммутант С подгруппы qG  отличен от единицы. Если B  и D  − коммутанты 

подгрупп B и D, то через M и S обозначим силовские q-подгруппы соответственно из B  и 

D . Так как С B D ⊂ ∩ , то в силу q-замкнутости подгрупп B  и D  следует включение С в 

SM  . Поскольку М и S – нормальные подгруппы соответственно в B и D, то 

, ,q qC B C D       =1, где  qB   и qD   – q-дополнения в B и D. Из того, что ( ) 1qC Z G Q   , 

следует включение Q в ),()( DBZGZ  . Пришли к противоречию с тем, что в G нет нор-

мальных q-подгрупп. Поэтому C=1 и qG  − абелева группа. Так как GGN qG )(  и лежит в 

некоторой неквазисубнормальной максимальной подгруппе, то TGGN qqG )( . Тогда по 

лемме 12 G будет q-нильпотентной группой. 

Значит, в G существуют неквазисубнормальные нильпотентные  и неквазисубнор-

мальные ненильпотентные максимальные подгруппы. Пусть L – неквазисубнормальная 

нильпотентная максимальная подгруппа в G. Тогда  по лемме 13  L – силовская 2-подгруппа 

в G. Если в G только один класс неквазисубнормальных ненильпотентных максимальных 

подгрупп, то G разрешима по лемме 7. Значит, в G не менее двух классов неквазисубнор-

мальных ненильпотентных максимальных подгрупп. Тогда, проводя рассуждения, как и вы-

ше, придем к противоречию с предположением, что G – контрпример минимального поряд-

ка.    

Следствие 1. Если в конечной группе G все неквазисубнормальные ненильпотентные 

максимальные подгруппы 2-нильпотентны, имеют нечетные индексы и 2-замкнутые ком-

мутанты, то G разрешима. 

Следствие 2. Если в конечной группе G все неквазисубнормальные ненильпотентные 

максимальные подгруппы сверхразрешимы и имеют нечетные индексы, то G разрешима. 

Теорема 3. Пусть в конечной группе G существует неквазисубнормальная нильпо-

тентная максимальная подгруппа. Если в G все неквазисубнормальные ненильпотентные 

максимальные подгруппы четного индекса одного порядка, то G разрешима. 

Доказательство. Пусть теорема  неверна и группа G – контрпример минимального 

порядка. Если в G нет неквазисунормальных ненильпотентных максимальных подгрупп, то 

по лемме 6 группа G разрешима. Поэтому группа G обладает неквазисубнормальными не-

нильпотентными максимальными подгруппами. Пусть все неквазисубнормальные ненильпо-

тентные максимальные подгруппы в G имеют четный индекс. Тогда по лемме 7 G разреши-

ма. Следовательно, в G есть неквазисубнормальные ненильпотентные максимальные под-

группы с нечетным индексом.  

Пусть N – минимальная нормальная разрешимая подгруппа в G. Тогда фактор-группа 

G N/  нильпотентна или по индукции разрешима, откуда G разрешима. Значит, S(G) = 1. То-

гда по лемме 13 неквазисубнормальная нильпотентная максимальная  подгруппа группы G  
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будет силовской 2-подгруппой в  G, что противоречит существованию в G неквазисубнор-

мальных ненильпотентных максимальных подгрупп  нечетного индекса.  
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SOLVABILITY OF FINITE GROUPS 
 

S. V. Putilov 

Bryansk State University named after Academician I. G. Petrovsky 

 
We prove the following theorems: 1) If in a finite group G only two classes of nonquasisubnormal nonnilpo-

tent maximal subgroups and their indices are equal to the powers of primes, then G is solvable;2) If, in a fi-

nite qd-group G, all nonquasisubnormal nonnilpotent maximal subgroups of q-nilpotent are, have indices 

mutually simple with q and q-closed commutants, then G is solvable or q-nilpotent; 3) Let in a finite group G 

exist nonquasisubnormal nilpotent maximal subgroup. If in G all nonquasisubnormal  nonnilpotent maximal 

subgroups of even index one order, then G is solvable. 

Keywords: finite group, quasisubnormal subgroup, maximal subgroup, the index of the subgroup, solvable 

group.  
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