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Ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû àíàëèçà ðàñòóùèõ ñåòåé ñî ñëó÷àéíûìè ïîòåðÿìè óçëîâ.
Íà îñíîâå òåîðèè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ñâÿçûâàíèÿ âûâîäÿòñÿ óðàâíå-
íèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíåé âåðøèí â ïåðåõîäíîì è ñòàöèîíàðíîì ðåæèìàõ.
Ïðåäëàãàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé. Ïðèâîäÿòñÿ ïðè-
ìåðû ðàñ÷åòîâ. Îöåíèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíåé âåðøèí ê ïîòåðÿì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ ñåòåé, ñëó÷àéíûå ãðàôû ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ñâÿçûâàíèÿ,
ïåðåõîäíûå è ñòàöèîíàðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïåíåé ñâÿçíîñòè.

ÓÄÊ 519.2:004.421.5:004.7

1. Ââåäåíèå. Â íàóêå î ñåòÿõ èíôîðìàöèîííûå,
òðàíñïîðòíûå, ýëåêòðè÷åñêèå, ñîöèàëüíûå è ìíîãèå
äðóãèå áîëüøèå ñåòè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ÿâëåíèå
ïðèðîäû, èññëåäîâàíèå êîòîðîãî ïðèâîäèò ê ïîçíà-
íèþ îáùèõ çàêîíîâ ðàçâèòèÿ ñåòåé è ê ðàçðàáîòêå
ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ ñåòåâûìè ïðîöåññàìè. Â ïî-
ñëåäíåå âðåìÿ îò ðàçóìíîãî è ñâîåâðåìåííîãî ðåøå-
íèÿ ýòèõ âàæíûõ âîïðîñîâ âñå áîëåå çàâèñèò íå
òîëüêî ïðîãðåññ, íî è ñàìî ñóùåñòâîâàíèå ÷åëîâå÷å-
ñêîé öèâèëèçàöèè.

Ìàòåìàòè÷åñêîé îñíîâîé òåîðèè ñåòåé ÿâëÿåòñÿ
òåîðèÿ ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ, êîòîðàÿ ñî âðåìåíè ñîçäà-
íèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïðîñòåéøèõ ñëó÷àéíûõ
ãðàôîâ [1] îáîãàòèëàñü ðàçâèòûì ìàòåìàòè÷åñêèì
àïïàðàòîì èññëåäîâàíèÿ ìíîæåñòâà áîëåå àäåêâàò-
íûõ è ñëîæíûõ ãðàôîâûõ ìîäåëåé. Îäíèìè èç íàè-
áîëåå ïåðñïåêòèâíûõ ìîäåëåé ñåòåé ÿâëÿþòñÿ ãðàôû
ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ñâÿçûâàíèÿ. Ïåðâàÿ è íàèáîëåå

ïîïóëÿðíàÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè âåðñèÿ ãðàôîâ
ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ñâÿçûâàíèÿ — ýòî ãðàôû Áàðà-
áàøè–Àëüáåðò (ãðàôû ÁÀ), ïðåäëîæåííûå â ðàáî-
òàõ [2–4]. Ïîÿâëåíèå ãðàôîâ ÁÀ ïðèâåëî ê âçðûâ-
íîìó ðîñòó ÷èñëà ïóáëèêàöèé ïî òåîðèè ñåòåé (ñì.,
íàïðèìåð, [5–8]), â êîòîðûõ ïðåäëàãàþòñÿ è èññëå-
äóþòñÿ ñëó÷àéíûå ãðàôû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé
îáîáùåíèÿ ìîäåëè ÁÀ. Â ðàáîòàõ [9–11] ïðåäëà-
ãàåòñÿ è èññëåäóåòñÿ êëàññ ãðàôîâ ñ íåëèíåéíûì ïðà-
âèëîì ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ñâÿçûâàíèÿ (ÍÏÏÑ), à òàê-
æå ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ
òî÷íîãî ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíûõ õàðàêòåðèñòèê ãðà-
ôîâ ñ ÍÏÏÑ.

Ãðàô ñ ÍÏÏÑ âûðàùèâàåòñÿ èç íåáîëüøîãî
ãðàôà áåç ïåòåëü (çàòðàâêè) ïóòåì äîáàâëåíèÿ ê íåìó
â ìîìåíòû t=t1, t2, … î÷åðåäíîãî ïðèðàùåíèÿ ãðà-
ôà — íîâîé âåðøèíû ñî ñëó÷àéíûì ÷èñëîì x èñõî-
äÿùèõ èç íåå äóã. Êîíöû äóã ïðèðàùåíèÿ ñâÿçûâà-
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þòñÿ ñî ñëó÷àéíî âûáèðàåìûìè âåðøèíàìè ãðàôà.
Âåðîÿòíîñòü pi òîãî, ÷òî äóãà âûáåðåò äëÿ ñâÿçè
âåðøèíó i, ïðîïîðöèîíàëüíà âåñó f ýòîé âåðøèíû,
îïðåäåëÿåìîìó ÷åðåç åå ñòåïåíü ñâÿçíîñòè ki:

  
)(

)(

jj

i
i kf

kf
p

Σ
= .   (1)

Ïðè íåîãðàíè÷åííîì äîáàâëåíèè ïðèðàùåíèé
ôîðìèðóåòñÿ áåñêîíå÷íûé ãðàô. Òàêèì îáðàçîì,
ñëó÷àéíûé ãðàô ñ ÍÏÏÑ çàäàåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåò-
ðàìè — ðàñïðåäåëåíèåì {rk} âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû x — ÷èñëà äóã ó ïðèðàùåíèÿ — è âåñîâîé
ôóíêöèåé f(k)≥0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(k)>0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà g≤k≤M (ãäå g≥0, M≤∞) è îáî-
çíà÷àòü f(k) â âèäå fk.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Â òåîðèè ñëó÷àéíûõ ãðà-
ôîâ ñ ÍÏÏÑ [9–11] ðåøàþòñÿ çàäà÷è àíàëèçà (ðàñ-
÷åòà õàðàêòåðèñòèê) ãðàôîâ, çàäàííûõ ïàðàìåòðàìè
{rk} è f(k), è çàäà÷è ñèíòåçà (êàëèáðîâêè) ãðàôîâ,
ò.å. çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ òàêèõ {rk} è f(k), êîòîðûå
îáåñïå÷èâàþò íàëè÷èå ó âûðàùèâàåìûõ ãðàôîâ
çàäàííûõ õàðàêòåðèñòèê.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ àíàëèçà îõâàòûâàþò â êà÷åñòâå
÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äðóãèõ
ðàáîòàõ. Åñëè ÷èñëî x äóã ïðèðàùåíèÿ ñ÷èòàòü
ïîñòîÿííûì (x=m=const) è ïîëîæèòü f(k)=k, òî
ãðàô ñ ÍÏÏÑ ïðåâðàùàåòñÿ â ãðàô ÁÀ, à ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íàéäåííûå äëÿ ãðàôîâ ñ ÍÏÏÑ ñîîòíîøå-
íèÿ — â ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãðàôîâ ÁÀ (èçâåñòíûå
ðàíåå èëè íîâûå). Åñëè ïîëîæèòü f(k)=kγ, òî ïðè
x=m=const èç ñîîòíîøåíèé äëÿ ãðàôîâ ñ ÍÏÏÑ
ïîëó÷àåòñÿ ðÿä ðåçóëüòàòîâ, íàéäåííûõ â [6] äëÿ
ãðàôîâ ñî ñòåïåííîé âåñîâîé ôóíêöèåé.

Âìåñòå ñ òåì öåëûé êëàññ ðåøåííûõ äëÿ ãðàôîâ
ñ ÍÏÏÑ çàäà÷ — çàäà÷ êàëèáðîâêè — íå èìååò àíà-
ëîãîâ â ÷àñòíûõ òåîðèÿõ ãðàôîâ ïðåäïî÷òèòåëüíîãî
ñâÿçûâàíèÿ. Ýòî îáåñïå÷èâàåò ãðàôàì ñ ÍÏÏÑ
ñåðüåçíûå ïðåèìóùåñòâà ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé
ðåàëüíûõ áîëüøèõ ñåòåé.

Íàéäåííûå â òåîðèè ãðàôîâ ñ ÍÏÏÑ àíàëèòè-
÷åñêèå âûðàæåíèÿ è ìåòîäû òî÷íîãî ÷èñëåííîãî
ðàñ÷åòà òàêèõ õàðàêòåðèñòèê, êàê ðàñïðåäåëåíèå
ñòåïåíåé ñâÿçíîñòè (ÐÑÑ) âåðøèí èëè äóã ãðàôà
îáåñïå÷èâàþò ýòîé òåîðèè ïðèíöèïèàëüíûå ïðåèìó-
ùåñòâà ïî ñêîðîñòè è òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé â ñðàâíå-
íèè ñ ìåòîäàìè èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ÈÌ).

Ïðåèìóùåñòâà òåîðèè ñëó÷àéíûõ ãðàôîâ ñ ÍÏÏÑ
ñòàíîâÿòñÿ åùå áîëåå çíà÷èìûìè â ðåçóëüòàòå âû-
âîäà óðàâíåíèé äèíàìèêè, îïèñûâàþùèõ ïåðåõîäíûå
ïðîöåññû ðàçâèòèÿ ãðàôîâ ïðè t<∞, è â ðåçóëüòàòå
ðàçðàáîòêè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ [12].
×èñëåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà îñîáåííî âàæíû ïðè
âû÷èñëåíèè õâîñòîâ òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå,
îêàçûâàÿñü ñòåïåííûìè (ôðàêòàëüíûìè), íà ïîðÿäêè
óñëîæíÿþò ïðèìåíåíèå ÈÌ [13].

Â ñòàòüå [14] ïîëó÷åí ðåçóëüòàò, îáåñïå÷èâàþùèé
òåîðèè ãðàôîâ ñ ÍÏÏÑ åùå îäíî êà÷åñòâåííîå ïðå-
èìóùåñòâî: âûâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè äëÿ ãðà-
ôîâ ñ ÍÏÏÑ, ñëó÷àéíî òåðÿþùèõ äóãè â õîäå âûðà-
ùèâàíèÿ ãðàôîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò èññëåäî-
âàòü ðåàëüíûå ñåòè ñ ïîòåðÿìè ñâÿçåé.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñòàâèòñÿ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à
àíàëèçà ãðàôîâ ñ ÍÏÏÑ ñî ñëó÷àéíûìè ïîòåðÿìè
âåðøèí. Íà êàæäîì øàãå âûðàùèâàíèÿ òàêèõ ãðàôîâ
íàðÿäó ñ ïðèñîåäèíåíèåì î÷åðåäíîãî ïðèðàùåíèÿ
ìîæåò áûòü (ñ âåðîÿòíîñòüþ p) ïîòåðÿíà îäíà
ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ âåðøèíà (ñ.â.â.). Ïðè ïîòåðå
âåðøèíû óäàëÿþòñÿ è âñå èíöèäåíòíûå åé äóãè ãðà-
ôà. Òðåáóåòñÿ âûâåñòè óðàâíåíèÿ äèíàìèêè, ïîçâîëÿ-

þùèå ïî çàäàííûì ïàðàìåòðàì p, {rk} è f ðàññ÷èòû-
âàòü ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ðàñòóùèõ ãðàôàõ. Íà
îñíîâå óðàâíåíèé äèíàìèêè òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü
óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ÐÑÑ âåðøèí è ðàçðàáî-
òàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Íåîáõîäèìî
òàêæå íà ïðèìåðàõ ðàñ÷åòà ãðàôîâ ñ ïîòåðÿìè âåð-
øèí ïîêàçàòü âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ñîäåðæàòåëü-
íûõ âûâîäîâ î ìîäåëèðóåìûõ ðåàëüíûõ ñåòÿõ ñ ïîòå-
ðÿìè óçëîâ.

3. Âûâîä óðàâíåíèé äèíàìèêè. Â ïðîöåññå âûðà-
ùèâàíèÿ ãðàôà áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî ÐÑÑ âåðøèí
êàê âåêòîð-ôóíêöèþ q(t)={qk(t)} ñêàëÿðíîãî àðãó-
ìåíòà t, ãäå qk — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñ.â.â. ãðàôà
èìååò ñòåïåíü ñâÿçíîñòè k. Íàïðèìåð, êîëüöî íà N>2
âåðøèíàõ èìååò ÐÑÑ q={q0, q1, q2}={0, 0, 1}, òàê
êàê â êîëüöå ñòåïåíü ñ.â.â. ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ðàâíà
äâóì. Â îáùåì ñëó÷àå äëèíà (÷èñëî êîîðäèíàò) âåê-
òîðà q ðàâíà K+1 (ãäå K=max{k}) è ìåíÿåòñÿ âî âðå-
ìåíè t.

Ïîñêîëüêó íà êàæäîì øàãå âûðàùèâàíèÿ ãðàôà
ê íåìó äîáàâëÿåòñÿ îäíà âåðøèíà è òåðÿåòñÿ â ñðåä-
íåì p âåðøèí, òî, ïðåíåáðåãàÿ ìàëûìè ðàçìåðàìè
çàòðàâêè, ñðåäíåå ÷èñëî N(t) âåðøèí â ãðàôå ìîæíî
ñ÷èòàòü ðàâíûì (1–p)t.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé äèíàìèêè ãðàôîâ
ñ ïîòåðÿìè åñòåñòâåííî îïåðåòüñÿ íà âûâåäåííûå
â [12] óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ãðàôîâ áåç ïîòåðü:

Nk(t+1)=Nk(t)+rk+mPk–1(t)–mPk(t),    k≥g,    (2)

ãäå Nk — ñðåäíåå ÷èñëî âåðøèí ãðàôà, èìåþùèõ
ñòåïåíü k;
rk=P(x=k) — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèðàùåíèå ãðà-
ôà èìååò k äóã;

∑= kkrm  — ñðåäíÿÿ ñòåïåíü ïðèðàùåíèÿ ãðàôà;

)(

)(
)(

tf

ftq
tP kk

k =  — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïî ïðàâèëó (1)

äóãà ïðèðàùåíèÿ âûáåðåò âåðøèíó ãðàôà, èìåþùóþ
ñòåïåíü k. Â ýòîì ïîñëåäíåì âûðàæåíèè )(tf =

)(tqf k

M

gk
k∑

=

=  — ñðåäíèé âåñ âåðøèí ãðàôà íà øàãå t.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî )()()( tNtqtN kk =  è ÷òî â ãðàôå
áåç ïîòåðü N(t)=t, óðàâíåíèÿ (2) ïðèâîäÿòñÿ â [12]
ê âèäó

  
1

)()()(
)1( 1

+
−++

=+ −

t
tmPtmPrttq

tq kkkk
k ,

èëè, ñ ó÷åòîì ïðèâåäåííîãî âûøå äëÿ Pk(t) âûðàæå-
íèÿ, ê âèäó
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−++
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t

ftqftq
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m
rttq

tq
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k
,  k≥g.  (3)

Óðàâíåíèÿ (3) ïîçâîëÿþò ðàññ÷èòàòü ÐÑÑ q(t)
ãðàôà áåç ïîòåðü ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì ÐÑÑ q(t0),
êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì ãðàôîì-çàòðàâêîé,
ñîäåðæàùèì N0=t0 âåðøèí. Ýòè óðàâíåíèÿ, êàê è ëå-
æàùåå â èõ îñíîâå ñîîòíîøåíèå (2), ÿâëÿþòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè òî÷íûìè. Ñ ðîñòîì t ðàññ÷èòûâàåìûå ïî
ýòèì óðàâíåíèÿì ÐÑÑ q(t) áûñòðî ñõîäÿòñÿ ê òî÷íûì
ÐÑÑ.

Òåïåðü äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé äèíàìèêè, îïèñû-
âàþùèõ ýâîëþöèþ ãðàôîâ ñ ïîòåðÿìè, äîáàâèì
ê ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (2) ñëàãàåìûå, ó÷èòûâà-
þùèå âëèÿíèå íà âåëè÷èíó Nk(t+1) âîçìîæíîé
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(ñ âåðîÿòíîñòüþ p) ïîòåðè ñ.â.â. ãðàôà. Îáîçíà÷àÿ
÷åðåç Ak ïîäìíîæåñòâî (ñëîé) âåðøèí, èìåþùèõ
ñòåïåíü k, è ÷åðåç B(l, k) — ïîäìíîæåñòâî äóã (òóí-
íåëü), èñõîäÿùèõ èç âåðøèí ñëîÿ Al è çàõîäÿùèõ
â âåðøèíû ñëîÿ Ak, ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå.

1. Ïîñêîëüêó ñ.â.â. ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò
îêàçàòüñÿ ëþáîé èç N âåðøèí ãðàôà, òî â ñëîå Ak

îíà âûáèðàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ qk. È ïåðâîå êîððåê-
òèðóþùåå ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (2) ñëàãàåìîå,
ðàâíîå [–pqk(t)], ó÷èòûâàåò ñðåäíåå ÷èñëî âåðøèí,
òåðÿåìûõ â ñëîå Ak íåïîñðåäñòâåííî çà ñ÷åò âûáîðà
óäàëÿåìîé âåðøèíû â ýòîì ñëîå.

2. Åñëè ñ.â.â. óäàëÿåòñÿ èç íåêîòîðîãî (ëþáîãî)
ñëîÿ Al, òî âìåñòå ñ íåþ óäàëÿþòñÿ âñå èíöèäåíòíûå
åé äóãè. Â ñðåäíåì îäíó âåðøèíó ñëîÿ Al ñ âåðøèíàìè

ñëîÿ Ak ñâÿçûâàåò 
||

|),(||),(|

lA
lkBklB +

 äóã. Óäàëåíèå

ýòèõ äóã óìåíüøàåò ñòåïåíè ñîîòâåòñòâóþùèõ
âåðøèí ñëîÿ Ak. Ïîýòîìó òàêèå âåðøèíû èç ñëîÿ Ak

óõîäÿò. Ïðåäñòàâèì èõ ñðåäíåå ÷èñëî â âèäå

||
|),(||),(|

lA
lkBklB +

= NA
lkBklB

N l /||
|),(||),(|1 +
=

 =
lq

lkBklB
N

|),(||),(|1 +

è, óñðåäíÿÿ ïî âûáîðàì ñ.â.â. âî âñåõ ñëîÿõ, íàõîäèì
áåçóñëîâíîå ñðåäíåå ÷èñëî âåðøèí, òåðÿåìûõ â ñëîå Ak

çà ñ÷åò ñíèæåíèÿ èõ ñòåïåíè:

∑ =
+

l l
l q

lkBklB
N

q
|),(||),(|1

∑ +=
l

lkBklB
N

|),(||),(|
1

.

Ïîñëåäíÿÿ ñóììà ïðåäñòàâëÿåò çäåñü îáùåå (ñðåä-
íåå) ÷èñëî äóã, èíöèäåíòíûõ âåðøèíàì ñëîÿ Ak. Çàìå-
íÿÿ åå ýêâèâàëåíòíûì áîëåå ïðîñòûì âûðàæåíèåì
kNk, íàõîäèì, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî âåðøèí, óõîäÿùèõ
èç ñëîÿ Ak èç-çà ñíèæåíèÿ èõ ñòåïåíè, ñîñòàâëÿåò
kNk/N=kqk.

Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ ïîïðàâêà ê ïðàâîé ÷àñòè
ñîîòíîøåíèÿ (2) ðàâíà [–pkqk(t)], ãäå ìíîæèòåëü p
ó÷èòûâàåò âåðîÿòíîñòü ïîòåðè ñ.â.â.

3. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, íåòðóäíî îïðåäåëèòü,
÷òî èç-çà ñíèæåíèÿ ñòåïåíåé â ñëîå Ak+1 èç íåãî â
ñëîé Ak íà øàãå t ïðèõîäèò â ñðåäíåì p(k+1)qk+1(t)
âåðøèí.

Ó÷èòûâàÿ âñå òðè íàéäåííûå ïîïðàâêè, ïîëó÷àåì
èç (2) ñëåäóþùåå óðàâíåíèå ýâîëþöèè ãðàôà ñ ïîòå-
ðÿìè âåðøèí:

 Nk(t+1)=Nk(t)+rk+mPk–1(t)–mPk(t)–

–pqk(t)+p(k+1)qk+1(t)–pkqk(t),   k≥g,   (4)

ãäå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåèçáåæíîå ïîÿâëåíèå
âåðøèí ñî ñòåïåíüþ k=0, ñëåäóåò ïîëîæèòü g=0.

Äëÿ óäîáñòâà ðàñ÷åòîâ ÐÑÑ q(t)={qk(t)} îñòàåòñÿ
ïðèâåñòè óðàâíåíèå (4) ê âèäó, àíàëîãè÷íîìó óðàâ-
íåíèþ (3), îïèñûâàþùåìó ãðàô áåç ïîòåðü. Äëÿ ýòîãî
ïåðåïèøåì (4) ñ çàìåíàìè Nk(t+1)=N(t+1)qk(t+1)=
=(1–p)(t+1)qk(t+1) è Nk(t)=N(t)qk(t)=(1–p)(t)qk(t)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

 (1 – p)(t+1)qk(t+1)=(1–p)(t)qk(t)+rk+

      +mPk–1(t)–mPk(t)–pqk(t)+

+p(k+1)qk+1(t)–pkqk(t),    k≥0.    (5)

Ïðèìåíÿÿ îáîçíà÷åíèå q=(1–p) è ïîäñòàâëÿÿ
â (5) âûðàæåíèÿ äëÿ Pk–1(t) è Pk(t), ïîëó÷àåì ôîðìóëó
äëÿ ðàñ÷åòà ÐÑÑ âåðøèí íà øàãå t+1 ÷åðåç ÐÑÑ íà
øàãå t:

  


 −
++

+
=+ −−

)(
)()(

)(
1

1
)1( 11

tfq
ftqftq

m
q
r

ttq
t

tq kkkkk
kk  –

  


++−
− +

q
tkqtqktq

p kkk )()()1()( 1
,    k≥0.        (6)

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè âåðîÿòíîñòè ïîòåðü p=0
(à òîãäà q=1) ýòà ôîðìóëà ïðåâðàùàåòñÿ â ôîðìóëó
(3) ýâîëþöèè ãðàôà áåç ïîòåðü.

4. Ðàñ÷åò ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ. Ôîðìóëà (6)
ïîçâîëÿåò íà îäíîì ëèñòå Excel ëåãêî ðàññ÷èòûâàòü
ÐÑÑ q(t)={qk(t)} äëÿ ëþáîãî øàãà t > t0, íà÷èíàÿ
ñ ÐÑÑ, çàäàííîãî äëÿ t=t0. Íå çàâèñÿùèå îò t ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {k}, {rk} è {fk} ôèêñèðóþòñÿ â ñòðî-
êàõ âåðõíåé «øàïêè» ëèñòà Excel àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ýòî äåëàåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå ãðàôîâ áåç ïîòåðü
âåðøèí [12]. Ñêàëÿðíûå ïîêàçàòåëè, çàâèñÿùèå îò

âðåìåíè, òàêèå êàê ñðåäíÿÿ ñòåïåíü âåðøèí =)(tk

∑
≥

=
0

)(
k

k tkq  è èõ ñðåäíèé âåñ ∑
≥

=
0

)()(
k

kk tqftf  ìîæíî

âû÷èñëÿòü â ñòîëáöàõ ëåâîé ÷àñòè ëèñòà.
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàí ôðàãìåíò ëèñòà ñ ðàñ÷åòîì

ÐÑÑ q(t)={qk(t)} ðàñòóùåãî ãðàôà, îïðåäåëÿåìîãî
ïàðàìåòðàìè p=0,2, {r1; r2}={0; 1}, fk=k ïðè 1≤k≤200
(ïðè ïðî÷èõ k âåñ fk=0). Ýòîò ãðàô îòëè÷àåòñÿ îò
ãðàôà ÁÀ ñ ïàðàìåòðîì m=2 ëèøü òåì, ÷òî ìàêñè-
ìàëüíàÿ ñòåïåíü åãî âåðøèí îãðàíè÷åíà è íà êàæäîì
øàãå âûðàùèâàíèÿ ãðàôà ìîæåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
p=0,2 ïîòåðÿòüñÿ ñ.â.â. ãðàôà.

Ðèñ. 1. Òàáëèöà íà Excel äëÿ ðàñ÷åòà ÐÑÑ q(t)={qk(t)} ðàñòóùåãî ãðàôà ñ ïîòåðÿìè âåðøèí
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Îñíîâíàÿ ÷àñòü ëèñòà, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ
ðàñ÷åò âåðîÿòíîñòåé qk(t), íà÷èíàåòñÿ ÿ÷åéêîé G7,
êîòîðàÿ íà ðèñ. 1 âûäåëåíà äëÿ òîãî, ÷òîáû çàïèñàí-
íàÿ â íåé â âèäå âûðàæåíèÿ =1/$A8*($A7*G7+G$3/
$B$3+$D$2/$B$3*(F7*F$4-G7*G$4)/$C7-$B$2/
$B$3*G7+$B$2*H$2/$B$3*H7-$B$2*G$2/$B$3*G7)
ôîðìóëà (6) áûëà âèäíà â ñòðîêå íàáîðà ôîðìóë
(â âåðõíåé ÷àñòè ëèñòà). ß÷åéêà G7 êîïèðóåòñÿ â ëå-
æàùèå ïðàâåå íåå ÿ÷åéêè, à çàòåì âñÿ ïîëó÷åííàÿ
ñòðîêà ÿ÷ååê êîïèðóåòñÿ â íèæåëåæàùèå ñòðîêè.
Íà÷àëüíîå ÐÑÑ çàäàåòñÿ â ÿ÷åéêàõ G6, H6 è ò.ä.
Â äàííîì ñëó÷àå íà÷àëüíîå ÐÑÑ ñîîòâåòñòâóåò ãðàôó-
êîëüöó íà òðåõ âåðøèíàõ.

Êîëîíêà N(t) ñîäåðæèò ñðåäíåå ÷èñëî âåðøèí
â ãðàôå (N ~ qt) è â ðàñ÷åòàõ, ñîãëàñíî  ôîðìóëå (6),
íå ó÷àñòâóåò.

Íà ðèñ. 2 ïîñòðîåí ãðàôèê ÐÑÑ q(t)={qk(t)} ïðè
t=500 (ÐÑÑ ðàññ÷èòàíî íà ëèñòå, ïîêàçàííîì íà
ðèñ. 1). Ãðàôèê ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ÐÑÑ (ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñ ãðàôèêîì ðåçóëüòàòîâ ÈÌ
(ìàðêåðû).

Ñîãëàñîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñ ðåçóëüòà-
òàìè ÈÌ ïîäòâåðæäàåò ïðàâèëüíîñòü àñèìïòîòè÷å-
ñêè òî÷íîé ôîðìóëû (6) è åå ïðèãîäíîñòü äëÿ ïðàê-
òè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ âåðîÿòíîñòè «âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè», êîòîðûìè ìû ïðåíåáðåãëè
ïðè âûâîäå ôîðìóëû (6), íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòè òîãî,
÷òî ñ îäíîé âåðøèíîé ñâÿæåòñÿ íåñêîëüêî äóã ïðè-
ðàùåíèÿ, ìîãóò ñêàçàòüñÿ íà òî÷íîñòè ðàñ÷åòà ðàí-
íèõ ñòàäèé ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Íàïðèìåð, ïðè
áîëü-øîì ñðåäíåì ÷èñëå äóã ïðèðàùåíèÿ, áîëüøîé
âåðîÿòíîñòè ïîòåðü è ìàëîì ðàçìåðå çàòðàâêè (ìàëîì
íà÷àëüíîì âðåìåíè t0) ðàññ÷èòûâàåìûå ìàëûå âåðî-
ÿòíîñòè qk ìîãóò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-

íèÿ. Ýòà ñèòóàöèÿ ëåãêî êîððåêòèðóåòñÿ âûáîðîì
ïîäõîäÿùåãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ t0.
Îáû÷íî ïðè p<0,9 äîñòàòî÷íî áðàòü t0 â ïðåäåëàõ
îò 10 äî 60 åäèíèö âðåìåíè.

5. Óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòå-
ïåíåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Qk ôèíàëüíûå (ñòàöè-

îíàðíûå) âåðîÿòíîñòè ñòåïåíåé k, ò.å. )(lim tqQ k
t

k ∞→
= ,

è ðåøèì çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ÐÑÑ
Q={Qk}.

Óìíîæèâ ðàâåíñòâî (6) íà (t+1), ïåðåïèøåì åãî
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

  )(
)()(

)()1()1( 11

tfq
ftqftq

m
q
r

ttqtqt kkkkk
kk

−
+=−++ −−

 –

  q
tkqtqktq

p kkk )()()1()( 1 ++−
− +

,   k≥0.     (7)

Çäåñü ëåâàÿ ÷àñòü (t+1)qk(t+1)–tqk(t)=tqk(t+1)–
–tqk(t)+qk(t+1) ñîäåðæèò äèôôåðåíöèàë tqk(t+1)–
–tqk(t), êîòîðûé ñõîäèòñÿ ñ ðîñòîì t ê íóëþ, åñëè
qk(t) ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëó Qk íå ìåäëåííåå, ÷åì ñî
ñòåïåííîé ñêîðîñòüþ ct –a (ãäå a>1). Íà ïðàêòèêå,
ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷, ýòî óñëîâèå ëåãêî
ïðîâåðÿåòñÿ è ïîäòâåðæäàåòñÿ íà ýòàïå ðàñ÷åòà
ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ. Ïîýòîìó ïðè t →∞ ïîëîæèì
tqk(t+1)–tqk(t)→0 è îñòàâèì â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà
(7) ëèøü ñëàãàåìîå qk(t+1). Ó÷èòûâàÿ òåïåðü, ÷òî ïðè
t→∞ âåëè÷èíà qk(t+1) ñõîäèòñÿ ê Qk, âåëè÷èíû qk–1(t),
qk(t), qk+1(t), ñõîäÿòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ê Qk–1, Qk,
Qk+1, à ñðåäíèé âåñ âåðøèí )(tf ñõîäèòñÿ ê ñòàöèîíàð-
íîìó ñðåäíåìó âåñó 〉〈f , èç ðàâåíñòâà (7) ïîëó÷àåì:

  fq
fQfQ

m
q
r

Q kkkkk
k −

〉〈
−

+= −− 11

  
q

kQQkQ
p kkk ++−

− +1)1( ,    k≥0.

Âûðàæàÿ îòñþäà Qk è äîáàâëÿÿ ôîðìóëó äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ 〉〈f , ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
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   (8)

ðåøàÿ êîòîðóþ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, ìîæíî ðàñ-
ñ÷èòûâàòü èñêîìûå ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè Qk.
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Ðèñ. 2. Ïîëó÷åííîå â ÈÌ è ðàñ÷åòíîå ÐÑÑ
ðàñòóùåãî ãðàôà ñ ïîòåðÿìè âåðøèí (t = 500)

Ðèñ. 3. Ôðàãìåíò ëèñòà, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ðàñ÷åòà ñòàöèîíàðíîãî ÐÑÑ {Qk}
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6. Ðàñ÷åò ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòåïå-
íåé. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ôðàãìåíò ëèñòà Excel ñ ðåøå-
íèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (8) äëÿ ãðàôà, ðàññìîòðåí-
íîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ñòàòüè. Ðåøåíèå âûïîë-
íÿåòñÿ ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé. Â êîëîíêå O
â ôîðìàòå «çíà÷åíèÿ» çàïèñàíî òåêóùåå ïðèáëèæå-
íèå ðàñïðåäåëåíèÿ {Qk}. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ {Qk} ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ÐÑÑ
{qk(t)} ïðè t=500, ðàññ÷èòûâàåìîå ìåòîäàìè ïðåäû-
äóùåãî ðàçäåëà ïðè íåêîòîðîé ïðîèçâîëüíîé çà-
òðàâêå ãðàôà. Â ÿ÷åéêå P3 â ôîðìàòå «çíà÷åíèå»
íàõîäèòñÿ òåêóùåå ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî âåñà 〉〈f
(åãî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå òàêæå ìîæíî âçÿòü èç
ðàñ÷åòà ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ðàçâèòèÿ ãðàôà). ×åðåç
òåêóùèå ïðèáëèæåíèÿ ÐÑÑ è 〉〈f  ïî ôîðìóëàì (8)
â êîëîíêå N è ÿ÷åéêå R3 ðàññ÷èòûâàþòñÿ íîâûå
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ {Qk} è, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ 〉〈f .
Äàëåå ýòè íîâûå ïðèáëèæåíèÿ íóæíî ñêîïèðîâàòü
è âñòàâèòü íà ìåñòî òåêóùèõ ïðèáëèæåíèé (ñïåöè-
àëüíîé âñòàâêîé, êàê çíà÷åíèÿ). Äëÿ òàêîãî êîïèðî-
âàíèÿ è âñòàâêè óäîáíî ñîçäàòü ïðîñòîé ìàêðîñ,
ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî êîïèðîâàíèå è âñòàâêà âûïîë-
íÿþòñÿ îäíîâðåìåííûì íàæàòèåì âûáðàííîé êîìáè-
íàöèè êëàâèø. Â ÿ÷åéêå P7 âû÷èñëÿåòñÿ ïîêàçàòåëü
ïîãðåøíîñòè — êîðåíü êâàäðàòíûé èç ñóììû êâàäðà-
òîâ ðàçíîñòåé ìåæäó òåêóùèìè ïðèáëèæåíèÿìè
âåðîÿòíîñòåé Qk è èõ íîâûìè çíà÷åíèÿìè. Íà ðèñ. 3
ýòîò ïîêàçàòåëü óìíîæåí íà 1000. Êîìáèíàöèþ êëà-
âèø, âûçûâàþùóþ ìàêðîñ, ìîæíî ïðîñòî ïðèäàâèòü,
íå îòïóñêàÿ, òîãäà âñå ïåðåñ÷åòû áóäóò ïðîèñõîäèòü
ñ âûñîêîé ñêîðîñòüþ, çà ñåêóíäû ñíèæàÿ ïîêàçàòåëü
ïîãðåøíîñòè äî íóæíûõ ìàëûõ çíà÷åíèé.

Íà ðèñ. 4 ñðàâíèâàþòñÿ ãðàôèêè ñòàöèîíàðíîãî
ÐÑÑ {Qk} ãðàôà, ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåì ðàç-
äåëå, è ïåðåõîäíîãî ÐÑÑ, äîñòèãàåìîãî íà øàãå t=500.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî â õîäå ýâîëþöèè ãðàôà
âåðîÿòíîñòè qk íåâûñîêèõ ñòåïåíåé k ñâÿçíîñòè ìàëî
îòëè÷àþòñÿ îò ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé Qk óæå
ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t (â äàííîì
ñëó÷àå ïðè t=500). Íî â òàêîå æå âðåìÿ t  âåðîÿò-
íîñòè áîëüøèõ ñòåïåíåé k ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé íà íå-
ñêîëüêî ïîðÿäêîâ.

7. Çàêëþ÷åíèå. Ïîëó÷åííûå â ñòàòüå óðàâíåíèÿ
(6) è (8) ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî ðàññ÷èòûâàòü ïåðå-
õîäíûå è ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû ýâîëþöèè ãðàôîâ
ñ íåëèíåéíûì ïðàâèëîì ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ñâÿçûâà-
íèÿ, ðàñòóùèõ â óñëîâèÿõ ñëó÷àéíîé ïîòåðè âåðøèí.

Ýòî îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü â ðàìêàõ íàóêè
î ñåòÿõ ñòàâèòü è ðåøàòü çàäà÷è àíàëèçà è ñèíòåçà
øèðîêîãî êëàññà ðåàëüíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñåòåé
è ðàçðàáàòûâàòü ýôôåêòèâíûå ñòðàòåãèè óïðàâëå-
íèÿ ñåòåâûìè ïðîöåññàìè. Ê òàêèì çàäà÷àì îòíî-
ñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé èäåíòèôè-
êàöèè ðàñòóùèõ ñåòåé (âêëþ÷àÿ èíôîðìàöèîííûå,
òðàíñïîðòíûå, ýëåêòðè÷åñêèå, ñîöèàëüíûå, òåððîðèñ-
òè÷åñêèå è äðóãèå ñåòè) è çàäà÷è âûáîðà è îïòèìèçà-
öèè óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé, àêòóàëüíûå äëÿ øèðî-
êîãî êëàññà òàêèõ ñåòåé.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 5 ñðàâíèâàþòñÿ
ôèíàëüíûå ÐÑÑ {Qk} ðàñòóùåé ñåòè, ïîëó÷àþùèåñÿ
ïðè ðàçëè÷íûõ ïðèáëèçèòåëüíî ýêâèâàëåíòíûõ ïî
ñòîèìîñòè ñöåíàðèÿõ âîçäåéñòâèÿ íà ñåòü.

Â äàííîì ïðèìåðå ñåòü ìîäåëèðóåòñÿ ãðàôîì,
îïèñàííûì â ðàçäåëå 4 ñòàòüè.

Öèôðîé 0 íà ðèñ. 5 ïîìå÷åíî ôèíàëüíîå ÐÑÑ,
äîñòèãàåìîå ïðè áàçîâîì ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ, êîãäà
ñâÿçè è óçëû â ñåòè íå òåðÿþòñÿ. Èç ãðàôèêà ìîæíî
âèäåòü, ÷òî ïðè ðàçìåðàõ ñåòè â íåñêîëüêî ìèëëè-
îíîâ óçëîâ îíà áóäåò ñîäåðæàòü ñîòíè óçëîâ, èìå-
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þùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü ñâÿçíîñòè 200 (ñì.
«õâîñòèê» â ïðàâîì êîíöå ãðàôèêà).

Ãðàôèê 1 ñîîòâåòñòâóåò ñöåíàðèþ ðîñòà ñåòè ïðè
ïîòåðå â ñðåäíåì ïîëîâèíû óçëîâ: çäåñü âåðîÿòíîñòü p
âçÿòà ðàâíîé 0,5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëüþ âîçäåé-
ñòâèÿ íà ñåòü ÿâëÿåòñÿ íåäîïóùåíèå åå çàìåòíîãî
ðîñòà. Òîãäà ñöåíàðèé «óñòðàíåíèÿ» â ñðåäíåì
êàæäîãî âòîðîãî óçëà â õîäå ðîñòà ñåòè ñëåäóåò ïðè-
çíàòü íàèõóäøèì. Âåäü, íåñìîòðÿ íà òàêîå âîçäåé-
ñòâèå, ñåòü ïðèõîäèò â èòîãå ïðàêòè÷åñêè â òî æå
ñîñòîÿíèå, ÷òî è â áàçîâîì ñöåíàðèè.

Ãðàôèê 2 — ýòî äâå ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèå
ëèíèè, îäíà ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàò «ôèíàëüíîãî
ïðîñåèâàíèÿ ñëó÷àéíî âûáðàííîé ïîëîâèíû óçëîâ»,
äðóãàÿ — ðåçóëüòàò «ôèíàëüíîãî ïðîñåèâàíèÿ ñëó-
÷àéíî âûáðàííîé ïîëîâèíû ñâÿçåé», êàêîâîå ïðîèç-
âîäèòñÿ îäíîêðàòíî â îòíîøåíèè óæå  ñôîðìèðîâàâ-
øåéñÿ ñåòè. Ýòîò ñöåíàðèé ëó÷øå ïåðâîãî, íî òàêàÿ
«âîéíà» ñ óçëàìè/ñâÿçÿìè óæå ñôîðìèðîâàííîé ñåòè
çàêàí÷èâàåòñÿ íå âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíî, òàê êàê
â ñåòè åùå îñòàåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî óçëîâ-ëèäåðîâ
ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ ñâÿçíîñòè, áëèçêîé ê 100.

Íàèëó÷øèì îêàçûâàåòñÿ ñöåíàðèé, ðåçóëüòàò
êîòîðîãî ïðåäñòàâëåí ãðàôèêîì 3. Ýòîò ðåçóëüòàò
äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîòåðå ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ñâÿçåé.
Íà êàæäîì øàãå âûðàùèâàíèÿ ñåòè ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,5 òåðÿåòñÿ îäíà ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ ñâÿçü. Â ðå-
çóëüòàòå ïðè ðàçìåðàõ ñåòè â íåñêîëüêî ìèëëèîíîâ
óçëîâ â íåé óæå òðóäíî íàéòè ëèäåðà ñ õîòÿ áû
50 ñâÿçÿìè. Äëÿ ðàñ÷åòà ýòîãî ñöåíàðèÿ èñïîëüçîâà-
ëèñü óðàâíåíèÿ, âûâåäåííûå â ñòàòüå [14].

Çäåñü ñëåäóåò ïîÿñíèòü, ÷òî â áàçîâîì ñöåíàðèè
ñåòü ðàñòåò ïðè m=1, à â ñöåíàðèÿõ ñ ëèêâèäàöèåé
ïîëîâèíû óçëîâ/ñâÿçåé — ïðè m=2, ò.å. ñåòü èìååò
«ðåñóðñ ñîïðîòèâëåíèÿ», îáåñïå÷èâàþùèé ñîõðàíå-
íèå «ñðåäíåé ñêîðîñòè» åå ðîñòà. Íåñìîòðÿ íà
îäèíàêîâûé «ðåñóðñ ñîïðîòèâëåíèÿ», êà÷åñòâî ñåòè
ïðè ðàçíûõ ñöåíàðèÿõ âîçäåéñòâèÿ íà íåå îêàçûâà-
åòñÿ ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûì.

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íàéäåí-
íûå íîâûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò
ïîëó÷àòü âàæíûå ñîäåðæàòåëüíûå âûâîäû î ñâîé-
ñòâàõ ìîäåëèðóåìûõ ðàñòóùèõ ñåòåé äàæå ïðè îòñóò-
ñòâèè èíôîðìàöèè î äåòàëÿõ èõ ñòðóêòóðû.
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