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Ê ÷èñëó öåíòðàëüíûõ çàäà÷ ñîâðåìåííîé àääèòèâíîé òåîðèè ÷èñåë îòíî-
ñÿòñÿ, êàê èçâåñòíî ïðîáëåìû Âàðèíãà è Ãîëüäáàõà. Ïðîáëåìà Ãîëüäáàõà áûëà
âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà â 1742 ãîäó â ïèñüìå Ãîëüäáàõà ê Ýéëåðó. Â ýòîì
ïèñüìå Ãîëüäáàõ âûñêàçàë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî âñÿêîå íå÷åòíîå ÷èñëî áîëüøåå
èëè ðàâíîå 9 åñòü ñóììà òðåõ íå÷åòíûõ ïðîñòûõ. Òåîðåìà È. Ì. Âèíîãðàäîâà,
äîêàçàííàÿ â 1937 ãîäó, óñòàíîâèëà ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ
âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë [1].

Ïðîáëåìà Âàðèíãà âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà â ðàáîòå [2]. Â íåé óòâåðæäà-
åòñÿ, ÷òî âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ, äå-
âÿòè êóáîâ, äåâÿòíàäöàòè ÷åòâåðòûõ ñòåïåíåé è ò. ä., èëè â áîëåå îáùåì âèäå,
äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà k > 2 ñóùåñòâóåò öåëîå g(k), çàâèñÿùåå òîëüêî îò
k,òàêîå, ÷òî âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé g íåîòðèöàòåëüíûõ k-
ûõ ñòåïåíåé. Ñóùåñòâîâàíèå âåëè÷èíû g(k) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k > 2

áûëî äîêàçàíî Ä. Ãèëüáåðòîì [3]. Ïîçäíåå Ã. Õàðäè è Äæ. Ëèòòëâóä ðàçáè-
ëè ýòó ïðîáëåìó íà äâà ñóùåñòâåííî ðàçíûõ ñëó÷àÿ, âûäåëèâ â êà÷åñòâå áîëåå
âàæíîãî òîò èç íèõ, â êîòîðîì ïðåäñòàâëÿåìîå ÷èñëî N íåîãðàíè÷åííî âîçðàñ-
òàåò. Êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ âèäà xn, äîñòàòî÷íûõ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ
ïðåäñòàâëåíèé, â ýòîì ñëó÷àå îíè îáîçíà÷èëè ÷åðåç G(n). Äàëüíåéøèå èññëå-
äîâàíèÿ â äàííîé òåìå áûëè íàïðàâëåíû íà ïîëó÷åíèå íîâûõ âåðõíèõ îöåíîê
ôóíêöèè G(n).

Ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé Ã. Õàðäè è Äæ. Ëèòòëâóäîì ñ ïîìîùüþ èõ êðóãîâîãî
ìåòîäà è îöåíîê òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ïî ìåòîäó Ã. Âåéëÿ, ñîñòîÿë â îöåí-
êå âèäà G(n) << n2n. Ïðèíöèïèàëüíûå óëó÷øåíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè
ñäåëàíû È.Ì.Âèíîãðàäîâûì íà îñíîâå åãî ìåòîäà, îïóáëèêîâàííîãî â 1934 ãîäó.
Ïîñëåäíÿÿ èç ïîëó÷åííûõ èì îöåíîê âåëè÷èíû G(n) èìååò âèä

G(n) 6 2n(1+ o(1)) lnn.
Äàííàÿ îöåíêà ïðèâåäåíà â ìîíîãðàôèè [4].

Â 1937 ãîäó â ðàáîòå ¾Íåêîòîðûå îáùèå òåîðåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê òåîðèè
ïðîñòûõ ÷èñåë¿ [5] È. Ì. Âèíîãðàäîâ ðàññìîòðåë çàäà÷ó î ïðåäñòàâëåíèè ðàñ-
òóùåãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ôèêñèðîâàííûì êîëè÷åñòâîì k ñëàãàåìûõ âèäà
pn, ãäå p-ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðè ýòîì åùå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äëÿ ÷èñëà ïðåä-
ñòàâëåíèé I(n, k,N) èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà âèäà

I(n, k,N) ≈ N
k
n
−1(lnn)−kK(n)(σ+ o(1)),
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K(n) = Γ(1+
k

n
)kΓ−1(

k

n
),

ãäå Γ(s) - åñòü ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, à âåëè÷èíà σ = σ(n, k,N) åñòü ¾îñîáûé
ðÿä¿ äàííîé àääèòèâíîé çàäà÷è.

Äàííûé ðåçóëüòàò ñîåäèíèë â ñåáå ïðîáëåìó Âàðèíãà è ïðîáëåìó Ãîëüäáàõà.
Åãî äîêàçàòåëüñòâî ñòàëî âîçìîæíûì ïîñëå ïîëó÷åíèÿ È. Ì. Âèíîãðàäîâûì
îöåíîê òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì Âåéëÿ ñ ñòåïåííûì ïîíèæåíèåì.

Äàëüíåéøåå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé ïî äàííîé òåìàòèêå ñâÿçàíî ñ óëó÷-
øåíèåì âåðõíèõ îöåíîê âåëè÷èíû r(n). Çäåñü íàèëó÷øèé íà ñåãîäíÿøíèé äåíü
ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò È. Ì. Âèíîãðàäîâó è ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå îöåíêè

r(n) 6 2n2(2 lnn+ ln lnn+ 5).

Åãî âûâîä ñîäåðæèòñÿ â ãëàâå 9 [4].
Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà k ïðèâåäåí-

íàÿ âûøå àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ I(n, k,N) íå âñåãäà îáåñïå÷èâàåò ñó-
ùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé N â âèäå ñóìì ñëàãàåìûõ âèäà pn â êîëè÷åñòâå k
ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ÷òîáû îñîáûé ðÿä σ áûë îòëè÷åí îò íóëÿ, à
äëÿ ÷åãî òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå äîïîëíèòåëüíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ óñëîâèé ðàç-
ðåøèìîñòè óêàçàííûõ â ÷àñòíîñòè â [8]. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèå äëÿ ýòîé
àääèòèâíîé ïðîáëåìû ôóíêöèè V(n), àíàëîãè÷íîé ôóíêöèè G(n) â ïðîáëåìå
Âàðèíãà, äî ñèõ ïîð íå óñòàíîâëåíî.

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ î òîì, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî íàòóðàëüíîãî n âñÿêîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñëàãàåìûõ âèäà pn, ãäå p - ïðîñòîå ÷èñëî, âçÿòûõ â
êîëè÷åñòâå k è ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà ñâåðõó òèïà

k 6 V(n),

ãäå ôóíêöèÿ V(n) çàâèñèò òîëüêî îò ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè n.
Òåîðåìà. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò ÷èñëî V(n) ñî ñâîé-

ñòâàìè: ñóùåñòâóåò c = c(n) ñ óñëîâèåì, ÷òî âñÿêîå öåëîå N > c ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â ôîðìå

N = pn1 + ...+ pnr , (1)

ãäå p1, ..., pr- ïðîñòûå ÷èñëà, ïðè÷åì ÷èñëî ñëàãàåìûõ r óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó r 6 V(n).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â îñíîâíîì ñîîòâåòñòâóåò ðàññóæäåíèÿì È.
Ì. Âèíîãðàäîâà ïðè îöåíêå ôóíêöèè G(n) â ïðîáëåìå Âàðèíãà â ãëàâå 4 êíèãè
¾Èçáðàííûå òðóäû¿[6] ñ. 278. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ ðàçðåøèìî-
ñòè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé âàðèíãîâñêîãî òèïà â ïðîñòûõ ÷èñëàõ, óêàçàííûå â
äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Â. Í. ×óáàðèêîâà [7] ëåììà 21 ñ.98.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ âûâîäà òåîðåìû ðàçîáüåì íà íåñ-
êîëüêî øàãîâ.
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1.×èñëà âèäà u. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k âåëè÷èíó

k =

[
ln 20n2(2 lnn+ ln lnn+ 5)

− ln(1− ν)
+ 1

]
,

ν =
1

n
, P = Nν.

Ïîëîæèì
P1 = [0, 25P], P2 = [0, 5P1−ν

1 ], ..., Pk = [0, 5P1−ν
k−1 ].

Ïóñòü âåëè÷èíû ps ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ëåæàùèõ ñîîòâåò-
ñòâåííî â ïðîìåæóòêàõ [Ps, 2Ps − 1]. Âçÿâ êàêîå-ëèáî s = 1, 2, ..., k, ïîëîæèì

us = p
n
1 + ...+ pns .

È ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü (u ′
s), ñîñòîÿùóþ èç âñåõ us.

Ìåòîäîì èíäóêöèè íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëà ñîâîêóïíîñòè (u ′
s) íå âûõî-

äÿò èç ïðåäåëîâ Pn1 è (2P1)
n è íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ïðè÷åì ðàçíîñòü ìåæäó

áîëüøèì è ìåíüøèì èç ñîñåäíèõ ïî âåëè÷èíå ÷èñåë áîëüøå nPn−1
s . Äåéñòâè-

òåëüíî, íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ñîâîêóïíîñòè (u ′
1), òàê êàê îíà ñîñòîèò èç

÷èñåë
Pn1 , ..., (2P1 − 1)

n, (2P1)
n.

Ïóñòü òåïåðü íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ñîâîêóïíîñòè (u ′
s) è ïóñòü u ′ è

u ′′ - äâà ñîñåäíèõ ïî âåëè÷èíå ÷èñëà ýòîé ñîâîêóïíîñòè. Ðàññìîòðèì ÷èñëà

u ′, u ′ + Pns+1, ..., u
′ + (2Ps+1 − 1)

n, u ′′. (2)

Çäåñü èìååì
(u ′ + Pns+1) − u

′ = Pns+1 > nP
n−1
s+1 ,

(u ′ + (ps+1 + 1)
n) − (u ′ + Pns+1) > nP

n−1
s+1 ,

(ps+1 = Ps+1, ..., 2Ps+1 − 2) ,

u ′′ − (u ′ + (2Ps+1 − 1)
n) > nPn−1

s − (2Ps+1)
n > nPn−1

s+1 .

Çíà÷èò ÷èñëà (2) íå âûõîäÿò èç ïðåäåëîâ u ′ , u ′′ è íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé,
ïðè÷åì ðàçíîñòü ìåæäó áîëüøèì è ìåíüøèì èç ñîñåäíèõ ïî âåëè÷èíå ÷èñåë
áîëüøå nPn−1

s+1 . Ïîýòîìó íàøå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ñîâîêóïíîñòè (u ′
s+1).

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ïðèíèìàåò âåëè÷èíà ps ñ
ïîìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî çàêîíà â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ, îöåíèâàåò-
ñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé ïîðÿäêà

P(1−ν)s− 1

lnP
>>

P(1−ν)s− 1

n lnP
.
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Ïîýòîìó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé uk îöåíèâàåòñÿ ñíèçó âåëè÷èíîé ïîðÿä-
êà T , ãäå

T >>
P1+(1−ν)+...+(1−ν)k− 1

lnk P
=
Pn−n(1−ν)k

lnk P
>> Pn−

1
20n lnn (n lnP)−k >> Pn−

1
20n lnn

−ϵ,

ãäå ϵ - ñêîëü óãîäíî ìàëî, à êîíñòàíòà â çíàêå << çàâèñèò îò n è ϵ. Òî÷íî òàêîé
æå ïîðÿäîê èìååò îöåíêà âåëè÷èíû T ñâåðõó.

Ïîëîæèì äàëåå
Qα =

∑
u

e2πiαu,

Sα =
∑

0,25P<p≤P

e2πiαp
n

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç m íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèþ m ≥ 6n. Òîãäà êîëè÷åñòâî I(N) ïðåäñòàâëåíèé ðàñòóùåãî
íàòóðàëüíîãî N â âèäå

N = pn1 + ...+ pnm + d1 + d2,

ãäå ÷èñëà d1 è d2 ïðèíèìàþò òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è îïðåäåëåííûå âûøå ÷èñëà
uk, ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå èíòåãðàëà

I(N) =

1∫
0

SmαQ
2
αe

−2πiαNdα =

−τ− 1+1∫
−τ− 1

SmαQ
2
αe

−2πiαNdα,

ãäå τ = Pn−ν.

Ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçîáüåì íà èíòåðâàëû òðåõ êëàññîâ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì.

Ïðåäñòàâèì êàæäîå ÷èñëî α â âèäå

α =

(
a

Q

)
+ z, z = δP−n,

(a,Q) = 1, 0 ≤ a < Q,Q ≤ Pn−ν.

Ïóñòü ϵ- ëþáîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà 0 < ϵ ≤ 0, 001, l = lnP . Òî÷êó α
îòíåñåì ê êëàññó 1a, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Q ≤ elϵ , |δ| ≤ elϵ .

Ê êëàññó 1b îòíåñåì òî÷êè, íå ÿâëÿþùèåñÿ òî÷êàìè êëàññà 1 è óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèÿì

Q ≤ P0,2ν, |δ| ≤ Pν.
Íàêîíåö, ê êëàññó 2 îòíåñåì âñå îñòàâøèåñÿ òî÷êè.
Äàëüíåéøèé õîä ðàññóæäåíèé ñâîäèòñÿ ê âûäåëåíèþ ãëàâíîãî ÷ëåíà àñèìï-

òîòè÷åñêîé ôîðìóëû äëÿ âåëè÷èíû I(N) èç ÷àñòè èíòåãðàëà ðàñïðîñòðàíåííî-
ãî íà òî÷êè êëàññà 1 è îöåíêîé ìîäóëÿ ÷àñòè ýòîãî èíòåãðàëà ïðèìåíåííîãî íà
òî÷êè êëàññà 2 è 1b.
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Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà È. Ì. Âèíîãðàäîâà â îöåíêå òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ñóìì Sα.

Ëåììà 1. Â ïðèíÿòûõ âûøå îáîçíà÷åíèÿõ ïîëîæèì äëÿ òî÷åê êëàññà 1a

△ = l9ϵQ−0,5ν+ϵ,

èëè òàêæå
△ = l9ϵ|δ|−0,5ν,

åñëè |δ| ≥ 1.
Äëÿ òî÷åê êëàññà 1b, âçÿâ ϵ3 = 2ϵ, ïîëîæèì

△ = Q−0,5ν+ϵ3 ,

åñëè Q > el
ϵ

,

△ = Q−0,5ν+ϵ3 |δ|−0,5ν+ϵ3 ,

åñëè |δ| > el
ϵ

.

Íàêîíåö äëÿ òî÷åê êëàññà 2 ïóñòü

△ = P−ρ1 , ρ1 =
1

20n2(2 lnn+ ln lnn+ 5)
.

Òîãäà èìååì

Sα <<
P

l
△.

Êîíñòàíòà â çíàêå << çàâèñèò îò ϵ.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû åñòü ïðÿìîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 2 [4] ñ. 132. Ïðî-

âåäåì ðàçáèåíèå ïðîìåæóòêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî α â èíòåãðàëå I(N) íà òðè
ïîäìíîæåñòâà. Ê ïåðâîìó ìíîæåñòâó Ω11 îòíåñåì âñå òî÷êè α ïðîìåæóòêà
[−P−n+ν, 1− P−n+ν], êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

α =
a

q
+ z,

ãäå (a, q) = 1, 0 ≤ a < q, q ≤ lnnA, < 100 - íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.
Ê âòîðîìó ïîäìíîæåñòâó îòíåñåì òî÷êè êëàññîâ 1a è 1b ëåììû 1, êîòîðûå

íå âõîäÿò â Ω11.
Ê òðåòüåìó ïîäìíîæåñòâó Ω2 îòíåñåì òî÷êè êëàññà 2 ëåììû 1.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàçáèåíèåì âåëè÷èíó I(N) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

I(N) = I11 + I12 + I2.

Çäåñü âåëè÷èíà I11 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü èíòåãðàëà I ðàñïðîñòðàíåííîãî íà
òî÷êè α êëàññà Ω11, I12 - íà òî÷êè α êëàññà Ω12, à I2 - íà òî÷êè α êëàññà Ω2 .

2. Îöåíêà âåëè÷èíû I2. Èìååì

|I2| =

∣∣∣∣∫
Ω2

SmαQ
2
αe

−2πiαNdα

∣∣∣∣ ≤ max
Ω2

|Sα|
m

∫ 1

0

|Q2
α|dα = T max

Ω2

|Sα|
m.
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Äàëåå äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû Sα âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1, à äëÿ âåëè÷èíû T
ïîëó÷åííîé ðàíüøå îöåíêîé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî P−nN << 1 , áóäåì èìåòü

|I2| << TP
(1−ρ1 )ml−m = T 2N−1l−mT−1P−ρ1mN <<

<< T 2N−1l−mT−1PmP
−n+ 1

20n 2 (2 lnn+ ln lnn+ 5 )
+ϵ
NP

− 6

20n 2 (2 lnn+ ln lnn+ 5 ) =

= KP−nN
− 1

4n 2 (2 lnn+ ln lnn+ 5 )
+ϵ
<< KP−δ(n),

ïðè óñëîâèè, ÷òî
K = T 2N−1l−mT−1Pm,

δ = (5n2(2 lnn+ ln lnn+ 5))−1

è
ϵ < 0, 1δ.

Òðåáóåìàÿ îöåíêà âåëè÷èíû |I2| ïîëó÷åíà.
3. Îöåíêà âåëè÷èíû I12. Ïîäìíîæåñòâî Ω12 ñîñòîèò èç îêðåñòíîñòåé

U
(

a
q

)
ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê âèäà a

q
ñ óñëîâèÿìè 0 ≤ a < q, (a, q) = 1, lnAN <

q < P−0,2ν. Ïðè ýòîì îêðåñòíîñòè U
(

a
q

)
èìåþò ïîñòîÿííûé ðàäèóñ δ0 = P−n+ν.

Èç ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî â òî÷êàõ α èç äàííîãî ïîäìíîæåñòâà âûïîëíÿåòñÿ
åäèíîîáðàçíàÿ îöåíêà âèäà

|Sα| << q
−0,4νP(1+Nz)−0,4ν(lnP)−1,

ãäå z =
∣∣∣aq − α

∣∣∣. Êîíñòàíòà â çíàêå ¾ çàâèñèò îò ϵ.
Î÷åâèäíî, äëÿ âåëè÷èíû I12ñïðàâåäëèâà îöåíêà âèäà

|I12| ≤
∫
Ω2

|Smα ||Q
2
α|dα =

=
∑

lnA N<q≤P− 0,2ν

∑
0<a<q,(a,q)=1

∫ δ0

−δ0

|Smα ||Q
2
α|dz.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå α = a
q
+ z.

Äàëåå èìååì |Q2
α| ≤ T 2, ïîýòîìó èç ëåììû 1 âûòåêàåò, ÷òî

|I12| <<
∑

lnA N<q≤P− 0,2ν

∑
0<a<q,(a,q)=1

T 2
(
P

lnP

)m

q−0,4νm

∫ δ0

0

(1+Nz)0,4νmdz.

Íî òàê êàê m ≥ 6n, òî νm = m
n
≥ 6. Ñëåäîâàòåëüíî, 1− 0, 4νm ≤ −1, 4 è

|I12| << T
2N−1

(
P

lnP

)m ∑
lnA N<q≤P− 0,2ν

q−1,4 <<
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<< T 2N−1

(
P

lnP

)m

(lnN)−0,4 <<

<< K(lnN)−0,4.

4. Âûäåëåíèå ãëàâíîãî ÷ëåíà èç èíòåãðàëà I11. Ïîäìíîæåñòâî Ω11,

ïî êîòîðîìó ïðîâîäèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå â I11, ñîñòîèò èç îêðåñòíîñòåé U
(

a
q

)
ðàäèóñà δ0 = P−n+ν ïðè óñëîâèè, ÷òî q ïðîáåãàåò âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå
ïðåâîñõîäÿùèå çíà÷åíèÿ lnAN è ïðè ôèêñèðîâàííîì q ÷èñëèòåëü a ìåíÿåòñÿ
â ïðåäåëàõ 0 < a < q, ïðè÷åì (a, q) = 1.

Èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñóììû Sα èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ôîðìóëà âèäà

Sα = F(a, q)D(z) +O(Pe−c
√
l).

Çäåñü
α =

a

q
+ z,

F(a, q) =
1

ϕ(q)

∑
0<x<q,(x,q)=1

e
2πi a

q
xn
,

D(z) =

∫P

2

e2πizx
n

ln x
dx,

l = lnP, c > 0 - íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â äèññåðòàöèè [7] ëåììà 16

ñ.87.
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè |z| ≥ z0 = N−1(lnN)5A, òî èç ëåììû 1 âûòåêàåò

ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè âèäà

|Sα| <<
P

lnP
(1+ zN)−0,4ν.

Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ Sα = S(α),Qα = Q(α), áóäåì èìåòü∫
U( a

q )
SmαQ

2
αe

−2πiαNdα =

=

∫ z0

−z0

Sma
q
+zQ

2
a
q
+ze

−2πi( a
q
+z)Ndz+

+O

(∫ δ0

z0

(
P

lnP

)m

z−0,4νmT 2dz

)
=

=

∫ z0

−z0

Fm(a, q)Dm(z)e−2πi( a
q
+z)Q2

(
a

q
+ z

)
dz+

+O(Pme−cm
√
lT 2z0)+
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+O

((
P

lnP

)m

T 2z1−0,4νm
0

)
=

= Fm(a, q)
∑
u1 ,u2

e
2πi a

q
(u1+u2−N)

∫ z0

−z0

Dm(z)e2πiz(u1+u2−N)dz+ R1,

ãäå

R1 <<

(
P

lnP

)m

T 2
∫ δ

z0

(zN)−0,4νmdz <<

<<

(
P

lnP

)m

T 2N−1(z0N)−0,4νm <<

<<

(
P

lnP

)m

T 2N−1(lnN)−7A = K(lnN)−7A,

òàê êàê 1− 0, 4νm ≤ −1, 4 .
Ñóììèðóÿ ïî âñåì òî÷êàì a

q
óêàçàííîãî âûøå âèäà, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

I11 =
∑
u1 ,u2

∑
q≤lnA N

∑
0<a<q,(a,q)=1

Fm(a, q)e2πi
a
q
(u1+u2−N)·

·
∫ z0

−z0

Dm(z)e2πiz(u1+u2−N)dz+ R2 = I3 + R2,

ãäå âåëè÷èíû I3, R2 î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäíèì ðàâåíñòâîì,
ïðè÷åì

R2 << K(lnN)−7A
∑

q≤lnA N

∑
0<a<q,(a,q)=1

1 << K(lnN)−5A.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

I(N) = I3 + R2 +O(K(lnN)−0,4) +O(KP−δ(n)) = I3 +O(K(lnN)−0,4).

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí u1 è u2 ïðè ëþáûõ èõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷å-
íèÿõ ðàçíîñòü N − u1 − u2 èìååò òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è ïàðàìåòð N. Ïîýòîìó
äëÿ ñóììû ïî ïàðàìåòðàì a, q , à òàê æå äëÿ èíòåãðàëà ïî dz â îïðåäåëåíèå âå-
ëè÷èíû I3 ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè
èç ãëàâû 9 [4] èëè [7] c. 89�94. Òîãäà ïîëó÷èì

I3(N) =
∑
u1 ,u2

σ(N1)H(N1) +O(K(lnN)−0,4).

Çäåñü N1 = N − u1 − u2, à âåëè÷èíû σ(N1) è H(N1) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñèíãóëÿðíûé ðÿä è ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë, óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó

H(N1) =

(
(Γ(1+ ν))m

Γ(mν)
+O

(
ln lnN

lnN

))
Nmν−1

1

(lnN
1/n

1 )m
,
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σ(N1) =

∞∑
q=1

∑
0<a<q,(a,q)=1

Fm(a, q)e−2πi a
q
N1 .

5. Èññëåäîâàíèå îñîáîãî ðÿäà. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

σ(N1) = σ =
∏
p

σp,

ãäå σp = limα→+∞ pαϕ−m(pα)W(pα,m).
Çäåñü ïàðàìåòð p ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, à ÷åðåçW(pα,m)

îáîçíà÷åíî ÷èñëî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ

xn1 + ...+ xnm ≡ N1(modp
α), (3)

1 ≤ xk < pα, (xk, p) = 1, 1 ≤ k ≤ m.

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. [7] ñ.96 ëåììà 19.
Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå îäíî óòâåðæäåíèå, êàñàþùèåñÿ îöåíêè ñíèçó

ïðîèçâåäåíèÿ Π1 âèäà Π1 =
∏

p>2n σp(N1).
Ëåììà 2. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ c0 > 0, òàêàÿ, ÷òî Π1 ≥

c0 äëÿ âñåõ ÷èñåë N1 âèäà

N1 = N− u1 − u2.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî âûâîäó òåîðåìû 6 [7] ñ. 109.
Îöåíèì òåïåðü ñíèçó âåëè÷èíó σp â ñëó÷àå êîãäà p ≤ 2n. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ

òàêèõ p ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì α íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ cp > 0, äëÿ êîòîðîé
âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà âèäà

W(pα,m) ≥ cppα(m−1).

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé êîãäà N1 ≡ m(modpα0 ), ãäå α0- ïðîèç-
âîëüíîå ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Åñëè α ≤ α0, òî â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (3) âûáåðåì íàáîð ÷èñåë x1 = 1, ..., xm = 1.

Åñëè æå α > α0, òî áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (3) â âèäå

xk = 1+ ykp
η,

ãäå âåëè÷èíà η = η(p, n)îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ pη ≤ n < pη+1, ïåðåìåí-
íûå yk ïðè k = 2, ...,m ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ, à íåèç-
âåñòíàÿ y1 îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàáîð x1, ..., xk áûë ðåøåíèåì
ñðàâíåíèÿ (3).

Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(1+ y1p
η)n ≡ N1 − (1+ y2p

η)n − ...− (1+ ymp
η)n(modpα).
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Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è âûïîëíÿÿ î÷åâèäíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, áóäåì èìåòü

1+ ny1p
η +

n(n− 1)

2
y21p

2η + ... ≡

≡ N1 − (1+ ny2p
η +

n(n− 1)

2
y22p

2η + ...)(modpα). (4)

Îïðåäåëèì ïàðàìåòð ω êàê òî÷íóþ ñòåïåíü ÷èñëà p, äåëÿùåãî n.
Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíü ïðîñòîãî p, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ ÷èñëî crnp

rη ïðè r ≥ 2
âñåãäà ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå η+ω. Êðîìå òîãî, èìååì ñðàâíåíèå N1≡m(modpα).
Ïîýòîìó ïðè α0 > η+ωñðàâíåíèå (4) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñðàâíåíèÿ

y1 ≡ (n2(N1−1−((1+y2p
η)n− ...−(1+ymp

η)n−
n(n− 1)

2
y21p

2η)))(modpα−η−ω).

Çäåñü ÷èñëî n2 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé n = n1p
ω è n2n1 ≡ 1(modpα−η−ω).

Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî åñëè ïðèäàâàòü çíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûì yk ñ óñëîâèåì (yk, p) = 1 ïðè âñåõ k = 2, ...,m, òî áóäóò ïîëó÷àòüñÿ
ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3), åñëè òîëüêî âû÷åòû ykpη áóäóò ðàçëè÷àòüñÿ
ïî ìîäóëþ pα.

Òàêèì îáðàçîì ïðè α>α0=η+ω áóäåò ïîëó÷åíî íå ìåíåå (p−1)m−1p(α−η−1)(m−1)

ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ (3). Äðóãèìè ñëîâàìè èìååò ìåñòî îöåíêà

W(pα,m) ≥
(
1−

1

p

)
p(α−η−1)(m−1) =

(
1−

1

p

)
p−m(η+1)pα(m−1) = cpp

α(m−1),

ïðè cp =
(
1− 1

p

)
p−m(η+1) è âñåõ α ≥ η+ω+ 1.

Îòñþäà èìååì

σp = lim
α→+∞pαϕ−m(pα)W(pα,m) ≥ lim

α→+∞pαp−(α−1)m(p− 1)−mcpp
α(m−1) =

= cp

(
p

p− 1

)m

≥ cp.

Åñëè ïåðåìåííàÿ σp ïî âñåì p ≤ 2n, òî ïîëó÷èì

Π0 =
∏
p≤2n

σ− p ≥
∏
p≤2n

cp > 0.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî èìååì

σ(N1) =
∏
p

σ− p =
∏
p≤2n

σ− p
∏
p>2n

σ− p = Π0Π1 ≥ Π0c0 = c1 > 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå c1 íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà âåëè÷èíû N1 è
íàéäåíî ïðè åäèíñòâåííîì óñëîâèè, ÷òî N1 ≡ m(modpα0 ), ãäå p ïðîáåãàåò âñå
çíà÷åíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë è α0 = η+ω+ 1.
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Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç B ïðîèçâåäåíèå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë íå ïðåâîñõî-
äÿùèõ 2n, òî ïîñëåäíåå óñëîâèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñðàâíåíèÿ
N1 ≡ m(modB0) , ãäå B0 = B

2n.
Ðàçîáüåì òåïåðü âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàþò ÷èñëà N1 = N− u1 − u2

íà ðàçëè÷íûå ïðîãðåññèè ïî ìîäóëþ B0, è âûäåëèì òó èç íèõ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò
áîëüøå âñåãî ÷ëåíîâ. ßñíî, ÷òî â íåé áóäåò íå ìåíüøå ÷åì T 2B−1

0 ÷ëåíîâ è äëÿ
êàæäîãî èç íèõ áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñðàâíåíèå N1 ≡ m0(modB0),m0 - íåêîòîðîå
ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàêëàäûâàÿ íà óêàçàííîå âûøå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà m ≥ 6n äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå m ≡ m0(modB0 ), ìû ïðèõîäèì ê
íåðàâåíñòâó c1 > 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî σ > 0, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû.
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