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Решение задачи сопровождения в комплексах вооружения возлагается на информационно-

управляющую систему. При этом важным моментом ее решения является описание процессов и 
явлений в дискретном времени. Для этого в статье обоснован вариант представления 
непрерывных систем их дискретными аналогами, являющийся альтернативным для метода 
Эйлера. Сравнительный анализ результатов моделирования показывает высокую сходимость 
параметров вектора состояния предлагаемого варианта с «истинными» значениями, а также 
уменьшение ошибки экстраполяции в десятки раз по сравнению с методом Эйлера. 

Ключевые слова: непрерывная динамическая система, дискретная система, ряд Тейлора, 
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The solution of the maintenance task in weapons complexes is assigned to the management 

information system. At the same time, an important point of its solution is the description of processes 
and phenomena in discrete time. For this purpose, the article substantiates the variant of representation 
of continuous systems by their discrete analogs, which is an alternative for the Euler method. A 
comparative analysis of the simulation results shows a high convergence of the proposed variant state 
vector parameters with the «true» values, as well as a reduction in the extrapolation error by tens of 
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Введение. Задача сопровождения траекторий целей является одной из основных задач, 

решаемых информационно-управляющими системами комплексов вооружения, военной и 
специальной техники. Наибольшую точность сопровождения обеспечивают системы, 
реализующие алгоритмы нелинейной калмановской фильтрации на основе кинематических или 
динамических моделей изменения наблюдаемых процессов. При разработке указанных 
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алгоритмов для цифровых систем принципиальное значение имеет описание изменения 
наблюдаемых процессов в дискретном времени. 

Актуальность. В настоящее время при описании процессов в дискретном времени переход 
от нелинейных дифференциальных уравнений к разностным осуществляется, как правило, 
методом Эйлера путем замены соответствующих производных конечными разностями. Однако 
по мере увеличения шага дискретизации по времени (уменьшения темпа обновления 
информации) точность описания процессов указанным методом существенно снижется, что 
требует поиска альтернативных путей перехода из непрерывного в дискретное время. При этом 
причинами увеличения шага дискретизации может быть как ведения скрытного наблюдения за 
целью, так и отсутствие информации о цели, вызванное постановкой помех. 

Таким образом, целью работы является обоснование возможного варианта перехода от 
непрерывного к дискретному времени при описании параметров взаимного перемещения 
летательного аппарата (ЛА) и цели в задаче сопровождения. 

Математическое представление решаемой задачи. Геометрия задачи сближения ЛА с 
неподвижной целью в горизонтальной плоскости представлена на рисунке 1. 

Система дифференциальных уравнений, описывающая кинематику, взаимное 
перемещение ЛА относительно неподвижной цели имеет вид: 

 
 сблVД  ; 0ДД(0)  ; (1) 

 

 ЛАsinβЛАбаД2ωсблV  ; сбл0V)0(сблV  ; (2) 

 

 
ЛАV
ЛАбa

ωЛАβ  ; ЛА0β)0(ЛАβ  ; (3) 
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ω

Д
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Рисунок 1 – Геометрия сближения ЛА с неподвижной целью 
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Определим представление (1)-(4) в матричном виде 

 XX f , (5) 

где  ωβсблVД ЛА
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и разложим нелинейную функцию  Xf  в ряд Тейлора [1]:
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Ограничивая (6) последовательностью из первых двух слагаемых: 
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где    0f
d
d

0 X
X

XF  – матрица производных, с учетом известного вектора начальных условий

0X  из (7) находим

   0С0F XXXX  , (8) 
 
где       00F0f0 XXXXС  .

Решение уравнения (8) с использованием фундаментальной матрицы определится 
формулой Коши [2] 

 )t(Сdτ)τt,()t()tt,()t( 0
t

t00
0

XΦXΦX   , (9) 

где )tt,( 0Φ  – фундаментальная матрица решения уравнения.
Рассмотрим значения вектора )t(X  в соседние моменты времени на отрезке  1)T(kkT, 

с учетом   )T(kT-1)T(k ΦΦ  . Используя представления решения (9) для момента времени

1kt   на основе значения на предыдущем шаге kX  как начальное, получим:
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где k1k ttT   – шаг дискретизации.
Таким образом, для эквивалентного представления непрерывной системы (5) в 

дискретном времени необходимо определить матрицу производных F , вектор-столбец  XС ,
фундаментальную матрицу (T)Φ . При выводе требуемых матриц аргумент опущен. Матрица 
производных получена путем дифференцирования выражения (5) по вектору состояния 
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С учетом выражения для нелинейной функции  Xf  и  XF  вектор-столбец постоянных
значений примет вид 
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Фундаментальная матрица представляет собой матричную экспоненту Te(T) FΦ   [2, 3]. 
Однако сложность и нелинейность системы дифференциальных уравнений (1)-(4) не позволяет 
вычислить фундаментальную матрицу таким образом. Как известно, матричная экспонента 
представляет собой ряд [1-3]: 
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где I  – единичная матрица размером 4×4. 
Исходя из сложности кинематики взаимного перемещения фундаментальная матрица 

определялась в виде 
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Второе слагаемое выражения (10) после соответствующих преобразований примет вид: 
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Следует отметить, что в выражении (15) в качестве фундаментальной матрицы 
использовалась линейная форма выражения (13). Таким образом, вектор экстраполированных 
параметров с учетом выражений (10)-(12), (14) и (15) примет вид 
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Анализ выражения (16) показывает, что: 
оно стало намного сложение с аналитической точки зрения, это может вызвать некоторые 

трудности его реализации в вычислительных системах комплексов вооружения; 
наличие в каждой составляющей вектора состояния параметра управления – бокового 

ускорения ЛА ЛАбa , это позволит не только адекватно экстраполировать вектор состояния, но и 
синтезировать оптимальный закон управления ЛА с требуемой точностью. 
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Результаты моделирования. В целях проверки адекватности проведен сравнительный 
анализ точности экстраполяции параметров вектора состояния для предлагаемого варианта и 
метода Эйлера. В рамках метода Эйлера используются выражения 
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В качестве показателя точности принята абсолютная ошибка между экстраполированным 
значением параметров вектора состояния и «истинным» значением соответствующих 
параметров. 

«Истинное» значение вектора состояния получено следующим образом. Принято 
допущение, что координаты ЛА изменяются по следующим законам: 
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где 5000R  м – радиус разворота; 
30
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  рад/с – круговая частота колебаний; 950   град. – 

фаза. С учетом изменения координат по выражению (18) ЛА будет описывать траекторию в 
виде окружности. Тогда дальность, скорость сближения, угол пеленга и угловая скорость линии 
визирования будут изменяться по следующим выражениям: 
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проекции вектора скорости ЛА. 
      На рисунке 2 представлены значения абсолютной ошибки экстраполяции по модулю с 
учетом шага дискретизации равного 0,1 секунду, обозначения: линия 1 ошибка для метода 
Эйлера; линия 2 ошибка предлагаемого подхода. В таблице представлены максимальные 
значения ошибок для рассматриваемых вариантов при различных темпах обновления 
информации. 
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Таблица – Максимальные ошибки методов экстраполяции 

№ 
п/п Метод 

Шаг дискретизации, с 
0,001 0,25 0,5 

Д, 
м 

Vсбл, 
м/с 

βла, 
град 

ω, 
град/

с 

Д, 
м 

Vсбл, 
м/с 

βла, 
град 

ω, 
град/

с 

Д, 
м 

Vсбл, 
м/с 

βла, 
град 

ω, 
град/

с 

1 
Предла-
гаемый 
подход 0,

00
4 

10-5 10-7 10-7 25 2,5 0,063 0,03 100 10 0,26 0,12 

2 Метод 
Эйлера 3,6 0,5 0.2 0,03 925 115 5,6 0,9 

18
50

 

209 10,5 1,65 

а) по дальности б) по скорости сближения 

в) по углу пеленга г) по угловой скорости линии визирования 

Рисунок 2 – Ошибки экстраполяции вектора состояния 

Анализ изменения модуля ошибок вектора состояния от времени показывает, что: 
           предлагаемый подход является работоспособным и адекватно учитывает изменение 
параметров вектора состояния при различных условиях наблюдения; 

использование метода Эйлера для представления непрерывных систем оправдано лишь 
при шаге дискретизации менее 0,01 секунды; 
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     ошибки предлагаемого варианта по сравнению с «истинными» значениями вектора 
состояния (рисунок 2) по дальности не более 5 м, по скорости сближения не более 0,5 м/с, по 
углу пеленга не более 0,01 градуса, по угловой скорости линии визирования не более 0,005 
град/с; 

преимущество предложенного варианта (таблица) заключается в уменьшении ошибки 
экстраполяции по сравнению с методом Эйлера по дальности, скорости сближения, углу 
пеленга в сотни раз и по угловой скорости линии визирования в десятки раз при времени 
обновления информации меньше 0,1 секунды. При увеличении шага дискретизации до 0,5 
секунд ошибки экстраполяции уменьшаются по всем параметрам в десятки раз; 

существенным достоинством предлагаемого подхода является наличие параметра 
управления в каждой составляющей вектора состояния в виде бокового ускорения ЛА ЛАбa . Это 
позволит в дальнейшем синтезировать адекватный алгоритм траекторного управления; 

недостатком данного подхода является громоздкость и сложность выражения 
экстраполятора (16), что может вызвать некоторые трудности при реализации его в 
вычислительной системе комплекса вооружения. 

Вывод. Таким образом, в ходе проведенного исследования обоснован вариант 
эквивалентного представлению непрерывных нелинейных динамических систем их 
дискретными аналогами. Сравнительный анализ точности экстраполяции показал минимальные 
ошибки предлагаемого варианта по сравнению с «истинными» значениями, а также 
уменьшение ошибки экстраполяции минимум в десятки раз по сравнению с распространенным 
методом Эйлера при различных вариантах наблюдения. Практическая ценность полученных 
результатов обусловлена применением такого подхода в системах вооружения, в которых есть 
необходимость низкого темпа обновления информации вызванная, либо требованием 
скрытного наблюдения за целью, либо учетом преднамеренного подавления противником 
наших систем. Кроме того, в каждом параметре вектора состояния присутствует параметр 
управления (боковое ускорения ЛА), что позволит синтезировать оптимальный закон 
управления в соответствии с предъявляемыми требованиями точности. 
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