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Мы приводим уравнение потока для Spin(7)-структуры на конусе над 7-мерным 3-сасакиевым
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1. Введение

Одной из задач современной дифференциальной
геометрии является поиск метрик со специаль-
ными геометрическими свойствами. Как правило,
под этим подразумевается существование некото-
рых геометрических структур или различного ро-
да ограничения на тензор кривизны. Метрики со
специальными группами голономии дают ответ на
оба вопроса: метрики с исключительными груп-
пами голономии имеют нулевой тензор Риччи, и
на данный момент неизвестно ни одной риччи-
плоской метрики на компактном многообразии,
группа голономии которой была бы общего вида.

В последнее время получил распространение
метод геометрических потоков. Геометрический
поток представляет из себя эволюционное урав-
нение на метрику, под действием которого мет-
рика должна деформироваться к некоторому тре-
буемому виду. Условно потоки можно разделить
на внешние и внутренние. Внешние потоки дефор-
мируют геометрию подмногообразий и их вложе-
ние в многообразия большей размерности. Напри-
мер, поток Уилмора должен приводить произволь-
ную поверхность в R3 к минимальной поверхно-
сти. Обобщением потока Уилмора является поток
средней кривизны, действующий на гиперповерх-
ностях в произвольном многообразии. Из внутрен-
них потоков наиболее известным является поток
Риччи:

∂gij

∂t
= Rij ,

с помощью которого была доказана гипотеза гео-
метризации Тёрстона, и как следствие, гипотеза
Пуанкаре. В 2007 году Бренделом и Шэйном с по-
мощью потока Риччи была доказана дифференци-
альная теорема о сфере, утверждающая, что ес-
ли секционная кривизна многообразия принимает
значения в полуинтервале (1, 4], то оно диффео-
морфно сфере.

Менее известны другие внутренние потоки: по-
ток Калаби и поток Ямабе. Поток Ямабе, рассмот-
ренный Гамильтоном некоторое время спустя по-

сле введения потока Риччи, должен деформиро-
вать метрику в ее конформном классе так, что-
бы скалярная кривизна стремилась к постоянной
величине. Поток Калаби возникает как градиент-
ный поток на кэлеровых многообразиях для реше-
ния задачи минимизации функционала скалярной
кривизны. Основную проблему при изучении гео-
метрических потоков представляет теорема суще-
ствования решения. Трудность вызвана тем, что
геометрический поток представляет из себя нели-
нейное уравнение параболического типа. Никаких
общих методов для решения подобных задач не су-
ществует, и на настоящий момент все результаты
касаются тех или иных частных случаев.

Грубо говоря, если можно корректно опре-
делить оператор Лапласа от некоторого объекта
Ψ, то можно исследовать уравнение вида Ψt =
∆Ψ. Параллельная Spin(7)-структура однозначно
определяет метрику. В свою очередь, существова-
ние параллельной Spin(7)-структуры — это суще-
ствование параллельной 4-формы, а на формах
определен оператор Лапласа-Бельтрами. В дан-
ной статье мы приводим эволюционное уравнение
на Spin(7)-структуру специального вида, опреде-
ленную на конусе над 3-сасакиевым многообрази-
ем, чей кватернионно-кэлеров орбифолд обладает
кэлеровой структурой. В разделе 2 содержатся в
достаточной полноте необходимые определения и
примеры. В разделе 3 мы приводим необходимые
обозначения и формулируем основное утвержде-
ние.

2.Предварительные сведения
Группа голономии — это инвариант n-мерного
многообразия (риманова или псевдориманова), яв-
ляющийся подгруппой Ли группы O(n) и тесно
связанный с геометрией данного многообразия.
Дадим строгое определение: пусть γ : [0, 1] → M
— кусочно гладкая кривая, такая, что γ(0) = x
и γ(1) = y для некоторых x, y ∈ M . Тогда
для любого касательного вектора e ∈ TxM суще-
ствует единственное гладкое сечение s, такое, что
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∇γ̇(t)s(t) = 0 и s(0) = e для некоторой связности
∇. Определим Pγ(e) := s(1). Тогда Pγ : TxM →
TyM корректно определенное линейное отображе-
ние, называемое параллельным переносом. Петлей
называют кривую, у которой начало и конец сов-
падают: γ(0) = γ(1) = x. Тогда группой голономии
называют

Holx(∇) = {Pγ : γ(0) = γ(1) = x}.
В дальнейшем мы будем рассматривать только
связность Леви-Чивита, которая сохраняет длины
векторов при параллельном переносе, то есть вы-
полнено Holx(∇) ⊆ O(n). Кроме того, если мно-
гообразие связно, то можно показать, что класс
сопряженности Holx не зависит от выбора отме-
ченной точки x. В дальнейшем будет рассмотрен
только односвязный случай, поэтому будем счи-
тать, что группа голономии Hol является связной
подгруппой Ли в SO(n).

Теорема Берже утверждает, что если римано-
во многообразие неприводимо и не является сим-
метрическим пространством, то существует ровно
7 случаев подгрупп в O(n), которые могут быть
группами голономии некоторого риманова много-
образия. Среди этого списка выделяются груп-
пы G2 и Spin(7), определенных соответственно
на 7-мерных и 8-мерных многообразиях. Метри-
ки с соответствующими группами называются ис-
ключительными. Достаточно долго стоял вопрос
о конкретных примерах метрик с данными груп-
пами голономии. Основной интерес представля-
ют компактные примеры. Например, в теорети-
ческой физике, в теории струн, данные многооб-
разия должны моделировать "пространство скры-
тых размерностей". Однако один из первых ком-
пактных примеров — K3-поверхность с голономи-
ей SU(2) — был построен с помощью склейки из
некомпактных частей. В дальнейшем пример K3-
поверхности был использован Джойсом для по-
строения метрик с голономиями G2 и Spin(7). По-
этому поиск некомпактных примеров также пред-
ставляет определенный интерес, в особенности ес-
ли удается отследить поведение метрики на беско-
нечности.

Далее мы рассмотрим класс 7-мерных
3-сасакиевых многообразий. Они наделены мно-
гими вспомогательными структурами, которые
можно использовать для поиска интересующих
нас метрик. Пусть M — гладкое замкнутое рима-
ново многообразие размерности m с метрикой g.
Конусом M̄ над M будем называть многообразие
R+×M с метрикой ḡ = dt2 + t2g. Многообразие M
называется 3-сасакиевым, если метрика ḡ на M̄
гиперкэлерова, т. е. ее группа голономии содер-
жится в Sp(m+1

4 ) (в частности, m = 4n− 1, n ≥ 1).
Данное определение эквивалентно классическому:
M — 3-сасакиево, если на нем существует три ор-
тонормированных киллинговых векторных поля
ξi, таких что [ξa, ξb] = 2εabcξc и удовлетворяю-

щих условию сасакиевости [3]. Условие сасакие-
вости на векторное поле ξ говорит, что тензорное
(1, 1) поле Φ = ∇ξ должно удовлетворять усло-
вию (∇XΦ)(Y ) = g(Y, ξ)X − g(X, Y )ξ для любых
векторных полей X и Y на M . Нас интересует по-
иск метрик со специальными голономиями, и мы
будем пользоваться первым определением. Мы бу-
дем деформировать конусную метрику на M̄ так,
чтобы группа голономии стала исключительной.

В качестве классического примера 3-сасакиева
многообразия можно привести 7-мерную сфе-
ру. Она естественным образом вкладывается в
R8 ' H2 как единичная сфера. Векторные по-
ля ξi порождаются умножением на мнимые едини-
цы i, j, k. Как известно, 3-мерная сфера действует
на 7-мерной, и возникает обобщенное расслоение
Хопфа S3 : S7 → S4. Аналогичный факт верен и
для произвольного 3-сасакиева многообразия M ,
оно расслаивается над 4n-мерным кватернионно-
кэлеровым орбифолдом O, слоем данного рассло-
ения является либо S3, либо RP 3 = S3/Z2. Нас бу-
дет интересовать случай, когда орбифолдO может
быть наделен кэлеровой формой ω. Это ограниче-
ние устраняет из наших рассмотрений 7-мерную
сферу, так как вторые когомологии 4-мерной сфе-
ры нулевые и на ней нет нетривиальных за-
мкнутых 2-форм. Пространство Алоффа-Уоллаха
M = SU(3)/U(1)1,1,−2 — единственное однородное
7-мерное 3-сасакиево многообразие, которое рас-
слаивается над кэлеровым многообразием, в дан-
ном случае над CP 2. Дальнейшие наши построе-
ния могут быть описаны явно для пространства
Алоффа-Уоллаха, но они остаются справедливы-
ми и для произвольного 3-сасакиева многообразия
с кэлеровым орбифолдом O.

3. Поток для Spin(7)-структуры
Будем считать, что образующая R+ конуса M̄ за-
дается переменной 0 ≤ t < ∞. Тогда на M̄ опреде-
лено векторное поле ∂t. Так как Hol(M̄) ⊆ Sp(2),
то на конусе M̄ есть три комплексных структу-
ры J i, i = 1, 2, 3. Рассмотрим поля ξi := J i(∂t),
несложно проверить, что они будут ортогональны
исходному ∂t, то есть будут касательными к M =
= M × {t = 1} ⊂ M̄ . Сопоставим векторным
полям ξi 1-формы по правилу ηi(X) = g(X, ξi)
для векторных полей X на M . Данные три фор-
мы называются характеристическими формами
3-сасакиева многообразия. Далее определим 2-
формы:

ωi = dηi +
∑

j,k

εijkηj ∧ ηk, i = 1, 2, 3.

Можно проверить [1], что данные формы коррект-
но определены на горизонтальном подрасслоении
H 3-сасакиева расслоения. В пространстве 1-форм
на H можно выбрать подходящий ортонормиро-
ванный базис {η4, η5, η,η7}, так что формы ωi при-
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мут вид:

ω1 = 2(η4 ∧ η5 − η6 ∧ η7),
ω2 = 2(η4 ∧ η6 − η7 ∧ η5),
ω3 = 2(η4 ∧ η7 − η5 ∧ η6).

Эта форма записи довольно естественна, потому
что эти формы получаются опусканием индекса
операторов кватернионного умножения J i при их
ограничении на H: ωi(X, Y ) = g(J i(X), Y ) для лю-
бых горизонтальных векторных полей X, Y [1].
Так как пространство 2-форм на 4-мерном рас-
слоении горизонтальных векторов H имеет раз-
мерность 6, то «оставшаяся часть» пространства
2-форм Λ2H∗ будет порождена 2-формами вида

ζ1 = 2(η4 ∧ η5 + η6 ∧ η7),
ζ2 = 2(η4 ∧ η6 + η7 ∧ η5),
ζ3 = 2(η4 ∧ η7 + η5 ∧ η6).

Мы предполагаем существование дополнительной
кэлеровой структуры на орбифолде O, поэтому,
использовав оставшуюся свободу на выбор базиса
{η4, η5, η,η7}, будем считать что форма ω := ζ1 и
есть наша кэлерова форма.

Определим самосопряженную 4-форму на R8

следующим образом:

Φ0 = e0123 + e4567 + e0145 − e2345 − e0167 + e2367+

+ e0246 + e1346 − e0275 + e1357 + e0347−
− e1247 − e0356 + e1256,

где eijkl := ei ∧ ej ∧ ek ∧ el. Группа линейных пре-
образований R8, сохраняющих данную форму, изо-
морфна Spin(7). Чтобы перенести данную форму
на произвольное риманово многообразие N , необ-
ходимо потребовать существование в каждой точ-
ке p ∈ N подходящей изометрии φ, такой, что
φ∗pΦ0 = Φ|p, где Φ — уже форма на N . Так-
же необходимо потребовать параллельность фор-
мы Φ. При выполнении данных условий говорят,
что Φ задает параллельную Spin(7)-структуру на
N , и Hol(N) = Spin(7). Кроме того, группа
Spin(7) также сохраняет ориентацию и метрику
g0 =

∑7
i=0(e

i)2. Таким образом, Φ автоматически
определяет метрику на N .

Рассмотрим следующую форму на M̄ :

Φ = e0123 + C2B2η4 ∧ η5 ∧ η6 ∧ η7+
+B2+C2

4 (e01 − e23) ∧ ω1 + B2−C2

4 (e01 − e23) ∧ ω+
+BC

2 (e02 − e31) ∧ ω2 + BC
2 (e03 − e12) ∧ ω3,

(1)
где

e0 = dt,
ei = Aiηi, i = 1, 2, 3,
ej = Bηj , j = 4, 5,
ek = Cηk, k = 6, 7,

A1(t), A2(t), A3(t), B(t), C(t) — некоторые гладкие
функции. Форма Φ соответствует римановой мет-
рике на M̄ :

dt2 + A1(t)2η2
1 + A2(t)2η2

2 + A3(t)2η2
3+

+B(t)2(η2
4 + η2

5) + C(t)2(η2
6 + η2

7). (2)

Условие параллельности данной формы иссле-
довалось в статье [2]. Данное условие эквивалент-
но системе нелинейных дифференциальных урав-
нений на функции Ai(t), B(t), C(t). Чтобы данный
набор функций определял метрику на гладком ри-
мановом многообразии, необходимо правильным
образом задать начальные данные — разрешить
особенность. Ранее было исследовано поведение
функций на бесконечности и найдено непрерывное
однопараметрическое семейство метрик ḡα, «со-
единяющее» метрики Калаби:

Теорема [2]. Пусть M — 7-мерное компакт-
ное 3-сасакиево многообразие, и положим p = 2
или p = 4, в зависимости от того, равен об-
щий слой 3-сасакиева слоения M либо SO(3), либо
SU(2). Тогда на орбифолде M2/Zp существуют
следующие полные регулярные римановы метри-
ки ḡ вида (2) с группой голономии H ⊂ Spin(7):

1) если A1(0) = 0, −A2(0) = A3(0) > 0 и
2A2

2(0) = B2(0)+C2(0), то метрика ḡ имеет груп-
пу голономии SU(4) ⊂ Spin(7) и гомотетична од-
ной из метрик семейства

ḡα =
r4(r2 − α2)(r2 + α2)
r8 − 2α4(r4 − 1)− 1

dr2+

+
r8 − 2α4(r4 − 1)− 1
r2(r2 − α2)(r2 + α2)

η2
1 + r2(η2

2 + η2
3)+

+ (r2 + α2)(η2
4 + η2

5) + (r2 − α2)(η2
6 + η2

7);

2) если A1(0)= 0, −A2(0)=A3(0)<B(0)=C(0),
то существует регулярная асимптотически ло-
кально коническая метрика ḡ вида (2) с группой
голономии Spin(7).

Более того, любая полная регулярная метри-
ка на пространстве M2/Zp вида (2) рассмотрен-
ной Spin(7)-структурой и с группой голономии
H ⊂ Spin(7) изометрична одной из указанных вы-
ше.

В формулировке данной теоремы простран-
ство M2 — одно из двух возможных разрешений
конусной особенности. За подробностями отсыла-
ем к оригинальной статье.

Если оператор Лапласа-Бельтрами действует
на 4-формах 8-мерного пространства, он имеет вид
∆ = ∗ d ∗ d− d ∗ d ∗ , где ∗ — оператор Ходжа. По-
этому для вычисления ∆Φ необходимо знать фор-
му объема и действие дифференциала на базисных
формах. Следующие соотношения были получены
в [1]:

de0 = 0,

dei = A′i
Ai

e0 ∧ ei + Aiωi − 2Ai

Ai+1Ai+2
ei+1 ∧ ei+2,

dωi = 2
Ai+2

ωi+1 ∧ ei+2 − 2
Ai+1

ei+1 ∧ ωi+2,
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где i = 1, 2, 3 mod 3.
Напомним, что ω — кэлерова форма, то есть

замкнута. Форма объема имеет вид
V ol = e01234567 = e0123 ∧ −B2C2

8 ω2 ∧ ω2. Теперь мы
будем предполагать, что функции Ai, B, C зависят
не только от переменной t, определенной на обра-
зующей конуса R+, но и от дополнительного па-
раметра τ , играющего роль времени. Рассмотрим
уравнение

Φτ = ∆Φ. (3)

После довольно продолжительных, но не пред-
ставляющих сложности вычислений, получим, что
и левая и правая части уравнения (3) являют-

ся линейными комбинациями следующих десяти
4-форм: ω ∧ e01, ω ∧ e23, ω1 ∧ e01, ω1 ∧ e23, ω2 ∧
e13, ω2 ∧ e02, ω3 ∧ e12, ω3 ∧ e03, ω1 ∧ ω1, e0123.
Коэффициенты линейных комбинаций левой ча-
сти уравнения зависят от функций Ai, B,C и их
производных первого порядка по τ . Коэффициен-
ты правой части зависят от функций Ai, B, C, их
производных первого и второго порядков по t, при-
чем зависимость от производных первого порядка
нелинейная. Это согласуется с общей теорией па-
раболических уравнений и, в частности, с потоком
Риччи. Левая часть задается с помощью матрицы
M и вектора f :

M =
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, f =
(

A1, A2, A3, B,C
)
.

Мы получаем систему уравнений

M
∂f

∂τ
= b. (4)

Основную сложность в этом уравнении представ-
ляет правая часть b. Приведем лишь первую коор-
динату этого 10-мерного вектора:

b1 = −BC
128A1A2

2A2
3
(2B3C5A3

1 − 2B5C3A3
1 + 32BC2A2

1C
′A2A3 + +8B3A′3C

′A2
2A3A1 + 4A′1B

3CA′2A2A
2
3−

−4A′1BC3A′2A2A
2
3 − 24BCC ′2A2

2A
2
3A1 − 16BC2A′3C

′A2
2A3A1 − 8BC2C ′′A2

2A
2
3A1+

+8B2CB′′A2
2A

2
3A1 + 24BCB′2A2

2A
2
3A1 + 16B2B′C ′A2

2A
2
3A1 − 16C2C ′B′A2

2A
2
3A1+

+16B2CA′3B
′A2

2A3A1 + 4B3CA′′2A2A
2
3A1 − 4BC3A′′2A2A

2
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2A3A1−
−4BC3A′′3A2

2A3A1 − 4B3C(A′2)
2A2

3A1 + 4BC3(A′2)
2A2

3A1 − 4B3C(A′3)
2A2

2A1+
+4BC3(A′3)

2A2
2A1 − 32B2CA2

1B
′A2A3 − 16B3A2

1C
′A2A3 + 8B3CA2

1A
′
2A3+

+8B3CA2
1A

′
3A2 − 16B3CA′1A2A3A1 + 16C3A2

1B
′A2A3 − 8BC3A2

1A
′
2A3−

−8BC3A2
1A

′
3A2 + 16BC3A′1A2A3A1 + 16B2CA′2B

′A2A
2
3A1 + 8B3A′2C

′A2A
2
3A1−

−8C3A′2B
′A2A

2
3A1 − 16BC2A′2C

′A2A
2
3A1 − 8C3A′3B
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2A3A1 + 8A′1B
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2A

2
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−8A′1BC2C ′A2
2A

2
3 + 4A′1B

3CA′3A
2
2A3 − 4A′1BC3A′3A

2
2A3 + 2B4C3A2

1B
′A2A3−

−2B3C4A2
1C

′A2A3 + B5C3A2
1A

′
2A3 −B3C5A2

1A
′
2A3 + B5C3A2

1A
′
3A2 −B3C5A2

1A
′
3A2),

где, как и ранее, F ′ ≡ ∂F (t,τ)
∂t . Необозримость

правой части делает практически невозможным
анализ общей ситуации без помощи математиче-
ских пакетов. Было установлено, что матрица M
имеет ранг 5, в то время как ранг расширенной
матрицы равен 6. Таким образом, найти решение
общего вида не представляется возможным. Мы
получаем следующее утверждение:

Теорема 1. Пусть M — 7-мерное 3-сасакиево
многообразие, чей кватернионно-кэлеров орби-
фолд может быть наделен кэлеровой струк-
турой. Эволюционное уравнение (3) на Spin(7)-
структуру определенную на конусе M̄ , задавае-

мую формой Φ вида (1), эквивалентно переопре-
деленной системе уравнений (4).
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