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�² ²¼¿ ±®¤¥°¦¨² °¿¤ ­®¢»µ °¥§³«¼² ²®¢, ¯®«³·¥­­»µ ¢ ®±­®¢­®¬  ¢²®° ¬¨
¨ ¯®±¢¿¹¥­­»µ ° §°¥¸ ¾¹¨¬ ¯®«³£°³¯¯ ¬ «¨­¥©­®£® ®¯¥° ²®°­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¯¥°¢®£®

¯®°¿¤ª  ± ­¥®¡° ²¨¬»¬ ®¯¥° ²®°®¬ ¯°¨ ¯°®¨§¢®¤­®©. � ¯¥°¢®© · ±²¨ ±² ²¼¨ ° ±±¬®-
²°¥­» ±¨«¼­® ­¥¯°¥°»¢­»¥ ¯®«³£°³¯¯» ®¯¥° ²®°®¢ ± ¿¤° ¬¨, ®¯¨± ­» ¨µ ¿¤°  ¨ ¤®ª § -

­  ®¡®¡¹¥­­ ¿ ²¥®°¥¬  �¨««¥{�®±¨¤»{�¥««¥° {�¨¿¤¥°»{�¨««¨¯± . �® ¢²®°®© · ±²¨
° ±±¬®²°¥­»  ­ «¨²¨·¥±ª¨¥ ¯®«³£°³¯¯» ®¯¥° ²®°®¢ ± ¿¤° ¬¨, ³±² ­®¢«¥­® ±®¢¯ ¤¥­¨¥

´ §®¢®£® ¯°®±²° ­±²¢  ± ®¡° §®¬ ° §°¥¸ ¾¹¥© ¯®«³£°³¯¯» ¨ ¤®ª § ­   ­ «¨²¨·¥±ª ¿
¢¥°±¨¿ ³ª § ­­®© ¢»¸¥ ²¥®°¥¬». �°®¬¥ ²®£®, ¯°¨¢¥¤¥­» °¥§³«¼² ²» ¯®  ­ «¨²¨·¥-

±ª¨¬ £°³¯¯ ¬ ®¯¥° ²®°®¢ ± ¿¤° ¬¨. � § ª«¾·¥­¨¥ ¯°¨¢¥¤¥­» ¨««¾±²°¨°³¾¹¨¥ ¯°¨¬¥-
°», ¢§¿²»¥ ¨§ ¯°¨«®¦¥­¨©.

�«¾·¥¢»¥ ±«®¢ : ³° ¢­¥­¨¿ ±®¡®«¥¢±ª®£®²¨¯ , ° §°¥¸ ¾¹¨¥ ¯®«³£°³¯¯» ®¯¥-
° ²®°®¢, ­¥ª« ±±¨·¥±ª¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨.

�¢¥¤¥­¨¥

�³±²¼ U ¨ F | ¡ ­ µ®¢» ¯°®±²° ­±²¢ , ®¯¥° ²®° L 2 L(U ;F) (².¥.

«¨­¥¥­ ¨ ­¥¯°¥°»¢¥­),   ®¯¥° ²®° M 2 Cl(U ;F) (².¥. «¨­¥¥­ ¨ § ¬ª­³² ±

®¡« ±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ domM , ¯«®²­®© ¢ U). � ±±¬®²°¨¬ «¨­¥©­®¥ ®¯¥° -

²®°­®¥ ¤¨´´¥°¥­¶¨ «¼­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ¢¨¤ 

L _u =Mu; (0:1)

£¤¥ ®¯¥° ²®° L ­¥ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­® ®¡° ²¨¬»¬.

�±²®°¨¿ ¨§³·¥­¨¿ ° §°¥¸¨¬®±²¨ § ¤ ·¨ �®¸¨

u(0) = u0 (0:2)

¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ (0.1) ¯°®±«¥¦¨¢ ¥² ¤¢  ¨±²®·­¨ª . �¥°¢»© ¯® ²° ¤¨¶¨¨

­ µ®¤¨²±¿ ¢ ®¡« ±²¨ ¥±²¥±²¢¥­­»µ ­ ³ª, £¤¥ ¢ 1954 £®¤³ �.�.�®¡®«¥¢»¬

[1] ¡»«  ®¡­ °³¦¥­  ¨ ¨±±«¥¤®¢ ­  ­ · «¼­®-ª° ¥¢ ¿ § ¤ ·  ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿

¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ, ­¥° §°¥¸¥­­®£® ®²­®±¨²¥«¼­® ±² °¸¥© ¯°®¨§¢®¤-

­®© ¯® ¢°¥¬¥­¨. � «¼¸¥ °¥§³«¼² ²» ° §¢¨¢ «¨ ¨ ®¡®¡¹ «¨ ¢ ±¢®¨µ ° ¡®² µ

�.�.� «¼¯¥°­ [2], R.E.Showalter [3], Rao Gopala [4] ¨ J.H.Lighbourn [5].

�¥§ ¢¨±¨¬® ®² ½²¨µ °¥§³«¼² ²®¢ B.D.Coleman, R.J.Du�n ¨ V.J.Mizel

[6] ¨±±«¥¤®¢ «¨ ° §°¥¸¨¬®±²¼ § ¤ ·¨ (0.1), (0.2) ¢ ®¤­®¬ · ±²­®¬ ±«³· ¥,

¨¬¥¾¹¥¬ ¢ ¦­®¥ ¯°¨ª« ¤­®¥ §­ ·¥­¨¥. �­¨ ¯¥°¢»¬¨ ®¡­ °³¦¨«¨ ¢®§¬®¦-

­³¾ ¯°¨­¶¨¯¨ «¼­³¾ ­¥° §°¥¸¨¬®±²¼ § ¤ ·¨ ¯°¨ «¾¡®¬ ­ · «¼­®¬ §­ -

·¥­¨¨. � ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¨µ °¥§³«¼² ²» ¡»«¨ ®¡®¡¹¥­» ¨ ° §¢¨²» ¢ ° ¡®²¥

H.A.Levine [7].
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�¨²¨°®¢ ­­»¥ ° ¡®²» «¥£«¨ ¢ ®±­®¢³ ­®¢®£® ­ ³·­®£® ­ ¯° ¢«¥­¨¿,

ª®²®°®¥ ¢ ­ ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ ¯¥°¥¦¨¢ ¥² ¯®°³ ¡³°­®£® ° ±¶¢¥² . � §¢¨-

²¨¥ ¤ ­­®£® ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ¯°®µ®¤¨² ¢ ° ¬ª µ ±«¥¤³¾¹¥© ¯ ° ¤¨£¬»: \¯°¨-

ª« ¤­ ¿" § ¤ ·  ¢»±²³¯ ¥² ª ª ®¡º¥ª² ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿,   ¬¥²®¤®¬ ¨±±«¥¤®-

¢ ­¨¿ ±«³¦ ² \ ¡±²° ª²­»¥" °¥§³«¼² ²» ´³­ª¶¨®­ «¼­®£®  ­ «¨§ , ²¥®-

°¨¨ ´³­ª¶¨¨ ª®¬¯«¥ª±­®© ¯¥°¥¬¥­­®©, £ °¬®­¨·¥±ª®£®  ­ «¨§  ¨ ¤°³£¨¥

°¥§³«¼² ²» \·¨±²®©" ¬ ²¥¬ ²¨ª¨. �¥©· ± ³¦¥ ­¥² ¢®§¬®¦­®±²¨ ¢ ®¤­®¬

®¡§®°¥ ¯°¨¢¥±²¨ ¤ ¦¥ ®±­®¢­»¥ ¬¥²®¤» ¨ °¥§³«¼² ²» ½²®© ­®¢®© ®¡« ±²¨

¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® §­ ­¨¿. �²®¡» ¬®¦­® ¡»«® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥ ¬­®£®®¡° -

§¨¥  ±¯¥ª²®¢, ¢ ª®²®°»µ ¨§³· ¥²±¿ § ¤ ·  (0.1), (0.2), ±®¸«¥¬±¿ ­  ° ¡®-

²» �.�.�«¥ª± ­¤°¿­  [8], �.�.�¥«¥­¿ª  [9] ¨ �.�.�®ª¨­  [10], �.�.�° £®¢ 

[11] ¨ �.�.�®¦ ­®¢  [12], �.�.�±¯¥­±ª®£®, �.�.�¥¬¨¤¥­ª® ¨ �.�.�¥°¥¯¥«-

ª¨­  [13].

�°³£®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ¨±±«¥¤®¢ ­¨© ° §°¥¸¨¬®±²¨ § ¤ ·¨ (0.1), (0.2)

¡¥°¥² ±¢®¥ ­ · «® ¢ ° ¡®²¥ �.�.�¨¸¨ª  [14] ¨ ­¥§ ¢¨±¨¬® ®² ­¥£® ¢ ° ¡®-

² µ �.�.�°¥©­  ¨ ¥£® ³·¥­¨ª®¢ �.�.�³¡®¢®© ¨ �.�.�¥°­»¸®¢  [15; 16].
�¡º¥ª²®¬ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿ ¤ ­­®£® ­ ¯° ¢«¥­¨¿ ±«³¦¨² \ ¡±²° ª²­ ¿" § ¤ -

·  (0.1), (0.2),   \¯°¨ª« ¤­»¥" § ¤ ·¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ §¤¥±¼ ¢ ª ·¥±²¢¥

¨««¾±²° ¶¨©.

� ° ¡®² µ [15; 16] ®±­®¢ ²¥«¼­® ¨§³·¥­  § ¤ ·  (0.1), (0.2) ¢ ±«³-

· ¥ ´°¥¤£®«¼¬®¢  ®¯¥° ²®°  L (².¥. indL = 0). � · ±²­®±²¨, §¤¥±¼ ±®¤¥°-

¦¨²±¿ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¥ ´¥­®¬¥­  \­¥±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ °¥¸¥­¨¿", ².¥. ¯®ª § ­®,

·²® § ¤ ·  (0.1), (0.2) ¬®¦¥² ¡»²¼ ®¤­®§­ ·­® ° §°¥¸¨¬  ²®·­® ²®£¤ ,

ª®£¤  ­ · «¼­®¥ §­ ·¥­¨¥ u0 «¥¦¨² ¢ ­¥ª®²®°®¬ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢¥ U1 � U

ª®­¥·­®© ª®° §¬¥°­®±²¨. � ¤ «¼­¥©¸¥¬ ½²¨ °¥§³«¼² ²» ¡»«¨ ° §¢¨²»

�.�.�¨¤®°®¢»¬ ¨ ¥£® ³·¥­¨ª ¬¨ �.�.�®¬ ­®¢®© ¨ �.�.� « «¥¥¢»¬ [17;

18].

�¡º¥ª²®¬ ­ ¸¥£® ¨­²¥°¥±  ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤µ®¤, ®±­®¢ ­­»© ­  ¨¤¥¿µ ¨

¬¥²®¤ µ ²¥®°¨¨ ¯®«³£°³¯¯ ®¯¥° ²®°®¢. �³²¼ ½²®£® ¯®¤µ®¤  § ª«¾· ¥²±¿ ¢

¯®±²°®¥­¨¨ ° §°¥¸ ¾¹¥© ¯®«³£°³¯¯», ¤ ¾¹¥© °¥¸¥­¨¥  ¡±²° ª²­®© § ¤ -

·¨ (0.1), (0.2). �¥°¢»¬ ±²°®¨²¼ ² ª¨¥ ¯®«³£°³¯¯» ­ · « A.Favini [19], § ²¥¬

¥£® °¥§³«¼² ²» ¡»«¨ ° §¢¨²» A.Favini ¨ A.Yagi [20] ¨ A.Yagi [21]. �¥§ ¢¨-

±¨¬® ®² ­¨µ ¤°³£®¥ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ (0.1), (0.2), ¯°¥¤±² ¢¨¬®¥ ¯®«³£°³¯-

¯®©, ¤ «¨ �.�.�¥«¼­¨ª®¢  ¨ �.�.�«¼¸ ­±ª¨© [22; 23] ¨ �.�.�«¼¸ ­±ª¨©

[24]. � ­ ª®­¥¶, ²°¥²¨© ±¯®±®¡ ¡»« ° §° ¡®² ­ �.�.�¢¨°¨¤¾ª®¬ [25 { 27],

�.�.�¢¨°¨¤¾ª®¬ ¨ �.�.�¥¤®°®¢»¬ [28; 29] ¨ �.�.�¥¤®°®¢»¬ [30; 31]. �±¥

½²¨ ¬¥²®¤» ¯®±²°®¥­¨¿ ° §°¥¸ ¾¹¨µ ¯®«³£°³¯¯ ³° ¢­¥­¨¿ (0.1) ±³¹¥-

±²¢¥­­® ° §«¨· ¾²±¿. �¡º¥¤¨­¿¥² ¨µ ®¤­® | ¯®±²°®¥­­»¥ ° §°¥¸ ¾¹¨¥

¯®«³£°³¯¯» ®¡« ¤ ¾² ­¥²°¨¢¨ «¼­»¬¨ ¿¤° ¬¨. (� ª ·¥±²¢¥ ¯®¿±­¥­¨¿ § ¬¥-

²¨¬, ·²® ¿¤°®¬ ¯®«³£°³¯¯» ­ §»¢ ¥²±¿ ¿¤°® ¥¥ ¥¤¨­¨¶», ¥±«¨ ¯®±«¥¤­¿¿

±³¹¥±²¢³¥².)
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�²®¡» ¯°®¢¥±²¨ ±° ¢­¨²¥«¼­»©  ­ «¨§ ¨¬¥¾¹¨µ±¿ ¯®¤µ®¤®¢ ª ¯®-

±²°®¥­¨¾ ° §°¥¸ ¾¹¨µ ¯®«³£°³¯¯ ³° ¢­¥­¨¿ (0.1), ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©,

ª®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ®¯¥° ²®° L�1 2 L(F ;U). � ½²®¬ ±«³· ¥ ³° ¢­¥­¨¥ (0.1)

²°¨¢¨ «¼­® °¥¤³¶¨°³¥²±¿ ª ¯ °¥ ±² ­¤ °²­»µ ³° ¢­¥­¨©

_u = Su; _f = Tf; (0:3)

£¤¥ ®¯¥° ²®°» S = L�1M ¨ T =ML�1 «¨­¥©­», § ¬ª­³²» ¨ ¯«®²­® ®¯°¥-

¤¥«¥­» ­  ¯°®±²° ­±²¢ µ U ¨ F ±®®²¢¥²±²¢¥­­®.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ³° ¢­¥­¨¿ (0.3) ª ª ª®­ª°¥²­»¥ ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¨

³° ¢­¥­¨¿

_v = Av; (0:4)

®¯°¥¤¥«¥­­®£® ­  ¡ ­ µ®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ V , ± «¨­¥©­»¬, § ¬ª­³²»¬ ¨

¯«®²­® ®¯°¥¤¥«¥­­»¬ ®¯¥° ²®°®¬A 2 Cl(V). �« ±±¨·¥±ª¨© ®²¢¥² ­  ¢®¯°®±

® ° §°¥¸¨¬®±²¨ ³° ¢­¥­¨¿ (0.4) ¤ ¥² ²¥®°¥¬  �¨««¥{�®±¨¤»{�¥««¥° {

�¨¿¤¥°»{�¨««¨¯±  (²¥®°¥¬  �����) [32], ³±² ­ ¢«¨¢ ¾¹ ¿ ¡¨¥ª¶¨¾

¬¥¦¤³ ¬­®¦¥±²¢®¬ ° §°¥¸ ¾¹¨µ ¯®«³£°³¯¯ ®¯¥° ²®°®¢ ¨ ¬­®¦¥±²¢®¬

®¯¥° ²®°®¢, ­ §»¢ ¥¬»µ £¥­¥° ²®° ¬¨ ½²¨µ ¯®«³£°³¯¯. �°¨²¥°¨¥¬ ²®£®,

·²® ®¯¥° ²®° A ¿¢«¿¥²±¿ £¥­¥° ²®°®¬ ° §°¥¸ ¾¹¥© ¯®«³£°³¯¯» ³° ¢­¥-

­¨¿ (0.4) (¨­ ·¥ £®¢®°¿, ¯®°®¦¤ ¥² ¯®«³£°³¯¯³ ³° ¢­¥­¨¿ (0.4)) ±«³¦ ²

­¥ª®²®°»¥ ³±«®¢¨¿ ­  °¥§®«¼¢¥­²­®¥ ¬­®¦¥±²¢® �(A) ¨ °¥§®«¼¢¥­²³ R�(A)

®¯¥° ²®°  A. �°¨ ½²®¬ ¬®¦­® ¢»¤¥«¨²¼ ²°¨ \¢¥°±¨¨" ²¥®°¥¬» �����,

¬» ­ §®¢¥¬ ¨µ C0-­¥¯°¥°»¢­®©,  ­ «¨²¨·¥±ª®© ¨ ° ¢­®¬¥°­®©, ¢ § ¢¨±¨-

¬®±²¨ ®² ²®£®, ® ª ª¨µ ¯®«³£°³¯¯ µ ¨¤¥² °¥·¼.

�«®²­® ®¯°¥¤¥«¥­­»© ®¯¥° ²®° A 2 Cl(U), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ³±«®¢¨-

¿¬

9a 2 R 8� > a � 2 �(A) ;

9K > 0 8� > a 8n 2 N k(R�(A))
nk
L(V) �

K

(�� a)n
;

¤«¿ ª° ²ª®±²¨ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ° ¤¨ «¼­»¬. C0-­¥¯°¥°»¢­ ¿ ¢¥°±¨¿ ²¥®°¥-

¬» ����� £®¢®°¨² [33], ·²® ®¯¥° ²®° A ° ¤¨ «¥­ ²®·­® ²®£¤ , ª®£¤  ®­

¯®°®¦¤ ¥² C0-¯®«³£°³¯¯³ (²¥°¬¨­®«®£¨¿ �.�®±¨¤» [34]).

�±«¨ ¯«®²­® ®¯°¥¤¥«¥­­»© ®¯¥° ²®° A ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬

9a 2 R 9� 2 (�=2; �)

Sa;�(A) = f� 2 C : j arg(�� a)j < �; � 6= ag � �(A);

9K > 0 8� 2 Sa;�(A) kR�(A)kL(V) �
K

j�� aj
;

²® ®­ ­ §»¢ ¥²±¿ ±¥ª²®°¨ «¼­»¬ (²¥°¬¨­®«®£¨¿ �.�¥­°¨ [35]). �®«¥¥ ³§ª ¿,

·¥¬ C0-­¥¯°¥°»¢­ ¿,  ­ «¨²¨·¥±ª ¿ ¢¥°±¨¿ ²¥®°¥¬» ����� £®¢®°¨² ®
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²®¬, ·²® ®¯¥° ²®° A ¿¢«¿¥²±¿ £¥­¥° ²®°®¬ ¯®«³£°³¯¯»,  ­ «¨²¨·¥±ª®© ¢

­¥ª®²®°®¬ ±¥ª²®°¥, ±®¤¥°¦ ¹¥¬ ¯®«®¦¨²¥«¼­³¾ ¯®«³®±¼ R+, ²®·­® ²®£¤ ,

ª®£¤  ®­ ±¥ª²®°¨ «¥­ [36].

� ­ ª®­¥¶, ­ ¨¡®«¥¥ · ±²­»¬ ±«³· ¥¬ ²¥®°¥¬» ����� ¿¢«¿¥²±¿

³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ® ²®¬, ·²® ¯®«³£°³¯¯ , ¯®°®¦¤ ¥¬ ¿ ­¥¯°¥°»¢­»¬ ®¯¥° -

²®°®¬ A 2 L(V), ®¤­®§­ ·­® ¯°®¤®«¦ ¥²±¿ ¤® £°³¯¯»,  ­ «¨²¨·¥±ª®© ¢

° ¢­®¬¥°­®© ²®¯®«®£¨¨ ¯°®±²° ­±²¢  L(V). �¡° ²­®, £¥­¥° ²®°®¬  ­ «¨-

²¨·¥±ª®© £°³¯¯» ¿¢«¿¥²±¿ ­¥¯°¥°»¢­»© «¨­¥©­»© ®¯¥° ²®° [32].

�±­®¢­»¥ ¨¬¥¾¹¨¥±¿ ¢ ­ ±²®¿¹¥¥ ¢°¥¬¿ °¥§³«¼² ²» ¯® ¯®«³£°³¯¯ ¬

®¯¥° ²®°®¢ ± ¿¤° ¬¨ ²®¦¥ ¬®¦­® ³«®¦¨²¼ ¢ ±µ¥¬³, ±®±²®¿¹³¾ ¨§ ²°¥µ

¢¥°±¨© ®¡®¡¹¥­­®© ²¥®°¥¬» �����, ¨¡® ¢±¥ °¥§³«¼² ²» ² ª ¨«¨ ¨­ ·¥

³¢¿§»¢ ¾² ´ ª² ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ° §°¥¸ ¾¹¨µ ¯®«³£°³¯¯ ³° ¢­¥­¨¿ (0.1)

± ³±«®¢¨¿¬¨, ­ « £ ¥¬»¬¨ ­  L-°¥§®«¼¢¥­²­®¥ ¬­®¦¥±²¢®

�L(M) = f� 2 C : (�L�M)�1 2 L(F ;U)g;

L-°¥§®«¼¢¥­²³ (�L�M)�1, ¯° ¢³¾ RL

�
(M) = (�L�M)�1L ¨ «¥¢³¾ LL

�
(M) =

L(�L �M)�1 L-°¥§®«¼¢¥­²» ®¯¥° ²®°  M (²¥°¬¨­®«®£¨¿ ´®°¬ «¨§®¢ ­ 

¢ [37]).

�.�.�¢¨°¨¤¾ª [25; 37] ¢¢¥« ¯®­¿²¨¥ (L; �)-®£° ­¨·¥­­®£® ®¯¥° ²®-

°  M (ª®²®°®¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®­¿²¨¥¬ ®£° ­¨·¥­­®£® ®¯¥° ²®°  ¢ ±«³· ¥

L�1 2 L(F ;U)) ¨ ¯®«³·¨« °¥§³«¼² ²» ® ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¨ ° §°¥¸ ¾¹¥© £°³¯-

¯» ³° ¢­¥­¨¿ (0.1) ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  L-°¥§®«¼¢¥­²  ¨¬¥¥² ¢ ¡¥±ª®­¥·­®±²¨

­¥±³¹¥±²¢¥­­³¾ ®±®¡³¾ ²®·ª³. � ²¥¬ ¨¬ ¦¥ [26; 37] ¢¢¥¤¥­® ¯®­¿²¨¥ L-

±¥ª²®°¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®°  M (ª®²®°®¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®­¿²¨¥¬ ±¥ª²®°¨ «¼-

­®£® ®¯¥° ²®°  ¢ ±«³· ¥ L�1 2 L(F ;U)) ¨ ¯®«³·¥­» °¥§³«¼² ²» ® ±³¹¥-

±²¢®¢ ­¨¨  ­ «¨²¨·¥±ª®© ° §°¥¸ ¾¹¥© ¯®«³£°³¯¯» ³° ¢­¥­¨¿ (0.1).

�¤­ ª® ®ª § «®±¼, ·²® (L; �)-®£° ­¨·¥­­»© ®¯¥° ²®° M ¿¢«¿¥²±¿ L-

±¥ª²®°¨ «¼­»¬ ²®«¼ª® ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  L-°¥§®«¼¢¥­²  ¨¬¥¥² ¢ ¡¥±ª®­¥·­®-

±²¨ ³±²° ­¨¬³¾ ®±®¡³¾ ²®·ª³. �«¿ ³±²° ­¥­¨¿ ½²®£® ­¥¤®±² ²ª  �.�.�¢¨-

°¨¤¾ª ¨ �.�.�®ª °¥¢  [38] ¢¢¥«¨ ¢ ° ±±¬®²°¥­¨¥ ¯®­¿²¨¥ (L; p)-±¥ª²®-

°¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®°  M , ª®²®°®¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®­¿²¨¥¬ L-±¥ª²®°¨ «¼­®£®

®¯¥° ²®°  ¢ ±«³· ¥ p = 0 ¨ ®¡®¡¹ ¥² ¯®­¿²¨¥ (L; �)-®£° ­¨·¥­­®£® ®¯¥° -

²®°  ¢ ±«³· ¥ ­¥±³¹¥±²¢¥­­®© ®±®¡®© ²®·ª¨ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®±²¨ ³ L-°¥§®«¼-

¢¥­²». � ²¥¬ �.�. �®ª °¥¢  [39] ¯®«³·¨«   ­ «®£¨·­»¥ [37] °¥§³«¼² ²».

�²¬¥²¨¬, ·²® ¢±¥ ®±­®¢­»¥ °¥§³«¼² ²» ¨§ [37] ¨ [39], ª ± ¾¹¨¥±¿ (L; �)-

®£° ­¨·¥­­®£® ¨«¨ (L; p)-±¥ª²®°¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®°  M , ¯°¥¤±² ¢«¥­» ¢

®¡§®°¥ [40].

� ­ ª®­¥¶, �.�.�¥¤®°®¢ [41] ¢¢¥« ¯®­¿²¨¥ (L; p)-° ¤¨ «¼­®£® ®¯¥° -

²®° , ª®²®°®¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®­¿²¨¥¬ L-° ¤¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®°  [27; 42] ¢

±«³· ¥ p = 0 ¨ ®¡®¡¹ ¥² ¯®­¿²¨¥ (L; p)-±¥ª²®°¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®° . �±­®-

¢»¢ ¿±¼ ­  ½²®¬ ¯®­¿²¨¨, ®­ ¯®«³·¨« ®¡®¡¹¥­¨¥ C0-­¥¯°¥°»¢­®© ¢¥°±¨¨
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²¥®°¥¬» �����. �°®¬¥ ²®£®, ¢ [30] ¨¬ ¦¥ ¯®«³·¥­» ®¡®¡¹¥­¨¿  ­ «¨-

²¨·¥±ª®© ¨ ° ¢­®¬¥°­®© ¢¥°±¨© (±¬. ² ª¦¥ [28; 29]).

�¥§³«¼² ²» A.Favini [19] ¨ A.Favini ¨ A.Yagi [20]  ­ «®£¨·­» ­ ¸¨¬

¢ ±«³· ¥ (L; p)-±¥ª²®°¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®°  M ¯°¨ p = 0. �¤­ ª® ®­¨ ®£° -

­¨·¨«¨±¼ ¯®±²°®¥­¨¥¬ ²®«¼ª® ®¤­®© ° §°¥¸ ¾¹¥© ¯®«³£°³¯¯» ³° ¢­¥­¨¿

(0.1). �¥¦¤³ ²¥¬, ª ª ½²® ±«¥¤³¥² ¨§ ª« ±±¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ¤ ¦¥ ¢ ±«³-

· ¥ L�1 2 L(F ;U), ¨µ ¤®«¦­® ¡»²¼ ¤¢¥ { ®¤­  ¯®°®¦¤ ¥²±¿ ®¯¥° ²®°®¬

S = L�1M ,   ¤°³£ ¿ { ®¯¥° ²®°®¬ T = ML�1 (0.3). �°®¬¥ ²®£®, ¢ ¨µ

° ¡®² µ ­¥² ®¡®¡¹¥­¨¿  ­ «¨²¨·¥±ª®© ¢¥°±¨¨ ²¥®°¥¬» �����.

� ° ¡®²¥ A.Yagi [21] ¯®±²°®¥­  ±¨«¼­® ­¥¯°¥°»¢­ ¿ ° §°¥¸ ¾¹ ¿

¯®«³£°³¯¯  ³° ¢­¥­¨¿ (0.1) ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �®±°¥¤±²¢®¬ ®¡° ¹¥­¨¿

®¯¥° ²®°  L ¢ ¬­®£®§­ ·­®¬ ±¬»±«¥ ³° ¢­¥­¨¥ (0.1) ±¢®¤¨²±¿ ª ¤¨´´¥°¥­-

¶¨ «¼­»¬ ¢ª«¾·¥­¨¿¬ ¢¨¤ 

_u 2 Su; _f 2 Tf; (0:5)

£¤¥ ®¯¥° ²®°» S ¨ T ² ª¨¥ ¦¥, ª ª ¢ (0.3). �¥§®«¼¢¥­²» ¬­®£®§­ ·­»µ ®¯¥-

° ²®°®¢ S ¨ T ®ª §»¢ ¾²±¿ ®¤­®§­ ·­»¬¨ ®¯¥° ²®° ¬¨, ¨ ­  ­¨µ ­ ª« ¤»-

¢ ¾²±¿ ³±«®¢¨¿,  ­ «®£¨·­»¥ ³±«®¢¨¿¬ ° ¤¨ «¼­®±²¨. �¤­ ª®, ­ ¯°¨¬¥°,

¯®«³£°³¯¯  ¯¥°¢®£® ¨§ ¢ª«¾·¥­¨© (0.5) § ¤ ­  ²®«¼ª® ­  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢¥
~U = kerL � imRL

�
(M). �°¨ ½²®¬ ­  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢¥ imRL

�
(M) ®­  ¿¢«¿-

¥²±¿ ®¡»·­®© C0-¯®«³£°³¯¯®©,   ­  kerL ®­  ­³«¥¢ ¿. A.Yagi ­¥ ®¡° ¹ ¥²

½²¨ °¥§³«¼² ²» ± ²¥¬, ·²®¡» ¯®«³·¨²¼ ®¡®¡¹¥­¨¥ ²¥®°¥¬» �����.

�.�.�¥«¼­¨ª®¢  ¨ �.�.�«¼¸ ­±ª¨© [22; 23] ¨ �.�.�«¼¸ ­±ª¨© [24]

¨±¯®«¼§³¾² ±«¥¤³¾¹³¾ ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¾ C0-­¥¯°¥°»¢­®© ¢¥°±¨¨ ²¥®°¥¬»

�����. � ¤ ·  (0.4), (0.2) ° ¢­®¬¥°­® ª®°°¥ª²­  ²®·­® ²®£¤ , ª®£¤ 

®¯¥° ²®° A ° ¤¨ «¥­. �¡®¡¹ ¿ ¥¥, ®­¨ ¯®«³· ¾² ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ² {

§ ¤ ·  (0.4), (0.2) ° ¢­®¬¥°­® ª®°°¥ª²­  ²®·­® ²®£¤ , ª®£¤  ®¯¥° ²®° M

L-° ¤¨ «¥­ ¨ ¢»¯®«­¥­® ³±«®¢¨¥ U = ~U . �®±²°®¥­­ ¿ ¨¬¨ ±¨«¼­® ­¥¯°¥-

°»¢­ ¿ ¯®«³£°³¯¯  ¨¬¥¥² ¿¤°®, ±®¢¯ ¤ ¾¹¥¥ ± ¿¤°®¬ kerL. �®«¥¥ ®¡¹¨©

±«³· © (L; p)-° ¤¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®°  M ­¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿.

�«¿ ¯®«­®²» ª °²¨­» ®²¬¥²¨¬ ¥¹¥, ·²® ³±«®¢¨¿ ­  L-°¥§®«¼¢¥­²³,

¯° ¢³¾ ¨ «¥¢³¾ L-°¥§®«¼¢¥­²» ®¯¥° ²®°  M ,  ­ «®£¨·­»¥ ­ ¸¨¬, ¢¢®¤¨-

«¨±¼ �.�.�°¥©­®¬ ¨ �.�.�±¨¯®¢»¬ [43], �.�.�±¨¯®¢»¬ [44], �.�.�³²ª ±®¬

[45] ¨ �.�.� ¤¡¥«¼ [46]. �¨«¼­® ­¥¯°¥°»¢­³¾ ° §°¥¸ ¾¹³¾ ¯®«³£°³¯¯³

³° ¢­¥­¨¿ (0.1) ¢ ±«³· ¥ ´°¥¤£®«¼¬®¢  ®¯¥° ²®°  L ±²°®¨« �.�.� °®£« §®¢

[47]. �±¥ ½²¨ °¥§³«¼² ²» ¬®£³² ¡»²¼ ³«®¦¥­» ¢ ¯°¥¤«®¦¥­­³¾ ­ ¬¨ ±µ¥¬³

¨ ¡³¤³² ®¡±³¦¤ ²¼±¿ ¯® µ®¤³ ®¡§®° .

�§ ±ª § ­­®£® ±«¥¤³¥², ·²® ­ ¸¨ °¥§³«¼² ²» ¡®«¥¥ ¡«¨§ª¨ ª ª« ±-

±¨·¥±ª¨¬ ¢¥°±¨¿¬ ²¥®°¥¬» ����� ¨ ¡®«¥¥ ®¡¹¨¥, ­¥¦¥«¨ °¥§³«¼² ²»

¶¨²¨°®¢ ­­»µ  ¢²®°®¢. �¹¥ ®¤­® ¯°¥¨¬³¹¥±²¢® ­ ¸¥£® ¯®¤µ®¤  ª ¨±±«¥-

¤®¢ ­¨¾  ¡±²° ª²­®© § ¤ ·¨ (0.1), (0.2) § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ¤®±² ²®·­® ¯°®-
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±²®¬ ¨µ ¯°¨«®¦¥­¨¨ ª ª ª  ¡±²° ª²­»¬ ¯®«³«¨­¥©­»¬ ³° ¢­¥­¨¿¬ ¢¨¤ 

L _u = Mu +N(u) [48; 49], ² ª ¨ ª ª®­ª°¥²­»¬ ­ · «¼­®-ª° ¥¢»¬ § ¤ · ¬

¤«¿ ³° ¢­¥­¨© ¨ ±¨±²¥¬ ³° ¢­¥­¨© ¢ · ±²­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ [50; 51]. �®½²®-

¬³ ¢ ®¡§®°¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¨§« £ ²¼ ¢ ®±­®¢­®¬ ­ ¸¨ °¥§³«¼² ²»,   °¥§³«¼² -

²» ¶¨²¨°®¢ ­­»µ  ¢²®°®¢ ¡³¤³² ®¡±³¦¤ ²¼±¿ ¢ ª®­²¥ª±²¥. �°®¬¥ ²®£®, ¢

®¡§®°¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¯°¨¤¥°¦¨¢ ²¼±¿ ²¥°¬¨­®«®£¨¨, ´®°¬ «¨§®¢ ­­®© ¢ ¤¨±-

±¥°² ¶¨¿µ [30; 37; 39] ¨ [42]. � · ±²­®±²¨, ³° ¢­¥­¨¥ (0.1) ¬» ¡³¤¥¬ ­ §»-

¢ ²¼ «¨­¥©­»¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ ±®¡®«¥¢±ª®£® ²¨¯ . �²® ­ §¢ ­¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²

¤®±² ²®·­® ¸¨°®ª¨© ª« ±± ®¡º¥ª²®¢ [5; 8; 52; 53; 54; 55] ± ®¤­®© ±²®°®-

­»,   ± ¤°³£®© ª ¦¥²±¿ ­ ¬ ¡®«¥¥ ¯°¥¤¯®·²¨²¥«¼­»¬, ·¥¬ ­ §¢ ­¨¥ \¯±¥¢-

¤®¯ ° ¡®«¨·¥±ª¨¥ ³° ¢­¥­¨¿" [56; 57; 58] ¨«¨ \³° ¢­¥­¨¿ ­¥ ²¨¯  �®¸¨-

�®¢ «¥¢±ª®©" [59].

� ±²®¿¹¨© ®¡§®° § ¤³¬ ­ ­ ¬¨ ª ª ¤®¯®«­¥­¨¥ ª ®¡§®°³ [40]. � ­¥¬

ª°®¬¥ ¢¢¥¤¥­¨¿ ¨ ±¯¨±ª  «¨²¥° ²³°» ±®¤¥°¦ ²±¿ ¤¢¥ · ±²¨. � ¯¥°¢®© ¨§« -

£ ¾²±¿ °¥§³«¼² ²» ®¡ ®²­®±¨²¥«¼­® p-° ¤¨ «¼­»µ ®¯¥° ²®° µ ¨ ¯®°®¦¤ -

¥¬»µ ¨¬¨ ±¨«¼­® ­¥¯°¥°»¢­»µ ¯®«³£°³¯¯ µ ®¯¥° ²®°®¢ ± ¿¤° ¬¨. �±­®¢-
­®© °¥§³«¼² ² ½²®© · ±²¨ | ®¡®¡¹¥­¨¥ C0-­¥¯°¥°»¢­®© ¢¥°±¨¨ ²¥®°¥¬»

�����. �²®° ¿ · ±²¼ ¯®±¢¿¹¥­  ®²­®±¨²¥«¼­® p-±¥ª²®°¨ «¼­»¬ ®¯¥-

° ²®° ¬ ¨ ¯®°®¦¤ ¥¬»¬ ¨¬¨  ­ «¨²¨·¥±ª¨¬ ¯®«³£°³¯¯ ¬ ®¯¥° ²®°®¢ ±

¿¤° ¬¨. �±­®¢­»¥ °¥§³«¼² ²» §¤¥±¼ | ®¡®¡¹¥­¨¥  ­ «¨²¨·¥±ª®© ¨ ° ¢­®-

¬¥°­®© ¢¥°±¨© ²¥®°¥¬» �����. � § ª«¾·¥­¨¥ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ­¥±ª®«¼ª®

¨««¾±²° ²¨¢­»µ ¯°¨¬¥°®¢, ¢§¿²»µ ¨§ ¯°¨«®¦¥­¨©. � ®±­®¢­®¬ ½²® «¨­¥ -

°¨§ ¶¨¨ ¨§³·¥­­»µ ° ­¥¥ ­¥«¨­¥©­»µ § ¤ · [60; 61; 62], ®¤­ ª® ° ±±¬ ²°¨-

¢ ¾²±¿ ®­¨ §¤¥±¼ ±®¢¥°¸¥­­® ¢ ¨­®¬  ±¯¥ª²¥ [63; 64]. �±­®¢­»¬ ª°¨²¥°¨¥¬

¯°¨ ®²¡®°¥ ¯°¨¬¥°®¢ ¯®±«³¦¨«® ²°¥¡®¢ ­¨¥ \­¥´°¥¤£®«¼¬®¢®±²¨" ®¯¥° -

²®°  L. �®½²®¬³ ¯°¨«®¦¥­¨¿ ¯®«³·¥­­»µ °¥§³«¼² ²®¢ ª § ¤ · ¬ ®¯²¨¬ «¼-

­®£® ³¯° ¢«¥­¨¿ [65; 66] ®±² «¨±¼ ¢­¥ ¯®«¿ §°¥­¨¿.

� ±®¦ «¥­¨¾, ¯°¨ ¨§«®¦¥­¨¨ ­ ¬ ­¥ ³¤ «®±¼ ¨§¡¥¦ ²¼ ¯¥°¥±¥·¥­¨©

± ®¡§®°®¬ [40]. �²®¡» ±¢¥±²¨ ½²¨ ¯¥°¥±¥·¥­¨¿ ª ¬¨­¨¬³¬³, ¬» ±­ ¡¦ ¥¬

¢§¿²»¥ ®²²³¤  °¥§³«¼² ²» ±±»«ª ¬¨ ¤ ¦¥ ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¯°¨¢®¤¨²±¿

¡®«¥¥ ®¡¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥. �®½²®¬³ ¯°®±¨¬ §  ­¥®¡µ®¤¨¬»¬¨ ¯®¿±­¥­¨¿¬¨

¯® ¯®¢®¤³ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ ®¡° ¹ ²¼±¿ ª [40].

� ­ ª®­¥¶, ³±«®¢¨¬±¿ ® ±«¥¤³¾¹¥¬:

1. �±¥ ° ±±¬®²°¥­¨¿ ¯°®¢®¤¿²±¿ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¡ ­ µ®¢»µ ¯°®±²° ­-

±²¢ µ, ®¤­ ª® ¯°¨ ¨§³·¥­¨¨ \±¯¥ª²° «¼­»µ" ¢®¯°®±®¢ ¢¢®¤¨²±¿ ¨µ ¥±²¥-

±²¢¥­­ ¿ ª®¬¯«¥ª±¨´¨ª ¶¨¿.

2. �±¥ ª®­²³°» ®°¨¥­²¨°®¢ ­» ¤¢¨¦¥­¨¥¬ \¯°®²¨¢ · ±®¢®© ±²°¥«ª¨"

¨ ®£° ­¨·¨¢ ¾² ®¡« ±²¼, «¥¦ ¹³¾ \±«¥¢ " ¯°¨ ² ª®¬ ¤¢¨¦¥­¨¨.

3. �¨¬¢®« ¬¨ I ¨ O ®¡®§­ · ¾²±¿ \¥¤¨­¨·­»©" ¨ \­³«¥¢®©" ®¯¥° -

²®°», ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ª®²®°»µ ¿±­» ¨§ ª®­²¥ª±² .
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4. �¡®°®² \²®·­® ²®£¤ , ª®£¤ " ®§­ · ¥² \²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,

ª®£¤ ".

1. �²­®±¨²¥«¼­® p-° ¤¨ «¼­»¥ ®¯¥° ²®°» ¨ ±¨«¼­®
­¥¯°¥°»¢­»¥ ¯®«³£°³¯¯»

1.1. �²­®±¨²¥«¼­»¥ °¥§®«¼¢¥­²»

�³±²¼ U ¨ F | ¡ ­ µ®¢» ¯°®±²° ­±²¢ , ®¯¥° ²®° L 2 L(U ;F),  

®¯¥° ²®° M 2 Cl(U ;F). �¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥­¨¥ L-°¥§®«¼¢¥­²­®¥ ¬­®¦¥-

±²¢®

�L(M) = f� 2 C : (�L�M)�1 2 L(F ;U)g

¨ L-±¯¥ª²° �L(M) = C n �L(M) ®¯¥° ²®°  M .

�±«¨ ¯°®±²° ­±²¢  U ¨ F ±®¢¯ ¤ ¾²,   ®¯¥° ²®° L = I , ²® L-°¥§®«¼-

¢¥­²­®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¨ L-±¯¥ª²° ®¯¥° ²®°  M ±®¢¯ ¤ ¾² ±®®²¢¥²±²¢¥­­®

± ¥£® °¥§®«¼¢¥­²­»¬ ¬­®¦¥±²¢®¬ ¨ ±¯¥ª²°®¬. �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®¯¥° ²®°

L�1 2 L(F ;U), ²® L-°¥§®«¼¢¥­²­®¥ ¬­®¦¥±²¢® ¨ L-±¯¥ª²° ®¯¥° ²®°  M

±®¢¯ ¤ ¾² ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ± °¥§®«¼¢¥­²­»¬ ¬­®¦¥±²¢®¬ ¨ ±¯¥ª²°®¬ ®¯¥-

° ²®°®¢ L�1M ¨ML�1. � ­ ª®­¥¶, �L(M) = ;, ¥±«¨ kerL\kerM 6= f0g.

�³±²¼ �L(M) 6= ;. �§ ¤¢³µ ®·¥¢¨¤­»µ ²®¦¤¥±²¢

(�L�M)(�L�M)�1 = I + (�� �)L(�L�M)�1;

(�L�M)�1(�L�M) = I + (�� �)(�L�M)�1L
(1:1:1)

­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ¢»²¥ª ¥², ·²® ¬­®¦¥±²¢® �L(M) ¢±¥£¤  ®²ª°»²®,   ¯®½²®-

¬³ L-±¯¥ª²° �L(M) ¢±¥£¤  § ¬ª­³².

�¯¥° ²®°-´³­ª¶¨¾ (�L � M)�1 ¡³¤¥¬ ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬ ­ §»¢ ²¼ L-

°¥§®«¼¢¥­²®© ®¯¥° ²®°  M . �°®¬¥ ­¥¥ ¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¯° ¢³¾

RL

�
(M) = (�L � M)�1L ¨ «¥¢³¾ LL

�
(M) = L(�L � M)�1 L-°¥§®«¼¢¥­²»

®¯¥° ²®°  M . �¯° ¢¥¤«¨¢ 

������� 1.1.1. �³±²¼ �L(M) 6= ;. �®£¤  L-°¥§®«¼¢¥­² , ¯° ¢ ¿ ¨

«¥¢ ¿ L-°¥§®«¼¢¥­²» ®¯¥° ²®°  M  ­ «¨²¨·­» ¢ �L(M).

�§ (1.1.1) «¥£ª® ±«¥¤³¾²  ­ «®£¨ ²®¦¤¥±²¢  �¨«¼¡¥°²  ¤«¿ ¯° ¢®© ¨

«¥¢®© L-°¥§®«¼¢¥­² ®¯¥° ²®°  M :

RL

�
(M)�RL

�
(M) = (�� �)RL

�
(M)RL

�
(M);

LL

�
(M)� LL

�
(M) = (�� �)LL

�
(M)LL

�
(M):

(1:1:2)

� ¬¥· ­¨¥ 1.1.1. �¯¥° ²®°­ ¿ ´³­ª¶¨¿, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ±®®²­®¸¥-

­¨¿¬ ¢¨¤  (1.1.2), ­ §¢ ­  ¢ [34] ¯±¥¢¤®°¥§®«¼¢¥­²®©. � · ±²­®±²¨, ² ¬

¦¥ ¯®ª § ­®, ·²® ¯±¥¢¤®°¥§®«¼¢¥­²  R� ¿¢«¿¥²±¿ °¥§®«¼¢¥­²®© ­¥ª®²®°®£®

®¯¥° ²®°  A ²®·­® ²®£¤ , ª®£¤  kerR� = f0g, ¨ ¯°¨ ½²®¬ imR� = domA.
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�³±²¼ �L(M) 6= ; ¨ p 2 f0g [ N. �¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥­¨¥ ¯° ¢³¾ ¨

«¥¢³¾

RL

(�;p)(M) =

pY
q=0

RL

�q
(M); LL

(�;p)(M) =

pY
q=0

LL

�q
(M);

(L; p)-°¥§®«¼¢¥­²» ®¯¥° ²®°  M ±®®²¢¥²±²¢¥­­®.

����� 1.1.1. �³±²¼ �L(M) 6= ;. �®£¤  ¯°¨ «¾¡®¬ p 2 f0g [N

(i) kerRL

(�;p)(M) = kerRL

(�;p)(M), imRL

(�;p)(M) = imRL

(�;p)(M),

(ii) kerLL

(�;p)(M) = kerLL

(�;p)(M), imLL

(�;p)(M) = imLL

(�;p)(M) ¯°¨

¢±¥µ � = (�0; �1; : : : ; �p), ¨ � = (�0; �1; : : : ; �p) ¨§ (�L(M))p+1.

� ¤ «¼­¥©¸¥¬ ­ ¬ ¯®²°¥¡³¥²±¿ ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡­ ¿ ¨­´®°¬ ¶¨¿ ®¡ ³±²-

°®©±²¢¥ ¿¤¥° ¨ ®¡° §®¢ ¯° ¢®© ¨ «¥¢®© (L; p)-°¥§®«¼¢¥­² ®¯¥° ²®° M . �«¿

¨µ ®¯¨± ­¨¿ ¢¢¥¤¥¬ ­®¢»¥ ¯®­¿²¨¿.

�³±²¼ kerL 6= f0g. �¥ª²®° '0 2 kerL n f0g ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ±®¡±²¢¥­-

­»¬ ¢¥ª²®°®¬ ®¯¥° ²®°  L. �¯®°¿¤®·¥­­®¥ ¬­®¦¥±²¢® f'1; '2; : : :g ­ §»-

¢ ¥²±¿ ¶¥¯®·ª®© M -¯°¨±®¥¤¨­¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢ ±®¡±²¢¥­­®£® ¢¥ª²®°  '0,

¥±«¨

L'q+1 =M'q; q = 0; 1; : : : ; ¨ 'q =2 kerL; q = 1; 2; : : :

�®°¿¤ª®¢»© ­®¬¥° ¢¥ª²®°  ¢ ¶¥¯®·ª¥ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¥£® ¢»±®²®©. �¨­¥©-

­³¾ ®¡®«®·ª³ ±®¡±²¢¥­­»µ ¨ M -¯°¨±®¥¤¨­¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢ ®¯¥° ²®°  L

­ §®¢¥¬ ¥£® M -ª®°­¥¢»¬ «¨­¥ «®¬. �±«¨ M -ª®°­¥¢®© «¨­¥ « § ¬ª­³², ²®

®­ ­ §»¢ ¥²±¿ M -ª®°­¥¢»¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬ ®¯¥° ²®°  L.

� ¬¥· ­¨¥ 1.1.2. �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®¯¥° ²®° M�1 2 L(F ;U), ²® M -

¯°¨±®¥¤¨­¥­­»¥ ¢¥ª²®°»,M -ª®°­¥¢®© «¨­¥ « ¨ M -ª®°­¥¢®¥ ¯°®±²° ­±²¢®

®¯¥° ²®°  L ±®¢¯ ¤ ¾² ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ± ¯°¨±®¥¤¨­¥­­»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨,

ª®°­¥¢»¬ «¨­¥ «®¬ ¨ ª®°­¥¢»¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬ ®¯¥° ²®°  M�1L.

�¥¯®·ª M -¯°¨±®¥¤¨­¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¡¥±ª®­¥·­®©. �¤­ -

ª® ®­  ¡³¤¥² ª®­¥·­®© ¢ ±«³· ¥ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ² ª®£®M -¯°¨±®¥¤¨­¥­­®£®

¢¥ª²®°  'q, ·²® «¨¡® 'q =2 domM , «¨¡® M'q =2 imL. �»±®²³ q ¯®±«¥¤-

­¥£® M -¯°¨±®¥¤¨­¥­­®£® ¢¥ª²®°  ¢ ª®­¥·­®© ¶¥¯®·ª¥ ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ¥¥

¤«¨­®©.

� ¬¥· ­¨¥ 1.1.3.�®­¿²¨¥ ®²­®±¨²¥«¼­® ¯°¨±®¥¤¨­¥­­®£® ¢¥ª²®°  ¡»«®

¢¢¥¤¥­® �.�.�°¥­®£¨­»¬ [67].

������� 1.1.2 [40].�³±²¼ �L(M) 6= ;.�®£¤  ¯°¨ «¾¡®¬ p 2 f0g [N

(i) kerRL

(�;p)
(M) ±®¢¯ ¤ ¥² ± «¨­¥©­®© ®¡®«®·ª®© ¬­®¦¥±²¢  ±®¡-

±²¢¥­­»µ ¨ M -¯°¨±®¥¤¨­¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢»±®²», ­¥ ¡®«¼¸¥© p ®¯¥° ²®-

°  L;

(ii) kerLL

(�;p)(M) = fM' : ' 2 kerRL

(�;p)
(M)\ domMg.

��������� 1.1.1. � ³±«®¢¨¿µ ²¥®°¥¬» 1.1.2 M -ª®°­¥¢®© «¨­¥ «

®¯¥° ²®°  L ¨ ª®°­¥¢®© «¨­¥ « ¯° ¢®© L-°¥§®«¼¢¥­²» ®¯¥° ²®° M ±®¢¯ -

¤ ¾².
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�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ U0 (F0) ¿¤°® kerRL

(�;p)
(M)

�
kerLL

(�;p)
(M)

�
, ª®²®°®¥

®·¥¢¨¤­® ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®¬. �¥°¥§ L0 (M0) ®¡®§­ ·¨¬ ±³¦¥­¨¥

®¯¥° ²®°  L (M) ­  U0 (domM0 = U0 \ domM).

��������� 1.1.2.� ³±«®¢¨¿µ ²¥®°¥¬» 1.1.2 L0 2 L(U
0;F0), M0 :

domM0 ! F0.

1.2. �²­®±¨²¥«¼­® p-° ¤¨ «¼­»¥ ®¯¥° ²®°»

�¤¥±¼ ¬» ±·¨² ¥¬, ·²® ®¯¥° ²®° L 2 L(U ;F),   M 2 Cl(U ;F).

����������� 1.2.1. �¯¥° ²®°M ­ §»¢ ¥²±¿ ° ¤¨ «¼­»¬ ±²¥¯¥­¨

p 2 f0g [N ®²­®±¨²¥«¼­® ®¯¥° ²®°  L ((L; p)-° ¤¨ «¼­»¬), ¥±«¨

(i) 9a 2 R 8� > a ) � 2 �L(M);

(ii) 9K > 0 8n 2 N 8�q > a,

maxfk(RL

(�;p)(M))nk
L(U); k(LL

(�;p)(M))nk
L(F)g �

KQ
p

q=0(�q � a)n
:

�¯¥° ²®° M ­ §»¢ ¥²±¿ ±« ¡® (L; p)-° ¤¨ «¼­»¬, ¥±«¨ ­¥° ¢¥­±²¢® (ii)

¢»¯®«­¿¥²±¿ ²®«¼ª® ¯°¨ n = 1.

�·¥¢¨¤­®, ·²® ¨§ (L; p)-° ¤¨ «¼­®±²¨ ®¯¥° ²®° M ¢»²¥ª ¥² ¥£® ±« -

¡ ¿ (L; p)-° ¤¨ «¼­®±²¼. �±«¨ K � 1, ²® ¢¥°­  ¨ ®¡° ²­ ¿ ¨¬¯«¨ª ¶¨¿.

� ¬¥· ­¨¥ 1.2.1. � [41] ¯®ª § ­®, ·²® ¡¥§ ¯®²¥°¨ ®¡¹­®±²¨ ¬®¦­®

¯®«®¦¨²¼ a = 0 ¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ 1.2.1.

� ¬¥· ­¨¥ 1.2.2. �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®¯¥° ²®° L�1 2 L(F ;U), ²® ° ¤¨-

 «¼­®±²¼ «¾¡®£® ¨§ ®¯¥° ²®°®¢ L�1M ¨«¨ ML�1 ¿¢«¿¥²±¿ ¤®±² ²®·­»¬
³±«®¢¨¥¬ (L; p)-° ¤¨ «¼­®±²¨ ®¯¥° ²®° M ,   ¯°¨ p = 0 ¨ ­¥®¡µ®¤¨¬»¬.

� ¬¥· ­¨¥ 1.2.3. �®­¿²¨¿ (L; 0)-° ¤¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®° , L-«³·¥¢®£®

®¯¥° ²®°  [27] ¨ L-° ¤¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®°  [42] ±®¢¯ ¤ ¾².

����� 1.2.1 [40].�³±²¼ ®¯¥° ²®°M ±« ¡® (L; p)-° ¤¨ «¥­. �®£¤ 

(i) ¤«¨­» ¢±¥µ ¶¥¯®·¥ª M -¯°¨±®¥¤¨­¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢ ®¯¥° ²®°  L

®£° ­¨·¥­» ·¨±«®¬ p;

(ii) kerRL

(�;p)(M) \ imRL

(�;p)(M) = f0g, kerLL

(�;p)(M) \ imLL

(�;p)(M) =

f0g;

(iii) ±³¹¥±²¢³¥² ®¯¥° ²®° M�1
0 2 L(F0;U0).

�®«®¦¨¬G =M�1
0 L0; H = L0M

�1
0 . �¯¥° ²®°» G 2 L(U0); H 2 L(F0)

¯® ¯®±²°®¥­¨¾.

��������� 1.2.1. � ³±«®¢¨¿µ «¥¬¬» 1.2.1 ®¯¥° ²®°» G ¨ H ­¨«¼-

¯®²¥­²­» ±²¥¯¥­¨ ­¥ ¢»¸¥ p, ¥±«¨ p 2 N. �±«¨ p = 0, ²® G = O ¨

H = O.

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ U1 (F1) § ¬»ª ­¨¥ «¨­¥ «  imRL

(�;p)(M) (±®®²¢¥²-

±²¢¥­­® imLL

(�;p)
(M)) ¢ ­®°¬¥ ¯°®±²° ­±²¢  U (F): � ±¨«³ «¥¬¬» 1.1.1

®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ U1 ¨ F1 ­¥ § ¢¨±¨² ®² � = (�0; �1; : : : ; �p).
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����� 1.2.2. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M ±« ¡® (L; p)-° ¤¨ «¥­. �®£¤ 

lim
�!+1

(�RL

�
(M))p+1u = u 8u 2 U1;

lim
�!+1

(�LL

�
(M))p+1f = f 8f 2 F1:

� ±¨«³ «¥¬¬» 1.2.1 (i) ¨ 1.2.2 U0\U1 = f0g ¨ F0\F1 = f0g. �¡®§­ ·¨¬

·¥°¥§ ~U ( ~F) § ¬»ª ­¨¥ «¨­¥ «  U0 � U1 (F0 � F1).

������� 1.2.1. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M ±« ¡® (L; p)-° ¤¨ «¥­. �®£¤ 
~U = U0 � U1 ¨ ~F = F0 � F1.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �§ «¥¬¬» 1.2.2 ¢»²¥ª ¥² ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ¯°®¥ª²®° 

P = s� lim
�!+1

(�RL

�
(M))p+1 (Q = s� lim

�!+1
(�LL

�
(M))p+1)

¢¤®«¼ U0 (F0) ­  U1 (F1):

� ¤ «¼­¥©¸¥¬ ­ ± ¡³¤¥² ¨­²¥°¥±®¢ ²¼ ¢®§¬®¦­®±²¼ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿

¤¥©±²¢¨¿ ¯°®¥ª²®°  P (Q) ­  ¢±¥ ¯°®±²° ­±²¢® U (F), ².¥. ¢®§¬®¦­®±²¼

° ±¹¥¯«¥­¨¿ U = U0� U1 (F = F0�F1). �» ¤®¡¼¥¬±¿ ½²®£®, ³¦¥±²®· ¿

²°¥¡®¢ ­¨¿ ­  ®¯¥° ²®°» L ¨ M . �¤­ ª® ³¦¥ ±¥©· ± ¢®§¬®¦­®±²¼ ² ª¨µ

° ±¹¥¯«¥­¨© ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹ ¿

������� 1.2.2. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M ±« ¡® (L; p)-° ¤¨ «¥­,   ¯°®-

±²° ­±²¢® U (F) °¥´«¥ª±¨¢­®. �®£¤  U = ~U (F = ~F):

� ¬¥· ­¨¥ 1.2.4. �¥®°¥¬³ 1.2.2 ¢ ±«³· ¥ p = 0 ¤®ª § « A.Yagi [21]. � 

±«³· © p 2 N ½²®² °¥§³«¼² ² ®¡®¡¹¨« �.�.�¥¤®°®¢ [30; 31].

1.3. �®«³£°³¯¯» ° §°¥¸ ¾¹¨µ ®¯¥° ²®°®¢

�³±²¼ ®¯¥° ²®°» L 2 L(U ;F); M 2 Cl(U ;F). � ±±¬®²°¨¬ ³° ¢­¥­¨¥

L _u =Mu: (1:3:1)

�³±²¼ �L(M) 6= ;, ²®£¤  ³° ¢­¥­¨¥ (1.3.1) ²°¨¢¨ «¼­® °¥¤³¶¨°³¥²±¿ ª ¯ °¥

½ª¢¨¢ «¥­²­»µ ¥¬³ ³° ¢­¥­¨©
RL

�
(M) _u = (�L�M)�1Mu; (1:3:2)

LL

�
(M) _f =M(�L�M)�1f; (1:3:3)

®¯°¥¤¥«¥­­»µ ­  ¯°®±²° ­±²¢ µ U ¨ F ±®®²¢¥²±²¢¥­­®.

�§ (1.1.1) ¯°¨ � = 0 ¨¬¥¥¬

(�L�M)�1M = �RL

�
(M)� I; M(�L�M)�1 = �LL

�
(M)� I :

�­ ·¨², ®¯¥° ²®°» ¢ ¯° ¢»µ · ±²¿µ ¬®¦­® ±·¨² ²¼ ®£° ­¨·¥­­»¬¨ ¨ ®¯°¥-

¤¥«¥­­»¬¨ ­  ¯°®±²° ­±²¢ µ U ¨ F ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �®½²®¬³ ° ±±¬®²°¨¬

³° ¢­¥­¨¿ (1.3.2) ¨ (1.3.3) ª ª ª®­ª°¥²­»¥ ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¨ ³° ¢­¥­¨¿

A _v = Bv; (1:3:4)
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®¯°¥¤¥«¥­­®£® ­  ¡ ­ µ®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ V , ¯°¨·¥¬ A ;B 2 L(V). �¥¸¥-

­¨¥¬ ³° ¢­¥­¨¿ (1.3.4) ­ §®¢¥¬ ¢¥ª²®°-´³­ª¶¨¾ v 2 C1(R+;V), ³¤®¢«¥²¢®-

°¿¾¹³¾ (1.3.4) ­  R+.

����������� 1.3.1. �²®¡° ¦¥­¨¥ V � 2 C(R+;L(V)) ­ §»¢ ¥²±¿

¯®«³£°³¯¯®© ° §°¥¸ ¾¹¨µ ®¯¥° ²®°®¢ (° §°¥¸ ¾¹¥© ¯®«³£°³¯¯®©) ³° ¢-

­¥­¨¿ (1.3.4), ¥±«¨

(i) V sV tv = V s+tv ¯°¨ ¢±¥µ s; t 2 R+ ¨ «¾¡®¬ v 2 V ;
(ii) v(t) = V tv ¥±²¼ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (1.3.4) ¯°¨ «¾¡®¬ v ¨§ ­¥ª®-

²®°®£® ¯«®²­®£® ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ V ¬­®¦¥±²¢ .

�®«³£°³¯¯  fV t : t 2 R+g ­ §»¢ ¥²±¿ ° ¢­®¬¥°­® ®£° ­¨·¥­­®©,

¥±«¨

9C > 0 8t 2 R+ kV tk
L(V) � C; :

������� 1.3.1. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M (L; p)-° ¤¨ «¥­. �®£¤  ±³¹¥-

±²¢³¥² ° ¢­®¬¥°­® ®£° ­¨·¥­­ ¿ ° §°¥¸ ¾¹ ¿ ¯®«³£°³¯¯  ³° ¢­¥­¨¿

(1.3.2) ((1.3.3)), ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®£® ­  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢¥ ~U ( ~F).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±ª®¬»¥ ¯®«³£°³¯¯» fU t : t 2 R+g ¨ fF
t : t 2 R+g

¯®«³· ¾²±¿ ª ª ±¨«¼­»¥ ¯°¥¤¥«» «¨¡®  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨© ²¨¯  �®±¨¤»:

U t

�
= e

�

�t

p+1

1X
n=0

tn

n!

 
�p+2

p+ 1
(RL

�
(M))p+1

!
n

= exp

�
�t

p+ 1
((�RL

�
(M))p+1 � I

�
;

F t

�
= e

�

�t

p+1

1X
n=0

tn

n!

 
�p+2

p+ 1
(LL

�
(M))p+1

!
n

= exp

�
�t

p+ 1
((�LL

�
(M))p+1 � I

�
;

«¨¡®  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨© ²¨¯  �¨¤¤¥°  { �®±² :

U t

k
=

 �
L�

t

k
M

�
�1

L

!
k(p+1)

=

�
k

t
RL

k

t

(M)

�
k(p+1)

;

F t

k
=

 
L

�
L�

t

k
M

�
�1
!
k(p+1)

=

�
k

t
LL

k

t

(M)

�k(p+1)
:

� ¬¥· ­¨¥ 1.3.1. �°¨ p = 0 ° §«¨·­»¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ¤ «¨

�.�.�¢¨°¨¤¾ª [27] ¨ �.�.�³¤ª® [42]. �°¨ p 2 N ¯®«­®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢®

¯®«³·¨« �.�.�¥¤®°®¢ [30; 31; 41]

�® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ �.�®±¨¤» [34] ° §°¥¸ ¾¹ ¿ ¯®«³£°³¯¯  fV t : t 2 R+g

³° ¢­¥­¨¿ (1.3.4) ­ §»¢ ¥²±¿ C0-¯®«³£°³¯¯®©, ¥±«¨ s� lim
t!0+

V t = I . �¡®§­ -

·¨¬ ·¥°¥§ fU t

1 : t 2 R+g (fF
t

1 : t 2 R+g) ±³¦¥­¨¥ ¯®«³£°³¯¯» fU t : t 2 R+g

(fF t : t 2 R+g) ­  U
1 (F1).

��������� 1.3.1. � ³±«®¢¨¿µ ²¥®°¥¬» 1.3.1

fU t

1 : t 2 R+g ¨ fF t

1 : t 2 R+g | C0-¯®«³£°³¯¯».
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� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ § ¤ ·³ �®¸¨

v(0) = v0 (1:3:5)

¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ (1.3.4). �¥¸¥­¨¥ v = v(t) ³° ¢­¥­¨¿ (1.3.4) ­ §»¢ ¥²±¿ °¥¸¥-

­¨¥¬ § ¤ ·¨ (1.3.4), (1.3.5), ¥±«¨ lim
t!0+

v(t) = v0.

����������� 1.3.2. � ¬ª­³²®¥ ¢ ­®°¬¥ ¯°®±²° ­±²¢  V ¬­®¦¥-

±²¢® P ­ §»¢ ¥²±¿ ´ §®¢»¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬ ³° ¢­¥­¨¿ (1.3.4), ¥±«¨
(i) «¾¡®¥ °¥¸¥­¨¥ v = v(t) ³° ¢­¥­¨¿ (1.3.4) «¥¦¨² ¢ P , ².¥. v(t) 2 P

8t 2 R+;

(ii) ¯°¨ «¾¡®¬ v0 ¨§ ­¥ª®²®°®£® ¯«®²­®£® ¢ P ¯®¤¬­®¦¥±²¢  ±³¹¥-

±²¢³¥² ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ (1.3.4), (1.3.5).

������� 1.3.2. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M (L; p)-° ¤¨ «¥­. �®£¤  ´ §®¢®¥

¯°®±²° ­±²¢® ³° ¢­¥­¨¿ (1.3.2) ((1.3.3)) ±®¢¯ ¤ ¥² ± U1 (F1).

� ¬¥· ­¨¥ 1.3.2. � §®¢»¥ ¯°®±²° ­±²¢  ³° ¢­¥­¨© (1.3.1) ¨ (1.3.2)

±®¢¯ ¤ ¾².

1.4. �¤¨­¨¶» ° §°¥¸ ¾¹¨µ ¯®«³£°³¯¯

� ±±¬®²°¨¬ ³° ¢­¥­¨¥

A _v = Bv ; (1:4:1)

®¯°¥¤¥«¥­­®¥ ­  ¡ ­ µ®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ V , ¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³-

¥² ¥£® ° §°¥¸ ¾¹ ¿ ¯®«³£°³¯¯  fV t : t 2 R+g.

����������� 1.4.1. �¯¥° ²®° J 2 L(V) ­ §»¢ ¥²±¿ ¥¤¨­¨¶¥© ¯®«³-

£°³¯¯» fV t : t 2 R+g, ¥±«¨ J = s� lim
t!0+

V t.

� ª ­¥²°³¤­® § ¬¥²¨²¼, ¥¤¨­¨¶  ¯®«³£°³¯¯» ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾ ¿¢«¿-

¥²±¿ ¯°®¥ª²®°®¬. �±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ° §°¥¸ ¾¹¨¥ ¯®«³£°³¯¯» ³° ¢­¥-

­¨© (1.3.2) ¨ (1.3.3) ¢ ° ¬ª µ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ~U ¨ ~F ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ²®

¨µ ¥¤¨­¨¶ ¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¯°®¥ª²®°» P ¨ Q ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ¯®±²°®¥­­»¥

¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 1.2.1. �¤­ ª® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1.4.1 ²°¥¡³¥², ·²®-

¡» ¥¤¨­¨¶  ° §°¥¸ ¾¹¥© ¯®«³£°³¯¯» ¡»«  ®¯°¥¤¥«¥­  ­  ¢±¥¬ ¯°®±²° ­-

±²¢¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ³° ¢­¥­¨¿ (1.4.1). �§ ²¥®°¥¬ 1.2.1, 1.2.2 ¨ 1.3.1 ­¥¬¥¤-

«¥­­® ¢»²¥ª ¾² ¤®±² ²®·­»¥ ³±«®¢¨¿ ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ¥¤¨­¨¶ ¯®«³£°³¯¯

fU t : t 2 R+g ¨ fF
t : t 2 R+g.

������� 1.4.1. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M (L; p)-° ¤¨ «¥­,   ¯°®±²° ­-

±²¢  U ¨ F °¥´«¥ª±¨¢­». �®£¤  ±³¹¥±²¢³¾² ¥¤¨­¨¶» ° §°¥¸ ¾¹¨µ ¯®«³-

£°³¯¯ ³° ¢­¥­¨© (1.3.2) ¨ (1.3.3).

�«¿ ¶¥«¨ ­ ¸¥£® ¨§«®¦¥­¨¿ { ¯®±²°®¥­¨¿ ®¡®¡¹¥­­®©C0-­¥¯°¥°»¢­®©

¢¥°±¨¨ ²¥®°¥¬» ����� { ³±«®¢¨© ²¥®°¥¬» 1.4.1 ­¥¤®±² ²®·­®. �®½²®¬³

¬» ¨§¡¥°¥¬ ¤°³£®© ¯³²¼ { ¯³²¼ ³¦¥±²®·¥­¨¿ ²°¥¡®¢ ­¨© ­  ®¯¥° ²®°» L

¨ M .
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����������� 1.4.2. �¯¥° ²®° M ­ §»¢ ¥²±¿ ±¨«¼­® (L; p)-° ¤¨-

 «¼­»¬ ±¯° ¢  (±«¥¢ ), ¥±«¨ ®­ (L; p)-° ¤¨ «¥­ ¨

kRL

(�;p)(M)(�L�M)�1Muk
U
�
const(u)

�
pQ

q=0

�q

8u 2 domM

(±³¹¥±²¢³¥² ¯«®²­»© ¢ F «¨­¥ «
�

F ² ª®©, ·²®

kM(�L�M)�1LL

(�;p)(M)fk
F
�
const(f)

�
pQ

q=0

�q

8f 2
�

F)

¯°¨ ¢±¥µ �; �0; �1; : : : ; �p 2 R+.

� ¬¥· ­¨¥ 1.4.1. �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®¯¥° ²®° L�1 2 L(F ;U),   ®¯¥° -

²®° L�1M (¨«¨, ·²® ²® ¦¥ ± ¬®¥, ®¯¥° ²®° ML�1) ° ¤¨ «¥­, ²® ®¯¥° ²®°

M ±¨«¼­® (L; p)-° ¤¨ «¥­ ±¯° ¢  ¨ ±«¥¢ .

������� 1.4.2 [40].�³±²¼ ®¯¥° ²®°M ±¨«¼­® (L; p)-° ¤¨ «¥­ ±¯° -

¢  (±«¥¢ ). �®£¤  U = ~U (F = ~F).

�°³£¨¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢ ±«³· ¥ ±¨«¼­®© (L; p)-° ¤¨ «¼­®±²¨ ®¯¥° ²®° M

±¯° ¢  ¨ ±«¥¢  ¤¥©±²¢¨¿ ¯°®¥ª²®°®¢ P ¨ Q, ¿¢«¿¾¹¨µ±¿ ¥¤¨­¨¶ ¬¨ ¯®«³-

£°³¯¯ fU t : t 2 R+g ¨ fF
t : t 2 R+g ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ° ±¯°®±²° ­¿¾²±¿ ±

¯®¤¯°®±²° ­±²¢ ~U ¨ ~F ­  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  U ¨ F ±®®²¢¥²±²¢¥­­®.

��������� 1.4.1. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M ±¨«¼­® (L; p)-° ¤¨ «¥­ ±¯° -

¢  ¨ ±«¥¢ . �®£¤ 

(i) 8u 2 U LPu = QLu;

(ii) 8u 2 domM Pu 2 domM ¨ MPu = QMu.

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ L1 (M1) ±³¦¥­¨¥ ®¯¥° ²®°  L (M) ­  U1

(domM1 = U1 \ domM). �§ ±«¥¤±²¢¨¿ 1.4.1 ¢»²¥ª ¥², ·²® ®¯¥° ²®° L1 2

L(U1;F1),   ®¯¥° ²®° M1 2 Cl(U
1;F1) (ª ª ¨ ° ­¥¥ ®¯°¥¤¥«¥­­»© ®¯¥-

° ²®° M0 2 Cl(U
0;F0)). �±² ²¨ ±ª § ²¼, �.�.�¥¤®°®¢ [41] ¯®«³·¨« ° ±-

¹¥¯«¥­¨¥ ¤¥©±²¢¨¿ ®¯¥° ²®°  L (L : U0 ! F0 ¨ L : U1 ! F1) ¢ ³±«®¢¨¿µ

²¥®°¥¬» 1.1.2.

1.5. �³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ®¡° ²­®£® ®¯¥° ²®° 

�¤¥±¼ ¬» ­ «®¦¨¬ ¡®«¥¥ ±³°®¢»¥ ¯® ±° ¢­¥­¨¾ ± ®¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ 1.4.2

³±«®¢¨¿ ­  ®¯¥° ²®°» L ¨M ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯®«³·¨²¼ ®¯¥° ²®° L�11 2

L(F1;U1).

����������� 1.5.1. �¯¥° ²®° M ­ §»¢ ¥²±¿ ±¨«¼­® (L; p)-° ¤¨-

 «¼­»¬, ¥±«¨ ®­ ±¨«¼­® (L; p)-° ¤¨ «¥­ ±«¥¢  ¨

kRL

(�;p)(M)(�L�M)�1k
L(F;U) �

K

�
pQ

q=0

�q
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¯°¨ ¢±¥µ �; �0; �1; : : : ; �p 2 R+.

� ¬¥· ­¨¥ 1.5.1. �¨«¼­® (L; p)-° ¤¨ «¼­»© ®¯¥° ²®°M ±¨«¼­® (L; p)-

° ¤¨ «¥­ ±¯° ¢ .

� ¬¥· ­¨¥ 1.5.2. �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®¯¥° ²®° L�1 2 L(F ;U),   ®¯¥° -

²®° L�1M (¨«¨ML�1) ° ¤¨ «¥­, ²® ®¯¥° ²®°M ±¨«¼­® (L; p)-° ¤¨ «¥­.

������� 1.5.1. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M ±¨«¼­® (L; p)-° ¤¨ «¥­. �®£¤ 

±³¹¥±²¢³¥² ®¯¥° ²®° L�11 2 L(F1;U1).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±ª®¬»© ®¯¥° ²®° ¿¢«¿¥²±¿ ±³¦¥­¨¥¬ ­  U1 ±¨«¼-

­®£® ¯°¥¤¥« 

s � lim
�!+1

�p+2(RL

�
(M))p+1(�L�M)�1 :

�®±²°®¨¬ ®¯¥° ²®°» S1 = L�11 M1 ¨ T1 =M1L
�1
1 .

��������� 1.5.1. � ³±«®¢¨¿µ ²¥®°¥¬» 1.5.1 ®¯¥° ²®°» S1 ¨ T1
° ¤¨ «¼­».

1.6. �¥­¥° ²®°» ±¨«¼­® ­¥¯°¥°»¢­»µ ¯®«³£°³¯¯

�®¤¢¥¤¥¬ ¨²®£¨ ±ª § ­­®¬³. �§ ³±«®¢¨¿ ±¨«¼­®© (L; p)-° ¤¨ «¼­®±²¨

®¯¥° ²®°  M ¬» ¯®«³·¨«¨ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿.

(A1) �³¹¥±²¢³¾² ¤¢¥ ±¨«¼­® ­¥¯°¥°»¢­»¥ ¨ ° ¢­®¬¥°­® ®£° ­¨·¥­-

­»¥ ¯®«³£°³¯¯» fU t : t 2 R+g ¨ fF t : t 2 R+g ®¯¥° ²®°®¢ U t 2 L(U);

F t 2 L(F) ± ¿¤° ¬¨.

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ P ¨ Q ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¥¤¨­¨¶» ½²¨µ ¯®«³£°³¯¯.

�®«®¦¨¬ U0 = kerP; U1 = imP; F0 = kerQ; F1 = imQ. �®±ª®«¼ª³

P ¨ Q | ¯°®¥ª²®°», ¨¬¥¥¬ U = U0 � U1; F = F0 � F1. �¡®§­ ·¨¬

·¥°¥§ fU t

1 : t 2 R+g ¨ fF t

1 : t 2 R+g ±³¦¥­¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¯®«³-

£°³¯¯ ­  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  U1 ¨ F1 ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �³¦¥­¨¿ ¿¢«¿¾²±¿

C0-¯®«³£°³¯¯ ¬¨ ¨ ¯® ²¥®°¥¬¥ ����� ®¡« ¤ ¾² £¥­¥° ²®° ¬¨ S1 ¨ T1
±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ¯°¨·¥¬ S1 ¨ T1 | ° ¤¨ «¼­»¥ ®¯¥° ²®°».

(A2) �³¹¥±²¢³¥² «¨­¥©­»© £®¬¥®¬®°´¨§¬ L1 : U
1 ! F1

² ª®©, ·²®

L1S1 = T1L1.

�®±«¥¤­¥¥ ° ¢¥­±²¢® ¯°¥¤¯®« £ ¥², ·²® L1[domS1] = domT1.

(A3) �³¹¥±²¢³¥² ¡¨¥ª²¨¢­»© ®¯¥° ²®° M0 2 Cl(U
0;F0).

�²±¾¤  ¢»²¥ª ¥² ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ®¯¥° ²®°  M�1
0 2 L(F0;U0).

(A4) �³¹¥±²¢³¥² ®¯¥° ²®° L0 2 L(U0;F0) ² ª®©, ·²® ®¯¥° ²®°

M�1
0 L0 ­¨«¼¯®²¥­²¥­ ±²¥¯¥­¨ ­¥ ¢»¸¥ p 2 f0g [N.

�¥¯¥°¼ ¯®«®¦¨¬ ~L = L0(I � P ) + L1P 2 L(U ;F) ; ~M = M0(I � P ) +

L1S1P 2 Cl(U ;F) dom ~M = domM0 _+domS1:

������� 1.6.1. �³±²¼ ¢»¯®«­¥­» ¢±¥ ³±«®¢¨¿ (A1)-(A4). �®£¤ 

®¯¥° ²®° ~M ±¨«¼­® (~L; p)-° ¤¨ «¥­.

�» ³¦¥ ¨¬¥«¨ ¯®¢®¤ ±ª § ²¼, ·²® C0-­¥¯°¥°»¢­ ¿ ¢¥°±¨¿ ²¥®°¥¬»

����� ³±² ­ ¢«¨¢ ¥² ¡¨¥ª¶¨¾ ¬¥¦¤³ ¬­®¦¥±²¢®¬ C0-¯®«³£°³¯¯ ¨ ¬­®-
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¦¥±²¢®¬ ¨µ £¥­¥° ²®°®¢. �°¨¢¥¤¥­­»¥ §¤¥±¼ °¥§³«¼² ²» ³±² ­ ¢«¨¢ ¾²

±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ¬­®¦¥±²¢®¬ ¯ ° ®¯¥° ²®°®¢ (L;M) ² ª¨µ, ·²® ®¯¥-

° ²®° M ±¨«¼­® (L; p)-° ¤¨ «¥­, ¨ ¬­®¦¥±²¢®¬ ¯ ° ±¨«¼­® ­¥¯°¥°»¢­»µ

¯®«³£°³¯¯ (fU t : t 2 R+g; fF
t : t 2 R+g), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¿¬ (A1){

(A4). �¤­ ª® ½²® ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¡¨¥ª²¨¢­»¬ µ®²¿ ¡» ³¦¥ ¯®²®-

¬³, ·²® ¥±«¨ ¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ®¯¥° ²®°  ~L ¯®«®¦¨²¼ L0 = O, ²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥

²¥®°¥¬» 1.6.1 ®±² ­¥²±¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢»¬ ¯°¨ «¾¡®¬ p 2 f0g [ N. �·¥¢¨¤­®

² ª¦¥

��������� 1.6.1.�³±²¼ ®¯¥° ²®°M ±¨«¼­® (L; p)-° ¤¨ «¥­. �®£¤ 

¤«¿ «¾¡®£® q 2 N ®¯¥° ²®° M ±¨«¼­® (L; p+ q)-° ¤¨ «¥­.

2. �²­®±¨²¥«¼­® p-±¥ª²®°¨ «¼­»¥ ®¯¥° ²®°» ¨  ­ «¨²¨·¥±ª¨¥
¯®«³£°³¯¯»

2.1. �®«³£°³¯¯» ° §°¥¸ ¾¹¨µ ®¯¥° ²®°®¢

�³±²¼ U ¨ F { ¡ ­ µ®¢» ¯°®±²° ­±²¢ , ®¯¥° ²®° L 2 L(U ;F),   ®¯¥-

° ²®° M 2 Cl(U ;F). � ª ¨ ¢ ¯. 1.1, ¢¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥­¨¥ L-°¥§®«¼¢¥­²³

(�L�M)�1, ¯° ¢³¾ RL

�
(M) = (�L�M)�1L ¨ «¥¢³¾ LL

�
(M) = L(�L�M)�1

L-°¥§®«¼¢¥­²» ®¯¥° ²®° M . �®§¼¬¥¬ p 2 N ¨ ¯®±²°®¨¬ ¯° ¢³¾ ¨ «¥¢³¾

RL

(�;p)(M) =

pY
q=0

RL

�q
(M); LL

(�;p)(M) =

pY
q=0

LL

�q
(M)

(L; p)-°¥§®«¼¢¥­²» ®¯¥° ²®°  M . �²¬¥²¨¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ¢±¥µ ³²¢¥°¦¤¥-

­¨© ¯. 1.1.

����������� 2.1.1. �¯¥° ²®°M ­ §»¢ ¥²±¿ ±¥ª²®°¨ «¼­»¬ ±²¥-

¯¥­¨ p 2 f0g [N ®²­®±¨²¥«¼­® ®¯¥° ²®°  L ((L; p)-±¥ª²®°¨ «¼­»¬), ¥±«¨

±³¹¥±²¢³¾² ª®­±² ­²» K > 0; a 2 R; � 2 (�=2; �) ² ª¨¥, ·²® ±¥ª²®°

SL

a;�
(M) = f� 2 C : j arg(�� a)j < �; � 6= ag � �L(M);

¯°¨·¥¬

maxfkRL

(�;p)(M)k
L(U); kL

L

(�;p)(M)k
L(F)g �

K
pQ

q=0
j�q � aj

¯°¨ ¢±¥µ � = (�0; �1; : : : ; �p) 2 (SL

a;�
(M))p+1.

� ¬¥· ­¨¥ 2.1.1. �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®¯¥° ²®° L�1 2 L(F ;U), ²® ¨§

±¥ª²®°¨ «¼­®±²¨ ®¯¥° ²®°  L�1M (¨«¨ ML�1) ±«¥¤³¥² (L; p)-±¥ª²®°¨ «¼-

­®±²¼ ®¯¥° ²®°  M . �°¨ p = 0 ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¨ ®¡° ²­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥.
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� ¬¥· ­¨¥ 2.1.2. �¥ ²¥°¿¿ ®¡¹­®±²¨, ¬®¦­® ±·¨² ²¼ a = 0. �®«®¦¨¬

SL

0;�(M) = SL

�
(M).

� ¬¥· ­¨¥ 2.1.3. � ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ (L; p)-±¥ª²®°¨ «¼­®£® ®¯¥° ²®°  M

[40] ¯°¨±³²±²¢®¢ «  ®¶¥­ª  ­  L-°¥§®«¼¢¥­²³ (�L�M)�1. � [29] ¯®ª § ­®,

·²® ½²  ®¶¥­ª  ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ®¶¥­®ª ­  ¯° ¢³¾ ¨ «¥¢³¾ (L; p)-°¥§®«¼¢¥­²»

®¯¥° ²®°  M ¢ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ 2.1.1.

� ¬¥· ­¨¥ 2.1.4. �®±ª®«¼ª³ (L; p)-±¥ª²®°¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° M , ®·¥-

¢¨¤­®, ±« ¡® (L; p)-° ¤¨ «¥­, ²® ±¯° ¢¥¤«¨¢» ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ¯. 1.2.

� ª ¨ ¢»¸¥, ¢¬¥±²® ³° ¢­¥­¨¿

L _u =Mu (2:1:1)

¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¯ °³ ½ª¢¨¢ «¥­²­»µ ¥¬³ ³° ¢­¥­¨©

RL

�
(M) _u = (�L�M)�1Mu; (2:1:2)

LL

�
(M) _f =M(�L�M)�1f (2:1:3)

ª ª ª®­ª°¥²­»¥ ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¨ ³° ¢­¥­¨¿

A _v = Bv; (2:1:4)

®¯°¥¤¥«¥­­®£® ­  ¡ ­ µ®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ V , ®¯¥° ²®°» A;B 2 L(V). �

®²«¨·¨¥ ®² ¯. 1.3. °¥¸¥­¨¥¬ ³° ¢­¥­¨¿ (2.1.4) ­ §®¢¥¬ ¢¥ª²®°-´³­ª¶¨¾

v 2 C1(R+;V), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹³¾ (2.1.4).
����������� 2.1.2. �²®¡° ¦¥­¨¥ V : 2 C1(R+;L(V)) ­ §»¢ ¥²±¿

¯®«³£°³¯¯®© ° §°¥¸ ¾¹¨µ ®¯¥° ²®°®¢ (° §°¥¸ ¾¹¥© ¯®«³£°³¯¯®©) ³° ¢-

­¥­¨¿ (2.1.4), ¥±«¨

(i) V sV t = V s+t ¯°¨ ¢±¥µ s; t 2 R+;

(ii) v(t) = V tv ¥±²¼ °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (2.1.4) ¯°¨ ¢±¥µ v 2 V .

�®«³£°³¯¯  fV t : t 2 R+g ­ §»¢ ¥²±¿  ­ «¨²¨·¥±ª®©, ¥±«¨ ®­   ­ -

«¨²¨·­® ¯°®¤®«¦¨¬  ¢ ­¥ª®²®°»© ±¥ª²®°, ±®¤¥°¦ ¹¨© «³· R+, ¨ ° ¢­®-

¬¥°­® ®£° ­¨·¥­­®©, ¥±«¨ 9C > 0 8t 2 R+ kV tk
L(V) � C.

� ¬¥· ­¨¥ 2.1.5. �¡° ²¨¬ ¢­¨¬ ­¨¥ ­  ®²«¨·¨¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ 1.3.1 ®²

®¯°¥¤¥«¥­¨¿ 2.1.2. � · ±²­®±²¨, ¢ ¯®±«¥¤­¥¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¨ ®²±³²±²¢³¥² ³±«®-

¢¨¥ ±¨«¼­®© ­¥¯°¥°»¢­®±²¨ ¯®«³£°³¯¯» fV t : t 2 R+g ¢ ­³«¥ ±¯° ¢ .

������� 2.1.1.�³±²¼ ®¯¥° ²®°M (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­. �®£¤  ±³¹¥-

±²¢³¾²  ­ «¨²¨·¥±ª¨¥ ¨ ° ¢­®¬¥°­® ®£° ­¨·¥­­»¥ ° §°¥¸ ¾¹¨¥ ¯®«³-

£°³¯¯» ³° ¢­¥­¨© (2.1.2) ¨ (2.1.3).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ � � SL

�
(M) { ª®­²³° ² ª®©, ·²® arg�! ��

¯°¨ j�j ! +1; � 2 �. �®£¤  ¨±ª®¬»¥ ¯®«³£°³¯¯» § ¤ ¾²±¿ ¨­²¥£° « ¬¨

²¨¯  � ­´®°¤ -�¢ °¶ 

U t =
1

2�i

Z
�

RL

�
(M)e�td�; t 2 R+; (2:1:5)
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F t =
1

2�i

Z
�

LL

�
(M)e�td�; t 2 R+ (2:1:6)

±®®²¢¥²±²¢¥­­®.

� ¬¥· ­¨¥ 2.1.6.�®«³£°³¯¯  (2.1.5) ¿¢«¿¥²±¿ ° §°¥¸ ¾¹¥© ¯®«³£°³¯-

¯®© ³° ¢­¥­¨¿ (2.1.1).

�±«¨ kerL 6= f0g, ²® ®¯¥° ²®°» U t ¨ F t ¨¬¥¾² ¿¤°  kerU t � kerRL

�
(M)

¨ F t � kerLL

�
(M). �¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥­¨¥ ¿¤°®

kerV : = fv 2 V : V tv = 0 8t 2 R+g

¨ ®¡° §

imV : = fv 2 V : lim
t!0+

V tv = vg

° §°¥¸ ¾¹¥© ¯®«³£°³¯¯» fV t : t 2 R+g ³° ¢­¥­¨¿ (2.1.4).

� ¬¥· ­¨¥ 2.1.7. � ±¨«³  ­ «¨²¨·­®±²¨ ¯®«³£°³¯¯ (2.1.5) ¨ (2.1.6)

¨¬¥¥¬ kerU : = kerU t ¨ kerF : = kerF t ¯°¨ «¾¡®¬ t 2 R+. � [29; 30] ¯®ª § -

­®, ·²® imU : =
S

t2R+

imU t ¨ imF : =
S

t2R+

imF t.

� ¯®¬­¨¬ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ Uk ¨ Fk; k = 0; 1 (±¬. ±«¥¤-

±²¢¨¥ 1.1.2 ¨ «¥¬¬³ 1.2.2).

������� 2.1.2.�³±²¼ ®¯¥° ²®°M (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­. �®£¤  U0 =

kerU :;U1 = imU :;F0 = kerF :;F1 = imF :.

�§ ²¥®°¥¬» 2.1.2, § ¬¥· ­¨¿ 2.1.4 ¨ ²¥®°¥¬» 1.4.1 ­¥¬¥¤«¥­­® ¢»²¥-

ª ¥²

��������� 2.1.1. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­,   ¯°®-

±²° ­±²¢  U ¨ F °¥´«¥ª±¨¢­». �®£¤  U = kerU : � imU :; F = kerF : �

imF :.

� ¯®¬­¨¬ ¯®±² ­®¢ª³ § ¤ ·¨ �®¸¨ (1.3.5) ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ (2.1.4) ¨

¯®­¿²¨¥ ¥¥ °¥¸¥­¨¿, ª®²®°»¥ ®±² ¾²±¿ £®¤­»¬¨ ¨ ¢ ¤ ­­®© ±¨²³ ¶¨¨.

����������� 2.1.3. � ¬ª­³²®¥ ¢ ­®°¬¥ ¯°®±²° ­±²¢  V ¬­®¦¥-

±²¢® P ­ §»¢ ¥²±¿ ´ §®¢»¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬ ³° ¢­¥­¨¿ (2.1.4), ¥±«¨

(i) «¾¡®¥ °¥¸¥­¨¥ v = v(t) ³° ¢­¥­¨¿ (2.1.4) «¥¦¨² ¢ P , ².¥. v(t) 2 P

8t 2 R+;

(ii) ¯°¨ «¾¡®¬ v0 2 P ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ § ¤ ·¨ (2.1.4),

(1.3.5).

������� 2.1.3.�³±²¼ ®¯¥° ²®°M (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­. �®£¤  ®¡° §

¯®«³£°³¯¯» (2.1.5) ((2.1.6)) ±®¢¯ ¤ ¥² ± ´ §®¢»¬ ¯°®±²° ­±²¢®¬ ³° ¢­¥-

­¨¿ (2.1.2) ((2.1.3)).

�²¬¥²¨¬ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ § ¬¥· ­¨¿ 1.3.2 ¢ ¤ ­­®© ±¨²³ ¶¨¨.

� ¬¥· ­¨¥ 2.1.8. �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ fV t

1 : t 2 R+g ±³¦¥­¨¥ ° §°¥¸ -
¾¹¥© ¯®«³£°³¯¯» ³° ¢­¥­¨¿ (2.1.4) ­  ¥¥ ®¡° §, ¤®®¯°¥¤¥«¥­­®¥ ²®¦¤¥-

±²¢¥­­»¬ ®¯¥° ²®°®¬ ¯°¨ t = 0. �·¥¢¨¤­®, ·²® ±¥¬¥©±²¢® fU t

1 : t 2 R+g
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(fF t

1 : t 2 R+g) ¿¢«¿¥²±¿  ­ «¨²¨·¥±ª®©, ° ¢­®¬¥°­® ®£° ­¨·¥­­®© ¨ ±¨«¼-

­® ­¥¯°¥°»¢­®© ¢ ­³«¥ ±¯° ¢  ¯®«³£°³¯¯®©, ®¯°¥¤¥«¥­­®© ­  ¯®¤¯°®±²° ­-

±²¢¥ U1 (F1).

�������� 2.1.1. �±«¨ ®¯¥° ²®° M (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­, ²® ®­ (L; p)-

° ¤¨ «¥­.

�¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ £¨¯®²¥§» 2.1.1 ¯°¨ K � 1 ®·¥¢¨¤­ .

2.2. �¤¨­¨¶» ¯®«³£°³¯¯ ¨ ®¡° ²­»© ®¯¥° ²®°

�­ · «  ®²¬¥²¨¬, ·²® ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¥¤¨­¨¶» ¯®«³£°³¯¯», ¤ ­­®¥ ¢ ¯.

1.4, £®¤¨²±¿ ¨ §¤¥±¼. �«¥¤±²¢¨¥ 2.1.1 ³¦¥ ¤ ¥² ¤®±² ²®·­»¥ ³±«®¢¨¿ ±³¹¥-

±²¢®¢ ­¨¿ ¥¤¨­¨¶ ¯®«³£°³¯¯ (2.1.5) ¨ (2.1.6). �¤­ ª® §¤¥±¼, ª ª ¨ ¢ ¯. 1.4,

¬» ³¦¥±²®·¨¬ ³±«®¢¨¿ ­  ®¯¥° ²®°» L ¨ M .

����������� 2.2.1. �¯¥° ²®° M ­ §»¢ ¥²±¿ ±¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®-

°¨ «¼­»¬ ±¯° ¢  (±«¥¢ ), ¥±«¨ ®­ (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­ ¨

kRL

(�;p)(M)(�L�M)�1Muk
U
�

const(u)

j�j
pQ

q=0

j�qj

8u 2 domM

(±³¹¥±²¢³¥² ¯«®²­»© ¢ F «¨­¥ «
�

F ² ª®©, ·²®

kM(�L�M)�1LL

(�;p)(M)fk
F
�

const(f)

j�j
pQ

q=0

j�qj

8f 2
�

F)

¯°¨ ¢±¥µ �; �0; �1; : : : ; �p 2 SL

�
(M).

� ¬¥· ­¨¥ 2.2.1. �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®¯¥° ²®° L�1 2 L(F ;U),   ®¯¥° -

²®° L�1M (¨«¨ ML�1) ±¥ª²®°¨ «¥­, ²® ®¯¥° ²®° M ±¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®-

°¨ «¥­ ±¯° ¢  ¨ ±«¥¢  ¯°¨ «¾¡®¬ p 2 f0g [ N.

������� 2.2.1.�³±²¼ ®¯¥° ²®°M ±¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­ ±¯° -

¢  (±«¥¢ ). �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨­¨¶  ¯®«³£°³¯¯» (2.1.5) ((2.1.6)).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±ª®¬ ¿ ¥¤¨­¨¶  U0 (F 0) ¯®«³· ¥²±¿ ª ª ±¨«¼­»©

¯°¥¤¥«

U0 = s� lim
t!0+

U t (F 0 = s� lim
t!0+

F t)

¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯°®¥ª²®°®¬ P (Q), ¯®±²°®¥­­»¬ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥-

¬» 1.2.1.

��������� 2.2.1. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M ±¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­

±¯° ¢  ¨ ±«¥¢ . �®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢» ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ±«¥¤±²¢¨¿ 1.4.1.

� ¬¥· ­¨¥ 2.2.2. �­ «¨²¨·¥±ª¨¥ ¯®«³£°³¯¯» (2.1.5) ¨ (2.1.6) ¨§­ -

· «¼­® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ­  ¢±¥¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ U ¨ F ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¢ ®²«¨-
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·¨¥ ®² ±¨«¼­® ­¥¯°¥°»¢­»µ ¯®«³£°³¯¯, ª®²®°»¥ ±²°®¿²±¿ ­  ¯®¤¯°®±²° ­-

±²¢¥ ~U � U ¨ ~F � F ±®®²¢¥²±²¢¥­­® (±¬. ²¥®°¥¬³ 1.3.1). �®½²®¬³ ¤®ª -

§ ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬ 1.4.2 ¨ 2.2.1 ° §«¨·­». �®«¥¥ ²®£®, ¤® ±¨µ ¯®° ­¥ ³±² -

­®¢«¥­  ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¯®­¿²¨¿¬¨ \±¨«¼­® (L; p)-° ¤¨ «¼­»© ±¯° ¢  (±«¥¢ )

®¯¥° ²®° M" ¨ \±¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®°¨ «¼­»© ±¯° ¢  (±«¥¢ ) ®¯¥° ²®° M".

�  ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¥ ² ª®© ±¢¿§¨ ³ª §»¢ ¥² ±µ®¦¥±²¼ ¯®«³·¥­­»µ °¥§³«¼² -

²®¢.

� ª ¨ ¢ ¯. 1.4 ¢¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥­¨¥ ®¯¥° ²®°» Lk ¨ Mk; k = 0; 1.

�§ ±«¥¤±²¢¨¿ 2.2.1 ¢»²¥ª ¥² ° ±¹¥¯«¥­¨¥ ¤¥©±²¢¨¿ ½²¨µ ®¯¥° ²®°®¢ Lk :

Uk ! Fk; Mk : domMk ! Fk ¨ ¯«®²­®±²¼ «¨­¥ «®¢ domMk ¢ U
k; k = 0; 1.

�§ § ¬¥· ­¨¿ 2.1.4 ¨ «¥¬¬» 1.2.1 (iii) ¢»²¥ª ¥² ±³¹¥±²¢®¢ ­¨¿ ®¯¥° ²®° 

M�1
0 2 L(F0;U0). �¡° ²¨¬±¿ ª ¯®¨±ª³ ¤®±² ²®·­»µ ³±«®¢¨© ±³¹¥±²¢®¢ -

­¨¿ ®¯¥° ²®°  L�11 2 L(F1;U1).

����������� 2.2.2. �¯¥° ²®° M ­ §»¢ ¥²±¿ ±¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®-
°¨ «¼­»¬, ¥±«¨ ®­ ±¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­ ±«¥¢  ¨

kRL

(�;p)(M)(�L�M)�1k
L(F;U) �

K

j�j
pQ

q=0
j�qj

¯°¨ ¢±¥µ �; �0; �1; : : : ; �p 2 SL

�
(M).

� ¬¥· ­¨¥ 2.2.3. �¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®°¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° M ±¨«¼­®

(L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­ ±¯° ¢ .

� ¬¥· ­¨¥ 2.2.4. �±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ®¯¥° ²®° L�1 2 L(F ;U),   ®¯¥° -

²®° L�1M (¨«¨ ML�1) ±¥ª²®°¨ «¥­, ²® ®¯¥° ²®° M ±¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®-

°¨ «¥­ ¯°¨ «¾¡®¬ p 2 f0g [ N.

�³±²¼ ®¯¥° ²®°M (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­,   ª®­²³° � � SL

�
(M) ² ª®© ¦¥,

ª ª ¢ (2.1.5). �¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥­¨¥ ±¥¬¥©±²¢® ®¯¥° ²®°®¢

Rt

L
=

1

2�i

Z
�

(�L�M)�1e�td�; t 2 R+:

����� 2.2.1. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­. �®£¤ 

(i) ±¥¬¥©±²¢® ®¯¥° ²®°®¢ fRt

L
: t 2 R+g  ­ «¨²¨·­® ¢ ±¥ª²®°¥ f� 2

C : j arg � j < � � �=2g;

(ii) Rt

L
L = U t; LRt

L
= F t 8t 2 R+;

(iii) Rs+t
L

= U sRt

L
= Rs

L
F t 8s; t 2 R+.

� ¬¥· ­¨¥ 2.2.4. �¥ª²®° f� 2 C : j arg� j < � � �=2g «¥¦¨² ¢ ®¡« ±²¨

 ­ «¨²¨·­®±²¨ ¯®«³£°³¯¯ (2.1.5) ¨ (2.1.6).

����� 2.2.2. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M ±¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­ ±¯° ¢ 

(±«¥¢ ). �®£¤ 

(i) Rt

L
= PRt

L
(Rt

L
= Rt

L
Q) 8t 2 R+;
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(ii) U1 =
S

t2R+

imRt

L
(kerRt = F0 8t 2 R+).

����� 2.2.3. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M ±¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­. �®£¤ 

±¥¬¥©±²¢® fRt

L
: t 2 R+g ° ¢­®¬¥°­® ®£° ­¨·¥­®.

� ¬¥· ­¨¥ 2.2.5. �­¨¦¥­¨¾ ²°¥¡®¢ ­¨© ¢ «¥¬¬ µ 2.2.1 ¨ 2.2.2 ¯® ±° ¢-

­¥­¨¾ ± «¥¬¬®© 2.2.3 [40] ¬» ®¡¿§ ­» [30].

������� 2.2.2. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M ±¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­.

�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ®¯¥° ²®° L�11 2 L(F1;U1).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �±ª®¬»© ®¯¥° ²®° ¿¢«¿¥²±¿ ±³¦¥­¨¥¬ ­  F1 ±¨«¼-

­®£® ¯°¥¤¥«  s � lim
t!0+

Rt

L
:

�®±²°®¨¬ ®¯¥° ²®°» S1 = L�11 M1; domS1 = domM1, ¨ T1 = M1L
�1
1 ;

domT1 = L1[domS1]. �¡  ®¯¥° ²®°  § ¬ª­³²» ¨ ¯«®²­® ®¯°¥¤¥«¥­».

��������� 2.2.2. � ³±«®¢¨¿µ ²¥®°¥¬» 2.2.2 ®¯¥° ²®°» S1 ¨ T1
±¥ª²®°¨ «¼­» ¨ ¿¢«¿¾²±¿ £¥­¥° ²®° ¬¨ ¯®«³£°³¯¯ fU t

1 : t 2 R+g ¨

fF t

1 : t 2 R+g, ®¯°¥¤¥«¥­­»µ ¢ § ¬¥· ­¨¨ 2.1.8, ¯°¨·¥¬ S�(S1) = S�(T1).

2.3. �¥­¥° ²®°»  ­ «¨²¨·¥±ª¨µ ¯®«³£°³¯¯

�³±²¼ U ¨ F | ¡ ­ µ®¢» ¯°®±²° ­±²¢ . �¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥­¨¥ ³±«®-

¢¨¥

(B1) �³±²¼ ±³¹¥±²¢³¾² ¤¢¥  ­ «¨²¨·¥±ª¨¥ ¨ ±¨«¼­® ­¥¯°¥°»¢­»¥

±¯° ¢  ¢ ­³«¥ ¯®«³£°³¯¯» fU t : t 2 R+g ¨ fF t : t 2 R+g ®¯¥° ²®°®¢

U t 2 L(U) ¨ F t 2 L(F) ± ¿¤° ¬¨.

� ª ¨ ¢ ¯. 1.6, ° ±¹¥¯¨¬ ¥¤¨­¨¶ ¬¨ P ¨ Q ¯°®±²° ­±²¢  U ¨ F .

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ fU t

1 : t 2 R+g (fF t

1 : t 2 R+g) ±³¦¥­¨¥ ¯®«³£°³¯¯»

fU t : t 2 R+g (fF t : t 2 R+g) ­  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® U1 = imP = imU :

(F1 = imQ = imF :). �®«³·¨¢¸¨¥±¿ ±³¦¥­¨¿ ¿¢«¿¾²±¿ ­¥¢»°®¦¤¥­­»-

¬¨  ­ «¨²¨·¥±ª¨¬¨ ¯®«³£°³¯¯ ¬¨ ¨ ¯®  ­ «¨²¨·¥±ª®© ¢¥°±¨¨ ²¥®°¥¬»

����� ®¡« ¤ ¾² £¥­¥° ²®° ¬¨ S1 2 Cl(U
1) ¨ T1 2 Cl(F

1) ±®®²¢¥²±²¢¥­-

­®. �¯¥° ²®°» S1 ¨ T1 ±¥ª²®°¨ «¼­», ¯°¨·¥¬, ­¥ ³²° ²¨¢ ®¡¹­®±²¨, ¬®¦­®

±·¨² ²¼, ·²® S�(S1) = S�(T1). �²±¾¤  ±«¥¤³¾² ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿

U t

1 =
1

2�i

Z
�

R�(S1)e
�td�; F t

1 =
1

2�i

Z
�

R�(T1)e
�td� (2:3:1)

¯°¨ t 2 R+ ¨ s � lim
t!0+

U t

1 = I , s � lim
t!0+

F t

1 = I , ª®­²³° � � S�(S1) ² ª®¢,

·²® arg�! �� ¯°¨ j�j ! +1; � 2 �.

�¥¯¥°¼ ¯³±²¼ ¢»¯®«­¥­» ¢±¥ ³±«®¢¨¿ (A2)-(A4) ¨§ ¯. 1.6. � ª ¦¥, ª ª

² ¬, ¯®±²°®¨¬ ®¯¥° ²®°» ~L = L0(I � P ) +L1P , ~M =M0(I � P ) +L1S1P ,

dom ~M = domM0 _+domS1. �¯° ¢¥¤«¨¢ 
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������� 2.3.1. �³±²¼ ¢»¯®«­¥­» ¢±¥ ³±«®¢¨¿ (B1), (A2){(A4).

�®£¤  ®¯¥° ²®° ~M ±¨«¼­® (~L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­, ¯°¨·¥¬

(i) ¤«¿ ¯®«³£°³¯¯ fU t : t 2 R+g ¨ fF t : t 2 R+g ¨¬¥¾² ¬¥±²® ¯°¥¤-

±² ¢«¥­¨¿ (2.1.5) ¨ (2.1.6) ±®®²¢¥²±²¢¥­­®;

(ii) ®¯¥° ²®° L�11 ¿¢«¿¥²±¿ ±³¦¥­¨¥¬ ­  F1 ®¯¥° ²®° 

s � lim
t!0+

Z
�

(�~L � ~M)�1e�td� :

�¤¥±¼ ª®­²³° � ² ª®© ¦¥, ª ª ¢ (2.3.1).

� «¥¥, ¯®±ª®«¼ª³ ¯®«³£°³¯¯» (2.3.1) ±¨«¼­® ­¥¯°¥°»¢­» ±¯° ¢  ­ 

R+, ²® ¤«¿ ¯®«³£°³¯¯ fU t : t 2 R+g ¨ fF t : t 2 R+g, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ

³±«®¢¨¾ (B1), ¢»¯®«­¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥ (A1). �®½²®¬³ ±¯° ¢¥¤«¨¢®

��������� 2.3.1. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M ±¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­.

�®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® q 2 N ®¯¥° ²®° M ±¨«¼­® (L; p+ q)-±¥ª²®°¨ «¥­.

��������� 2.3.2. �¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®°¨ «¼­»© ®¯¥° ²®° M ¿¢«¿-

¥²±¿ ±¨«¼­® (L; p)-° ¤¨ «¼­»¬.

2.4. �°³¯¯» ° §°¥¸ ¾¹¨µ ®¯¥° ²®°®¢

�³±²¼ ®¯¥° ²®° L 2 L(U ;F),   ®¯¥° ²®° M 2 Cl(U ;F). �¯¥° ²®° M

­ §»¢ ¥²±¿ (L; �)-®£° ­¨·¥­­»¬, ¥±«¨

9a > 0 8� 2 C (j�j > a)) (� 2 �L(M)):

(L; �)-®£° ­¨·¥­­»¥ ®¯¥° ²®°» ¨ ¯®°®¦¤ ¥¬»¥ ¨¬¨ £°³¯¯» ° §°¥¸ ¾¹¨µ

®¯¥° ²®°®¢ ³° ¢­¥­¨©

RL

�
(M) _u = (�L�M)�1Mu; (2:4:1)

LL

�
(M) _f =M(�L�M)�1f; (2:4:2)

½ª¢¨¢ «¥­²­»µ ³° ¢­¥­¨¾ (2.1.1), ¤®±² ²®·­® ¯®¤°®¡­® ° ±±¬®²°¥­» ¢ [40].

�¤¥±¼ ¬» ¯°¨¢¥¤¥¬ ²®«¼ª® ²¥ °¥§³«¼² ²», ª®²®°»¥ ­³¦­» ­ ¬ ¤«¿ ®¡®¡-

¹¥­¨¿ ° ¢­®¬¥°­®© ¢¥°±¨¨ ²¥®°¥¬» �����.

� ¬¥· ­¨¥ 2.4.1. �±«¨ ®¯¥° ²®° L ´°¥¤£®«¼¬®¢ ¨ ¢¬¥±²® L-°¥§®«¼¢¥­-

²» (�L�M)�1 ®¯¥° ²®° M ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ®¯¥° ²®°­»© ¯³·®ª L��M , ²®

¯®­¿²¨¥ ®²­®±¨²¥«¼­®© �-®£° ­¨·¥­­®±²¨ ®ª ¦¥²±¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­»¬ ¯®­¿-

²¨¾ °¥£³«¿°­®±²¨ ®¯¥° ²®°­®£® ¯³·ª  [15; 16].

������� 2.4.1. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M (L; �)-®£° ­¨·¥­. �®£¤  ±³¹¥-

±²¢³¾²  ­ «¨²¨·¥±ª¨¥ ° §°¥¸ ¾¹¨¥ £°³¯¯» ³° ¢­¥­¨© (2.4.1) ¨ (2.4.2).

�±ª®¬»¥ £°³¯¯» § ¤ ¾²±¿ ¨­²¥£° « ¬¨ (2.1.5) ¨ (2.1.6), £¤¥ ª®­²³°

� = f� 2 C : j�j = r > ag. �® ¯®±²°®¥­¨¾ ½²¨ £°³¯¯» ¨¬¥¾² ¥¤¨­¨¶»,
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ª®²®°»¥ ¬®£³² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥­» ¨­²¥£° « ¬¨ ²¨¯  �.�¨±± 

P =
1

2�i

Z
�

RL

�
(M)d�; Q =

1

2�i

Z
�

LL

�
(M)d�

±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �®±ª®«¼ª³ ¥¤¨­¨¶» P ¨ Q ¿¢«¿¾²±¿ ¯°®¥ª²®° ¬¨, ²® ®­¨

° ±¹¥¯«¿¾² ¯°®±²° ­±²¢  U = U0 � U1 ¨ U = U0 � U1 ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ¢
¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ ¿¤°  ¨ ®¡° §  £°³¯¯». �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ Lk (Mk) ±³¦¥­¨¥

®¯¥° ²®°  L (M) ­  Uk (domMk = domM \ Uk); k = 0; 1:

������� 2.4.2. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M (L; �)-®£° ­¨·¥­. �®£¤ 

(i) ®¯¥° ²®°» Lk 2 L(U
k;Fk); k = 0; 1;

(ii) ®¯¥° ²®°» M0 2 Cl(U
0;F0); M1 2 L(U

1;F1);

(iii) ±³¹¥±²¢³¾² ®¯¥° ²®°» L�11 2 L(F1;U1) ¨ M�1
0 2 L(F0;U0).

�®±²°®¨¬ ®¯¥° ²®°» G = M�1
0 L0; H = L0M

�1
0 ; S1 = L�11 M1;

T1 = M1L
�1
1 . �® ²¥®°¥¬¥ 2.4.2 G 2 L(U0); H 2 L(F0); S1 2 L(U1);

T1 2 L(F
1).

��������� 2.4.1. � ³±«®¢¨¿µ ²¥®°¥¬» 2.4.2 ®¯¥° ²®°» G ¨ H ª¢ -

§¨­¨«¼¯®²¥­²­».
(� ¯®¬­¨¬, ·²® ®¯¥° ²®° A ­ §»¢ ¥²±¿ ª¢ §¨­¨«¼¯®²¥­²­»¬, ¥±«¨

¥£® ±¯¥ª²° �(A) = f0g.)

�§ ²¥®°¥¬» 2.4.2 ¨ ±«¥¤±²¢¨¿ 2.4.1 ¢»²¥ª ¥² ¢®§¬®¦­®±²¼ ¯°¥¤±² -

¢«¥­¨¿ L-°¥§®«¼¢¥­²» ®¯¥° ²®°  M °¿¤®¬ �®° ­ 

(�L�M)�1 = �
1P
k=0

�kGkM�1
0 (I �Q) +

1P
k=1

��kSk�1
1 L�11 Q =

�
1P
k=0

�kM�1
0 Hk(I � Q) +

1P
k=1

��kL�11 T k�1
1 Q;

(2:4:3)

£¤¥ � 2 C ; j�j > a.

�®·ª  1 ­ §»¢ ¥²±¿ ­¥±³¹¥±²¢¥­­®© ®±®¡®© ²®·ª®© L-°¥§®«¼¢¥­²»

®¯¥° ²®°  M , ¥±«¨ ®¯¥° ²®° G (¨«¨ H) ­¨«¼¯®²¥­²¥­, ¨ ±³¹¥±²¢¥­­®©

®±®¡®© ²®·ª®© ¢ ¯°®²¨¢­®¬ ±«³· ¥.

������� 2.4.3. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M (L; �)-®£° ­¨·¥­, ¯°¨·¥¬ 1 |

­¥±³¹¥±²¢¥­­ ¿ ®±®¡ ¿ ²®·ª  L-°¥§®«¼¢¥­²» ®¯¥° ²®°  M . �®£¤  ´ §®-

¢®¥ ¯°®±²° ­±²¢® ³° ¢­¥­¨¿ (2.4.1) ((2.4.2)) ±®¢¯ ¤ ¥² ± U1 (F1).

� ¬¥· ­¨¥ 2.4.2. � [40] ¯°¨¢¥¤¥­ ¯°¨¬¥° ­¥®¤­®§­ ·­®© ° §°¥¸¨¬®-

±²¨ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ (2.1.1) ¢ ±«³· ¥ (L; �)-®£° ­¨·¥­­®±²¨ ®¯¥-

° ²®°  M ¨ ±³¹¥±²¢¥­­®© ®±®¡®© ²®·ª¨ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®±²¨.

� ¬¥· ­¨¥ 2.4.3. � [70] ³ª § ­» ¤®±² ²®·­»¥ ³±«®¢¨¿ ®¤­®§­ ·­®©

° §°¥¸¨¬®±²¨ § ¤ ·¨ �®¸¨ ¤«¿ ³° ¢­¥­¨¿ (2.1.1) ¢ ±«³· ¥ ±³¹¥±²¢¥­­®©

®±®¡®© ²®·ª¨.

� [64] ±®¤¥°¦ ²±¿ ¤®±² ²®·­»¥ ¨ ­¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ­  ®¯¥° ²®°»

L;M 2 L(U ;F), ¤ ¾¹¨¥ (L; �)-®£° ­¨·¥­­®±²¼ ®¯¥° ²®° M ¢ ±«³· ¥ ­¥±³-
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¹¥±²¢¥­­®© ®±®¡®© ²®·ª¨ ¢ ¡¥±ª®­¥·­®±²¨. � · ±²­®±²¨, ² ¬  ­®­±¨°®¢ ­,

  ¢ [42] ¤®ª § ­ ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ².

������� 2.4.4. �³±²¼ ®¯¥° ²®°» L;M 2 L(U ;F), ¯°¨·¥¬ ®¯¥° -

²®° L ´°¥¤£®«¼¬®¢. �®£¤  ±«¥¤³¾¹¨¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­»:

(i) ®¯¥° ²®°M (L; �)-®£° ­¨·¥­, ¯°¨·¥¬1 { ­¥±³¹¥±²¢¥­­ ¿ ®±®¡ ¿

²®·ª  L-°¥§®«¼¢¥­²» ®¯¥° ²®°  M ;

(ii) ¤«¨­» ¢±¥µ ¶¥¯®·¥ª M -¯°¨±®¥¤¨­¥­­»µ ¢¥ª²®°®¢ ®¯¥° ²®°  L

®£° ­¨·¥­» ­¥ª®²®°»¬ ·¨±«®¬ p 2 N.

(�» ­ §»¢ ¥¬ ®¯¥° ²®° ´°¥¤£®«¼¬®¢»¬, ¥±«¨ ¥£® ¨­¤¥ª± ° ¢¥­ ­³«¾.)

� ¬¥· ­¨¥ 2.4.4. �¥®°¥¬  2.4.4 ±«³¦¨² ¬®±²®¬ ¬¥¦¤³ ¨§« £ ¥¬»¬¨

§¤¥±¼ °¥§³«¼² ² ¬¨ ¨ °¥§³«¼² ² ¬¨ ¬­®£®·¨±«¥­­»µ ° ¡®² [15; 16; 17; 46;

47], ¢ ª®²®°»µ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿ ±«³· © ´°¥¤£®«¼¬®¢  ®¯¥° ²®°  L.

�¥¯¥°¼ ¯¥°¥©¤¥¬ ª ®¡° ¹¥­¨¾ ®¡®¡¹¥­­®© ° ¢­®¬¥°­®© ¢¥°±¨¨ ²¥®-

°¥¬» �����. � ±±¬®²°¨¬ ³±«®¢¨¥

(C1) �³±²¼ ±³¹¥±²¢³¾² ¤¢¥  ­ «¨²¨·¥±ª¨¥ £°³¯¯» fU t : t 2 Rg ¨

fF t : t 2 Rg ®¯¥° ²®°®¢ U t 2 L(U) ¨ F t 2 L(F) ± ¿¤° ¬¨.
�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ fU t

1 : t 2 Rg ¨ fF t

1 : t 2 Rg ±³¦¥­¨¿ ½²¨µ £°³¯¯

­  ®¡° §» ¨µ ¥¤¨­¨¶ ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �® ° ¢­®¬¥°­®© ¢¥°±¨¨ ²¥®°¥¬»

����� ¯®«³·¥­­»¥ ±³¦¥­¨¿ ¨¬¥¾² £¥­¥° ²®° ¬¨ ®¯¥° ²®°» S1 2 L(U
1)

¨ T1 2 L(F1), ¯°¨·¥¬ ¨¬¥¾² ¬¥±²® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ (2.3.1), £¤¥ ª®­²³° � =

f� 2 C : j�j = rg; r >  , £¤¥ a | ¬ ª±¨¬ «¼­»© ¨§ ±¯¥ª²° «¼­»µ ° ¤¨³±®¢

®¯¥° ²®°®¢ S1 ¨ T1.

�¥¯¥°¼ ¯³±²¼ ¢»¯®«­¥­» ¢±¥ ³±«®¢¨¿ (�1), (A2)-(A4). �®±²°®¨¬ ®¯¥-

° ²®°»
~L = L0(I � P ) + L1P;

~M =M0(I � P ) + L1S1P ; dom ~M = domM0 _+U
1 :

�¯° ¢¥¤«¨¢ 

������� 2.4.5. �³±²¼ ¢»¯®«­¥­» ¢±¥ ³±«®¢¨¿ (C1), (A2){(A4).

�®£¤  ®¯¥° ²®° ~M (~L; �)-®£° ­¨·¥­, ¯°¨·¥¬

(i) 1 | ­¥±³¹¥±²¢¥­­ ¿ ®±®¡ ¿ ²®·ª  ~L-°¥§®«¼¢¥­²» ®¯¥° ²®° 

~M ;

(ii) ¤«¿ £°³¯¯ fU t : t 2 Rg ¨ fF t : t 2 Rg ¨¬¥¾² ¬¥±²® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿

(2.1.5) ¨ (2.1.6) ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, £¤¥ ª®­²³° � = f� 2 C : j�j = r > ag:

� ­ ª®­¥¶, ³±² ­®¢¨¬ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ (L; �)-®£° ­¨·¥­­»¬¨ ¨ (L; p)-

±¥ª²®°¨ «¼­»¬¨ ®¯¥° ²®° ¬¨.

������� 2.4.6. �³±²¼ ®¯¥° ²®° M (L; �)-®£° ­¨·¥­, ¯°¨·¥¬ 1 |

­¥±³¹¥±²¢¥­­ ¿ ®±®¡ ¿ ²®·ª  L-°¥§®«¼¢¥­²» ®¯¥° ²®°  M . �®£¤  ®¯¥-

° ²®° M ±¨«¼­® (L; p)-±¥ª²®°¨ «¥­.

�®ª § ²¥«¼±²¢® ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ¢»²¥ª ¥² ¨§ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ (2.4.3)

± ³·¥²®¬ ­¨«¼¯®²¥­²­®±²¨ ®¯¥° ²®°  G (¨«¨ H , ·²® ¢ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­®±²¨

®¤­® ¨ ²® ¦¥).
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3. �¥ª®²®°»¥ ¯°¨«®¦¥­¨¿

3.1. �¨­¥©­ ¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢­¥­¨© �±ª®«ª®¢ 

�³±²¼ 
 2 Rn { ®£° ­¨·¥­­ ¿ ®¡« ±²¼ ± £° ­¨¶¥© @
 ª« ±±  C1: �

¶¨«¨­¤°¥ 
�R ¯®±² ¢¨¬ § ¤ ·³ �®¸¨ { �¨°¨µ«¥

v(x; 0) = v0(x) ; x 2 
 ; (3:1:1)

v(x; t) = 0 ; (x; t) 2 @
�R (3:1:2)

¤«¿ ±¨±²¥¬» ³° ¢­¥­¨© �±ª®«ª®¢ 

(��r2)vt = �r2v � p+ g ; 0 = r(r � v); (3:1:3)

¬®¤¥«¨°³¾¹³¾ ¢ «¨­¥©­®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¤¨­ ¬¨ª³ ¢¿§ª®³¯°³£®© ¦¨¤ª®-

±²¨ ²¨¯  �¥«¼¢¨­ -�®©£²  [69]. �¤¥±¼ v = (v1; v2; : : : ; vn) ¨ p = (p1; p2; : : : ; pn)

| ¨±ª®¬»¥ ¢¥ª²®° ´³­ª¶¨¨ ±ª®°®±²¨ ¨ £° ¤¨¥­²  ¤ ¢«¥­¨¿ ¦¨¤ª®±²¨,
g = (g1; g2; : : : ; gn) | § ¤ ­­ ¿ ¢¥ª²®°-´³­ª¶¨¿, ®²¢¥· ¾¹ ¿ ¢­¥¸­¥¬³ ¢®§-

¤¥©±²¢¨¾. � ° ¬¥²°» � 2 R ¨ � 2 R+ µ ° ª²¥°¨§³¾² ³¯°³£¨¥ ¨ ¢¿§-

ª¨¥ ±¢®©±²¢  ¦¨¤ª®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢¥­­®. � ¬¥²¨¬ ¥¹¥, ·²® ¢ ±¨«³ ²¥®°¥¬»

� ³±± {�±²°®£° ¤±ª®£®, ®£° ­¨·¥­­®±²¨ ®¡« ±²¨ 
 ¨ ³±«®¢¨¿ (3.1.2) ±¨±²¥-

¬  ³° ¢­¥­¨© r(r � v) = 0 ½ª¢¨¢ «¥­²­  ³° ¢­¥­¨¾ r � v = 0.

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ H � (H �) § ¬»ª ­¨¥ ¢ ­®°¬¥ (L
2(
))n «¨­¥ «  ±®«¥-

­®¨¤ «¼­»µ (¯®²¥­¶¨ «¼­»µ) ´¨­¨²­»µ ¢¥ª²®°-´³­ª¶¨© ¨§ (C1(
))n. �®-

«®¦¨¬ U = H
2
�
� H 2

�
� H p, F = H � � H � � H p, £¤¥

H
2
�(�) = (W 2

2 (
)�
�

W 1
2 (
))

n \ H
�(�), H p = H � . �¥ª²®°» u 2 U ¨ f 2 F

¨¬¥¾² ¢¨¤ u = (u�; u�; up) ¨ f = (f�; f�; fp), ¯°¨·¥¬ v� = �v, v� =

�v, vp = p, £¤¥ � : (L2(
))n ! H � | ¯°®¥ª²®° ¢¤®«¼ H �, � = I � �.

�¯¥° ²®°» L ;M 2 L(U ;F) § ¤ ¤¨¬ ¬ ²°¨¶ ¬¨

L =

0
@ �A� �A� O

�A� �A� O

O O O

1
A ; M =

0
@ ��A ��A O

��A ��A �I

O B O

1
A ;

£¤¥ ®¯¥° ²®°» A = r2En (En | ¥¤¨­¨·­ ¿ ¬ ²°¨¶  ¯®°¿¤ª  n), A� =
= ��A, B : u� ! r(r�u�). � ª µ®°®¸® ¨§¢¥±²­®, ±¯¥ª²° �(A) ®¯¥° ²®° 

A : (W 2
2 (
)\

�

W 1
2 (
))

n ! (L2(
))n ¢¥¹¥±²¢¥­¥­, ¤¨±ª°¥²¥­, ª®­¥·­®ª° ²¥­

¨ ±£³¹ ¥²±¿ ª �1. �®½²®¬³ ¥±«¨ � =2 �(A), ²® kerL = f0g � f0g � H p,

imL = H ��H ��f0g, ¨, §­ ·¨², ®¯¥° ²®° L ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ´°¥¤£®«¼¬®¢»¬.

������� 3.1.1. �°¨ «¾¡»µ � 2 R n �(A) ¨ � 2 R+ ®¯¥° ²®° M

(L; �)-®£° ­¨·¥­, ¯°¨·¥¬ 1 | ¯®«¾± ¯®°¿¤ª  1 L-°¥§®«¼¢¥­²» ®¯¥° ²®° 

M .
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�®«­®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 3.1.1 ¨ ¥¥ ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ª § ¤ ·¥ (3.1.1){

(3.1.3) ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ [63]. �¤¥±¼ ¦¥ ¬» ®²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ±«³· ¥ g = 0 § ¤ · 

(3.1.1){(3.1.3) °¥¤³¶¨°³¥²±¿ ª § ¤ ·¥ (0.2), (0.1),   §­ ·¨², ¬®¦­® ¢®±¯®«¼-

§®¢ ²¼±¿ °¥§³«¼² ² ¬¨ ¯. 2.4.

3.2. �¨­¥©­ ¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢­¥­¨© � ¢¼¥ { �²®ª± 

�³±²¼ ®¡« ±²¼ 
 � R
n
² ª ¿ ¦¥, ª ª ¢ ¯. 3.1. � ¯®«³¶¨«¨­¤°¥ 
�R+

° ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ (3.1.1), (3.1.2) ¤«¿ ±¨±²¥¬» ³° ¢­¥­¨©

vt = �r2v � p+ g ; 0 = r(r � v) : (3:2:1)

�¨±²¥¬  (3.2.1) ¯®±²°®¥­   ­ «®£¨·­® ±¨±²¥¬¥ (3.1.3) ¢ [63; 69]. �®«®¦¨¬

U = F = H ��H ��H p, ®¯¥° ²®°» L; M : U ! F § ¤ ¤¨¬ ¬ ²°¨¶ ¬¨

L =

0
@ I O O

O I O

O O O

1
A ; M =

0
@ ��A ��A O

��A ��A �I

O B O

1
A ;

domL = U , domM = H
2
�
� H 2

�
� H p. �·¥¢¨¤­®, ®¯¥° ²®° L 2 L(U ;F) ¨

­¥´°¥¤£®«¼¬®¢,   ®¯¥° ²®° M 2 Cl(U ;F).

������� 3.2.1. �°¨ «¾¡»µ � 2 R+ ®¯¥° ²®° M ±¨«¼­® (L; 1)-

±¥ª²®°¨ «¥­.

�®ª § ²¥«¼±²¢®  ­ «®£¨·­® ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ²¥®°¥¬» 3.1.1 [63]. �²¬¥-

²¨¬ ®²«¨·¨¥ ­ ¸¥£® ¯®¤µ®¤  ª § ¤ ·¥ (3.1.1), (3.1.2), (3.2.1) ®² ¯°¥¤«®¦¥­-

­®£® ¢ [20; 21].

3.3. �¨­¥©­ ¿ ±¨±²¥¬  ³° ¢­¥­¨© \°¥ ª¶¨¨ { ¤¨´´³§¨¨"

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ¢ ¯®«³¶¨«¨­¤°¥ 
�R+ § ¤ ·³ (3.1.1), (3.1.2) ¤«¿

±¨±²¥¬» ³° ¢­¥­¨©

0 = �1�v1 + a11v1 + a12v2 ; _v2 = �2�v2 + a21v1 + a22v2; (3:3:1)

¬®¤¥«¨°³¾¹³¾ ¢ «¨­¥©­®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ¢»°®¦¤¥­­³¾ ±¨±²¥¬³ \°¥ ª¶¨¨

{ ¤¨´´³§¨¨" [38]. �¤¥±¼ (v1; v2) = v | ¢¥ª²®°{´³­ª¶¨¿ ª®­¶¥­²° ¶¨©,

¯°¨·¥¬ ®¤­  ¨§ ¥¥ ª®¬¯®­¥­² (v1 = v1(x; t)) \¨§¬¥­¿¥²±¿ ¡»±²°¥¥ ¤°³£®©".

� ° ¬¥²°» �k 2 R+, akl 2 R, k; l = 1; 2.

�®«®¦¨¬ U = F = (L2(
))2, ®¯¥° ²®°» L; M : U ! F § ¤ ¤¨¬

¬ ²°¨¶ ¬¨ �
O O

O I

�
;

�
�1�+ a11 a12

a21 �2�+ a22

�
;
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domL = U , domM = (W 2
2 (
)\

�

W 1
2(
))

2. �·¥¢¨¤­®, ®¯¥° ²®° L 2 L(U ;F) ¨

­¥´°¥¤£®«¼¬®¢,   ®¯¥° ²®° M 2 Cl(U ;F).

������� 3.3.1. �³±²¼ �k 2 R+, a11 2 R
�
. �®£¤  ®¯¥° ²®° M

±¨«¼­® (L; 0)-° ¤¨ «¥­.

�±«¨ a12 = 0, ²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¢»²¥ª ¥² ¨§ ° ¤¨ «¼­®±²¨ ®¯¥° ²®° 

�2�+a22. �±«¨ a12 6= 0, ²® ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¼ ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥² ¨§ ° ¤¨ «¼­®-

±²¨ ®¯¥° ²®°  �2�+a22+a21a12G1, £¤¥ G1 | ®¯¥° ²®° �°¨­  ®¤­®°®¤­®©

§ ¤ ·¨ �¨°¨µ«¥ ¤«¿ ®¯¥° ²®°  �1�+ a11 ¢ ®¡« ±²¨ 
.
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SUMMARY

The article is kept a number of new results which are devoted to the

solving semigroups of the linear operator equations of the �rst order with the

irreversible operator multiplied by the derivative. In the �rst part of the article

strongly continuous semigroups with kernels are analyzed and their kernels

and images are described and besides that the general Hille{Ioshida{Feller{

Miadera{Fillips theorem is proved. In the second part analytical semigroups

of operators with kernels are analyzed and the coincidence of phase space and

image of solving semigroup are established and the analytical version of theorem

which is indicated above is proved. Besides that the article is kept the results

concerning the analytical groups of operators with kernels. Illustrative examples

from the applications are cited.
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