
âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2013. � 4 3ÌàòåìàòèêàÓÄÊ 515.12 ÎÖÅÍÊÈ ÄËß �ÀÇÌÅ�ÍÎÑÒÈ (m,n)-dimÂ.Â. Ôåäîð÷óê1�àçìåðíîñòü (m,n)-dim îöåíèâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ëåáåãîâîé ðàçìåðíîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçìåðíîñòü, ðàçìåðíîñòü (m,n)-dim, ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîåïðîñòðàíñòâî.Dimension (m,n)-dim is estimated by means of the Lebesgue dimension.Key words: dimension, dimension (m,n)-dim, separable metri spae.Ââåäåíèå. Â ðàáîòå [1℄ áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå (m,n)-C-ïðîñòðàíñòâà. Âñÿêîå C-ïðîñòðàíñòâî â ñìûñ-ëå Õýéâåðà�Àääèñà��ðýøåìà (ñì. [2, 3℄) ÿâëÿåòñÿ (m,n)-C-ïðîñòðàíñòâîì, à âñÿêîå (m,n)-C-ïðîñòðàíñòâîïðè m > n ñëàáî áåñêîíå÷íîìåðíî â ñìûñëå Ñìèðíîâà.Â ðàáîòå [4℄ áûëà îïðåäåëåíà è èññëåäîâàíà ðàçìåðíîñòü (m,n)-dim, îáîáùàþùàÿ ëåáåãîâó ðàçìåð-íîñòü dim: dimX = (2, 1)-dimX.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè ðàçìåðíîñòè (m,n)-dim ïîñðåäñòâîì ëåáåãîâîé ðàçìåðíîñòè,à èìåííî
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(òåîðåìà 6);åñëè n(m,n)-dimX + n < m, òî

(m,n)-dimX >
dimX

n
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1

n
(òåîðåìà 8).Ê îñíîâíûì ðåçóëüòàòàì îòíîñèòñÿ è òåîðåìà 11.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Âñå ïðîñòðàíñòâà ïðåäïîëàãàþòñÿ íîðìàëüíûìè. Èñïîëüçóþòñÿñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:1) åñëè A ⊂ X, òî [A] � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A â X. ×åðåç N îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ íàòó-ðàëüíûõ ÷èñåë;2) cov(X) � ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ ïîêðûòèé X, covm(X) � ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ ïîêðûòèé,ñîñòîÿùèõ èç 6 m ýëåìåíòîâ;3) ïóñòü u è v � ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Ñèìâîë u ≺ v îçíà÷àåò, ÷òî v âïèñàíî â u, ò.å.êàæäîå ìíîæåñòâî V ∈ v ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì U ∈ v.Åñëè u = (U1, . . . , Um), v = (V1, . . . , Vm) � óïîðÿäî÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî îòíîøåíèå u ≺ vîçíà÷àåò, ÷òî Vj ⊂ Uj , j = 1, . . . ,m;4) êðàòíîñòü ñåìåéñòâà u ìíîæåñòâ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ordu, ò.å. ordu � òàêîå íàèáîëüøåå n, ÷òî

u ñîäåðæèò n ýëåìåíòîâ ñ íåïóñòûì ïåðåñå÷åíèåì. Â ÷àñòíîñòè, ordu 6 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñåìåéñòâî u äèçúþíêòíî;5) åñëè α1, . . . , αr � ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ, òî ÷åðåç α1∧ . . .∧αr îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõïåðåñå÷åíèé A1 ∩ . . . ∩Ar, ãäå Ai ∈ αi.Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ui ∈ cov(X), òî u1 ∧ . . . ∧ ur ∈ cov(X). �Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü u = (U1, . . . , Um) � êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ è u ≺ v. Óêðóïíå-íèåì ñåìåéñòâà v îòíîñèòåëüíî u íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü W (v, u) = (W1, . . . ,Wm):
W1 =

⋃

{

V ∈ v : V ⊂ U1

}

, Wj =
⋃

{

V ∈ v : V ⊂ Uj ; V 6⊂ Vk, k < j
}

.Ïðåäëîæåíèå 2. Âåðíû ñîîòíîøåíèÿ ⋃

W (v, u) =
⋃

v, ordW (v, u) 6 ordv. �1Ôåäîð÷óê Âèòàëèé Âèòàëüåâè÷ � äîêòîð �èç.-ìàò. íàóê, ïðî�., çàâ. êà�. îáùåé òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè ìåõ.-ìàò. �-òàÌ�Ó, e-mail: vvfedorhuk�gmail.om.2 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 4



4 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2013. � 4Ëåììà [5℄. Ïóñòü u = (U1, . . . , Um) ∈ covm(X) è Φ = (F1, . . . , Fm) � òàêîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõìíîæåñòâ, ÷òî Fj ⊂ Uj , j = 1, . . . ,m. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè OFj , ÷òî
Fj ⊂ OFj ⊂ [OFj ] ⊂ Uj ; ord

(

[OF1], . . . , [OFm]
)

= ordΦ. �Ïðåäëîæåíèå 3 [5℄. Ïóñòü u ∈ covm(X) è ordu 6 k. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ñåìåéñòâà u1, . . . , ukîòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X, ÷òî ordui 6 1, u ≺ ui, u1 ∪ . . . ∪ uk ∈ cov(X). �Èç òåîðåìû î õàðàêòåðèçàöèè ðàçìåðíîñòè dim ïîñðåäñòâîì ñóùåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé â ñèìïëåêñ[5℄ âûòåêàåòÒåîðåìà 1. Èìååì dimX 6 k, k > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âî âñÿêîå ïîêðûòèå u ∈ covk+2(X)ìîæíî âïèñàòü ïîêðûòèå v ∈ cov(X) êðàòíîñòè 6 k + 1. �Îïðåäåëåíèå 2 [4℄. Ïóñòü u = (U1, . . . , Um) ∈ covm(X) è Φ = (F1, . . . , Fm) � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ X, ÷òî
Fj ⊂ Uj, j = 1, . . . ,m; ordΦ 6 1.Òîãäà (u,Φ) íàçûâàåòñÿ m-ïàðîé â X. Ìíîæåñòâî âñåõ m-ïàð â X îáîçíà÷àåòñÿ m(X).Îïðåäåëåíèå 3 [4℄. Ïóñòü (u,Φ) ∈ m(X) è v = (V1, . . . , Vm) � òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòûõïîäìíîæåñòâ X, ÷òî

Fj ⊂ Vj ⊂ Uj, j = 1, . . . ,m; ordv 6 n.Òîãäà (u,Φ, v) íàçûâàåòñÿ (m,n)-òðîéêîé â X.Îïðåäåëåíèå 4 [4℄. Ïóñòü (u,Φ) ∈ m(X). Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî P ⊂ X íàçûâàåòñÿ n-ïåðåãîðîäêîéïàðû (u,Φ) (îáîçíà÷åíèå P ∈ Part(u,Φ, n)), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ (m,n)-òðîéêà (u,Φ, v), ÷òî P = X \
⋃

v.Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü (ui,Φi) ∈ m(X), i = 1, 2. Åñëè u2 ≺ u1, Φ1 ≺ Φ2 è P ∈ Part(u1,Φ1, n), òî
P ∈ Part(u2,Φ2, n). �Îïðåäåëåíèå 5 [4℄. Ïóñòü (ui,Φi) ∈ m(X), i = 1, . . . , r. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (

(u1,Φ1), . . . , (ur,Φr)
)íàçûâàåòñÿ n-íåñóùåñòâåííîé â X, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïåðåãîðîäêè Pi ∈ Part(ui,Φi, n), ÷òî P1 ∩ . . .∩

Pr = ∅.Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 âûòåêàåòÏðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü (uki ,Φ
k
i ) ∈ m(X), i = 1, . . . , r; k = 1, 2. Åñëè u2i ≺ u1i , Φ1

i ≺ Φ2
iäëÿ âñåõ i è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (

(u11,Φ
1
1), . . . , (u

1
r ,Φ

1
r)
)

n-íåñóùåñòâåííà â X, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(

(u21,Φ
2
1), . . . , (u

2
r ,Φ

2
r)
) òàêæå n-íåñóùåñòâåííà â X. �Îïðåäåëåíèå 6 [4℄. �àçìåðíîñòü (m,n)-dimX, m, n ∈ N, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:(1) (m,n)-dimX = −1 ⇐⇒ X = ∅;(2) (m,n)-dimX 6 k, ãäå k = 0, 1, . . . , åñëè âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ui,Φi) ∈ m(X), i = 1, . . . , k+1,

n-íåñóùåñòâåííà â X;(3) (m,n)-dimX = ∞, åñëè (m,n)-dimX > k äëÿ êàæäîãî k ∈ N.Òåîðåìà 2 [4℄. Âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2, 1)-dimX = dimX äëÿ âñÿêîãî ïðîñòðàíñòâà X. �Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè m 6 n, òî (m,n)-dimX 6 0. �Òåîðåìà 3 [4℄. Åñëè X � íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî è X = X1 ∪X2, òî
(m,n)-dimX 6 (m,n)-dimX1 + (m,n)-dimX2 + 1. �Òåîðåìà 4 [4℄. Ïóñòü S = {Xα, π

α
β , A} � îáðàòíûé ñïåêòð èç áèêîìïàêòîâ, è ïóñòü X = limS.Åñëè (m,n)-dimXα 6 k äëÿ âñåõ α ∈ A, òî (m,n)-dimX 6 k. �Îïðåäåëåíèå 7 [1℄. ÏðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ (m,n)-C-ïðîñòðàíñòâîì (îáîçíà÷åíèå X ∈ (m,n)-C),åñëè äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ui ∈ covm(X), i ∈ N, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vi ñå-ìåéñòâ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X, ÷òî vi ≻ ui, ordvi 6 n è ⋃

{vi : i ∈ N} ∈ cov(X).Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèé.Ïðåäëîæåíèå 7. Åñëè (m,n)-dimX < ∞, òî X ∈ (m,n)-C. �Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3.6 è ïðåäëîæåíèÿ 3.7 èç ðàáîòû [1℄ ÿâëÿåòñÿÒåîðåìà 5. Âñÿêèé áèêîìïàêò X ∈ (m,n)-C ñëàáî áåñêîíå÷íîìåðåí. �Äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ, êàñàþùóþñÿ ðàçìåðíîñòè è îáùåé òîïîëîãèè, ìîæíî íàéòè â [5℄.2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.Òåîðåìà 6. Äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî ïðîñòðàíñòâà X

n
(

(m,n)-dimX
)

6 dimX.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2013. � 4 5Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî, åñëè (m,n)-dimX=0. Ïóñòü (m,n)-dimX = r > 1,
dimX = k. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî nr > k + 1. Ïîñêîëüêó (m,n)-dimX = r, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(ui,Φi) ∈ m(X), i = 1, . . . , r, êîòîðàÿ n-ñóùåñòâåííà â X.Ïóñòü ui =

(

U i
1, . . . , U

i
m

)

, Φi =
(

F i
1, . . . , F

i
m

). Äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , r ñóùåñòâóþò òàêîå ïîêðûòèå
u1i =

(

1U i
1, . . . ,

1U i
m

)

∈ covm(X) è òàêèå îêðåñòíîñòè OF i
j ⊂ 1U i

j , ÷òî
j1 6= j2 ⇒ OF i

j1
∩ [1U i

j2
] = ∅. (1)Â ñàìîì äåëå, â ñèëó ëåììû 1 ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè OF i

J , ÷òî
[OF i

j ] ⊂ U i
j , j = 1, . . . ,m; (2)

j1 6= j2 ⇒ [OF i
j1
] ∩ [OF i

j2
] = ∅. (3)Òåïåðü ïîëîæèì

1U i
j = U i

j \
⋃

{[OF i
j′ ] : j

′ 6= j}, j = 1, . . . ,m. (4)Èç (4) âûòåêàåò (1). Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî u1i ∈ cov(X). Ïóñòü x ∈ U i
j \

1U i
J . Òîãäà x ∈ [OF i

j′ ] äëÿ íåêîòî-ðîãî j′ 6= j. Íî â ýòîì ñëó÷àå èç (2) è (3) ïîëó÷àåì x ∈ 1U i
j′ . Èòàê, ñèñòåìà ïîêðûòèé u1i , óäîâëåòâîðÿþùàÿóñëîâèÿì (1), ïîñòðîåíà.Ïîëîæèì u = u11 ∧ . . . ∧ u1r. Èìååì u ∈ cov(X) ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1. Ïîñêîëüêó dimX = k,ñóùåñòâóåò òàêîå ïîêðûòèå v ∈ cov(X), ÷òî v èçìåëü÷àåò u è ordv 6 k + 1. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3ñóùåñòâóþò òàêèå ñåìåéñòâà v1, . . . , vk+1 îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X, ÷òî êàæäîå vi âïèñàíî â v, v1 ∪ . . .∪

vk+1 ∈ cov(X) è ordvi 6 1. Îïðåäåëèì ñåìåéñòâà wj, j = 1, . . . , r, ñëåäóþùèì îáðàçîì:
wj =

⋃

{vi : (j − 1)n + 1 6 i 6 jn}. (5)Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå èç ñåìåéñòâ vi è wj èç (6) ìîãóò áûòü ïóñòû. Íî â ëþáîì ñëó÷àå,ñîãëàñíî (5), èìååì
⋃

{wj : j = 1, . . . , r} =
⋃

{vi : i = 1, . . . , k + 1} ∈ cov(X). (6)Èç (5) âûòåêàåò òàêæå, ÷òî
ordwj 6 n. (7)Êðîìå òîãî, ïî îïðåäåëåíèþ

vi ≻ v ≻ u ≻ u1l , l = 1, . . . , r. (8)Ñîãëàñíî (5) è (8), êàæäîå ñåìåéñòâî wj âïèñàíî â êàæäîå ñåìåéñòâî u1l , â ÷àñòíîñòè wl ≻ u1l , l = 1, . . . , r.Ïóñòü w1
l =

(

1W l
1, . . . ,

1W l
m

) � óêðóïíåíèå ñåìåéñòâà wl îòíîñèòåëüíî ïîêðûòèÿ u1l . Èç ïðåäëîæåíèÿ 2è îïðåäåëåíèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî
1W i

j ⊂ 1U i
j , j = 1, . . . ,m; (9)

ordw1
i 6 ordwi; (10)

1W i
1 ∪ . . . ∪ 1W i

m =
⋃

wi, i = 1, . . . , r.Ïîëîæèì
0W i

j = 1W i
j ∪OF i

j , j = 1, . . . ,m; (11)

w0
i =

(

0W i
1, . . . ,

0W i
m

)

, i = 1, . . . , r. (12)Óñëîâèÿ (2), (4), (9) è (11) âëåêóò
F i
j ⊂ 0W i

j ⊂ 1U i
j , j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , r. (13)Èç (1) è (9) âûòåêàåò, ÷òî

j1 6= j2 ⇒ OF i
j1
∩ 1W i

j2
= ∅.3 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 4



6 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2013. � 4Çíà÷èò, ordw0
i = ordw1

i . Ïîýòîìó èç (7), (10)�(12) ïîëó÷àåì
ordw0

i 6 n, i = 1, . . . , r. (14)Ñëåäîâàòåëüíî, èç (13) è (14) âûòåêàåò, ÷òî (u1i ,Φi, w
0
i ) ÿâëÿåòñÿ (m,n)-òðîéêîé â X äëÿ êàæäîãî i =

1, . . . , r. Èç óñëîâèé (6) è (11) ïîëó÷àåì w0
1 ∪ . . . ∪ w0

r ∈ cov(X). Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (u11,Φ1), . . . ,
(u1r ,Φr) n-íåñóùåñòâåííà âX. Íî òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 5, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (u1,Φ1), . . . , (ur,Φr)òàêæå n-íåñóùåñòâåííà â X. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. �Èç òåîðåìû 6 âûòåêàåòÒåîðåìà 7. Äëÿ âñÿêîãî ïðîñòðàíñòâà X èìååì (m,n)-dimX 6 dimX. �Òåîðåìà 7 äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ 3.8 èç [4℄.Òåîðåìà 8. Åñëè (

(m,n)-dimX + 1
)

n < m, òî
dimX 6 n

(

(m,n)-dimX
)

+ n− 1. (15)Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è âûøå, ïóñòü dimX = k, (m,n)-dimX = r. Ïî óñëîâèþ nr + n 6 m − 1.Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû äîêàçàòü (15), äîñòàòî÷íî (ñì. òåîðåìó 1) ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ïîêðû-òèå u ∈ covm(X) èìååò èçìåëü÷åíèå v ∈ cov(X) êðàòíîñòè 6 nr + n. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(u1, . . . , ur+1), ãäå âñå ui = u, è (Φ1, . . . ,Φr+1), ãäå Φi =

(

F i
1, . . . , F

i
m

) è F i
j ∈ ∅. Òîãäà (ui,Φi) ∈ m(X). Ïî-ñêîëüêó (m,n)-dimX 6 r, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ui,Φi), i = 1, . . . , r + 1, n-íåñóùåñòâåííà. Ñëåäîâàòåëüíî,ñóùåñòâóþò òàêèå ñåìåéñòâà vi îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ X, ÷òî

(ui,Φi, vi) åñòü (m,n)-òðîéêà â X, i = 1, . . . , r + 1,â ÷àñòíîñòè ordvi 6 n è v =
⋃

{vi : i = 1, . . . , r + 1} ∈ cov(X). Òîãäà ordv 6 n(r + 1). Çíà÷èò, v ÿâëÿåòñÿèñêîìûì ïîêðûòèåì. �Òåîðåìû 6 è 8 âëåêóòÑëåäñòâèå 1. Åñëè n
(

(m,n)-dimX + 1
)

< m, òî
dimX

n
− 1 +

1

n
6 (m,n)-dimX 6

dimX

n
. (16)Ñëåäñòâèå 2. Åñëè dimX < m− n, òî dimX − n+ 1 6 n(m,n)-dimX. �Ïðåäëîæåíèå 8. Åñëè n

(

(m,n)-dimX + 1
)

< m, òî
(m,n)-dim(X × I) 6 (m,n)-dimX + 1 (17)äëÿ âñÿêîãî ïàðàêîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X.Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîðèòà äîêàçàë [6℄, ÷òî

dim(X × I) 6 dimX + 1. (18)Ïðåäñòàâèì óñëîâèå (16) â âèäå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ
dimX + 1

n
− 1 6 (m,n)-dimX, (19)

(m,n)-dimX 6
dimX

n
. (20)Òîãäà (m,n)-dim(X × I)

(20)

6
dim(X×I)

n

(18)

6 dimX+1
n

(19)

6 1 + (m,n)-dimX. �Ñëåäñòâèå 3. Åñëè dimX < m− n, òî èìååò ìåñòî (17). �Âîïðîñ 1. Âåðíî ëè íåðàâåíñòâî (20) äëÿ ëþáûõ m è n?Ïðåäëîæåíèå 9. Ïóñòü n
(

(m,n)-dimXi + 1
)

< m, è ïóñòü X1 è X2 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
dimX1 + n 6 dimX2. (21)Òîãäà

(m,n)-dimX1 + 1 6 (m,n)-dimX2. (22)



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2013. � 4 7Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì dimXi = ki, (m,n)-dimXi = ri. Òîãäà
r1 + 1 6 (òåîðåìà 6) 6

k1 + n

n

(21)

6
k2

n
6 (òåîðåìà 8) 6 r2 + 1−

1

n
,îòêóäà ïîëó÷àåì (22). �Ïðåäëîæåíèå 8 âëå÷åòÏðåäëîæåíèå 10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (m,n)-dimIk = r äëÿ íåêîòîðûõ k è r, è ïóñòü (r+1)n < m.Òîãäà äëÿ ëþáîãî r′, 0 6 r′ 6 r, ñóùåñòâóåò òàêîå k′ 6 k, ÷òî (m,n)-dimIk

′

= r′. �Èç ïðåäëîæåíèé 9 è 10 âûòåêàåòÒåîðåìà 9. Ïóñòü (r + 1)n < m. Òîãäà äëÿ ëþáîãî r′, 0 6 r′ 6 r, ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî
(m,n)-dimIk = r′. �Âîïðîñ 2. Âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî r > 0 ñóùåñòâóåò k ñî ñâîéñòâîì (m,n)-dimIk = r?Òåîðåìà 10. Åñëè m > n, òî ìíîæåñòâî {(m,n)-dimIk : k ∈ N} íå îãðàíè÷åíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò k0 ñî ñâîéñòâîì

(m,n)-dimIk = (m,n)-dimIk0 , k > k0.�àññìîòðèì îáðàòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü S = {Ik, pk+1
k , k ∈ N}, ãäå pk+1

k : Ik+1 → Ik åñòü ïðîåêöèÿ íàãðàíü. Òîãäà limS = Iω. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
(m,n)-dim(limS) 6 (m,n)-dimIk0 ,ñîãëàñíî òåîðåìå 4. Ñëåäîâàòåëüíî,
(m,n)-dimIω 6 (m,n)-dimIk0 6 k0ïî òåîðåìå 7. Ïîýòîìó èç ïðåäëîæåíèÿ 7 è òåîðåìû 5 âûòåêàåò, ÷òî Iω ∈ wid. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñèëüíîéáåñêîíå÷íîìåðíîñòè ãèëüáåðòîâà êóáà. �Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 10 âûòåêàåò, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà âîïðîñ 1 âëå÷åò ïîëîæèòåëüíûéîòâåò íà âîïðîñ 2.Òåîðåìà 11. Äëÿ ëþáîãî r > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ìåòðè÷åñêîå ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Xr,÷òî (m,n)-dimXr = r.Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 10, ñóùåñòâóþò òàêèå r1 > r è k, ÷òî (m,n)-dimIk = r1. Ïîòåîðåìå Óðûñîíà ñóùåñòâóþò òàêèå íóëüìåðíûå ìíîæåñòâà Xi ⊂ Ik, ÷òî X0 ∪X1 ∪ . . . ∪Xk = Ik. Â ñèëóòåîðåìû 7 èìååì (m,n)-dimXi 6 0. Ïîëîæèì Yi = Xo ∪ . . . ∪Xi. Òîãäà èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò, ÷òî
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