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В работе описываются мультипликаторы вида  из пространства  в 

пространство .  
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Пусть - единичный полидиск в -мерном 

комплексном пространстве , , , где , 

 - положительные правильно меняющиеся функции на  . Обозначим 

через  пространство измеримых в  функций , для которых 

=  

 

где  - 2-мерная мера Лебега на . Подпространство , состоящее из 
голоморфных в  функций, обозначим через . 
 Напомним, что классом функций, правильно изменяющихся на промежутке , 
называется множество измеримых функций , удовлетворяющих следующим свойствам: 
а)   
б) существуют положительные числа   такие, что 

   

Множество таких функций обозначим через . Можно установить, что  тогда и 
только тогда, когда существуют ограниченные измеримые функции   на  такие, 
что 

,  

при этом 
 
________________________ 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ:№09-01-97517 
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Будем предполагать, что      

Через  обозначим пространство голоморфных в  функций , для которых  

=  

где . 

Определение. Последовательность  называется мультипликатором из 

пространства  в пространство , если для любой функции  такой, что 

 

сходится ряд 

. 

Сформулируем некоторые вспомогательные утверждения. 
Лемма А. (см. [1]). Пусть   Тогда справедлива следующая оценка: 

 

     

Лемма 1. Пусть , , , , , .  

Тогда если  то 

 

где 

  . 
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Лемма 2. Пусть , , , , , , 

. Тогда из условий 

1)  ,                                                                                       (1) 

2)  

                                
следует, что 

, .                                                          

Здесь   . 

Лемма 3. Пусть , , , , , , 

. Тогда при условии (1) из того,что 

 

 

следует, что 

, . 

Лемма 4. Пусть , , , . Тогда 

 

Лемма 5. Пусть , , , , ,            

, , . Тогда 
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где  

 Основной результат статьи содержится в теоремах 1-3. Напомним, что 

 

Теорема 1. Пусть , , , , . 

 - мультипликатор из  в  тогда и только тогда, когда 

.                (2) 

Доказательство. 
Пусть справедлива оценка (2). Докажем, что  - мультипликатор из  в . 

Пусть  Тогда по лемме 1 имеем: 

 

где 

 

Следовательно, 
 

Тогда  то есть  - мультипликатор из  в . Пусть 

теперь  - мультипликатор из  в . Тогда по теореме о замкнутом 

графике 
 

Положим     

. Тогда 

 ∼  

Последнее утверждение означает, что  такие, что 
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Используя оценку леммы А, получим: 

=  

 

 

 

 

Следовательно, 

 

 

Положим  если  и  если  . Тогда 

 

 

Таким образом, 

 

Теорема доказана. 
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ТЕОРЕМА 3.2. Пусть , , , , , 

, .  - мультипликатор из  в   тогда и только 

тогда, когда 
 

 

 = .                                (3) 

Доказательство. 
Пусть  - мультипликатор из  в . Тогда 

 

 

Пусть     . 

Тогда 

 ∼  

Для оценки  используем оценку леммы А: 

=  

 

 

 

 

1( ,..., )np p p=
r

1( ,..., )nα α α=
r 0 1jp< ≤ j jpα < 1jα > −

1,j n=
1 ,...,

1
n j

n

k k k
j

λ λ
=

= ∏ { }1,..., nk kλ ( )pH α
r r p

Al
r

3 22 1
2 1 1

1

2 1

2 2 2
,..., 1 2

0 0 0

... ( ) ( ) ...( )
n

n
n

p pp p
m m m p

k k n
k k k

k k kλ ∗ ∗ ∗

= = =

     =     
∑ ∑ ∑

( ) ( ) ( )( )1 1 1 2 2 2
1 2( ) ( ) ...( ) n nn n pp p p p p p

nO m m m αα α −− −∗ ∗ ∗

{ }1,..., nk kλ ( )pH α
r r p

Al
r

( )

3 22 1

1

1 1

2 1

1

,..., ,...,
0 0 0

... ... ,

n

pn n
n

p p pp p
p

k k k k H
k k k

a const f
α

λ
+∞ +∞ +∞

= = =

       ≤         

∑ ∑ ∑ r r

( ) ( ) 1
1

1

1 ,..., 1
,..., 0

,..., ... .n
n

n

k k
n k k n

k k

f z f z z a z z
+∞

=

= = ∑

( ) ( )1 1 1,..., ,..., ,n n nf z z g r z r z= 1,jr < ( )
( )

1
1

1,..., ,
1 j

n

n
j j

g z z
z

β
=

=
−

∏
2

,j
j

jp
α

β
+

> 1,j n=

( ) 1
1

1

1 ,..., 1
,..., 0

,..., ... ,n
n

n

k k
n k k n

k k

g z z b z z
+∞

=

= ∑ 1,..., nk kb 1 11
1( ) ...( ) .n

nB k k ββ −−∗ ∗

( )pHf α
r r

( )pHf α
r r ( ) ( ) 2

12
1

11 ... 1
1

n

j

n

n p
jU U U j j

z z
r z

α α

β
=

  
  − − ×   − 

∏∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )

32

1 2
1

1

1 2 1 2 2 21 ...
n

pp
p p p

nz dm z dm z dm zα
  
  × − =    
  

( ) ( )

1

2
1

1

n n

n n

p
n

np
U n n

z
dm z

r z

α

β

 − =  −  
∫

( ) ( )
2 2

2 2

1

2
2 2

2 2

1
...

1

p

p
U

z
dm z

r z

α

β

 −  × −  
∫

( ) ( )
1 1

1 1

1

1
2 1

1 1

1

1

p

p
U

z
dm z const

r z

α

β

 − × ≤ −  
∫

( )
( )

/

( 2) /

1

1

n n

n n n

p
n

p p
n

r

r

α

β −

−

−

( )
( )

2 2

2 2 2

/
2
( 2) /

2

1
...

1

p

p p
r

r

α

β −

−
×

−

( )
( )

1 1

1 1 1

/
1
( 2) /

1

1

1

p

p p
r

const
r

α

β −

−
× =

−
( ) 1 1 1 1/ 2 /

11 p pr α β+ −− ( ) 2 2 2 2/ 2 /
21 ...p pr α β+ −− ×

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 

Следовательно, 

 

 

 
то есть 

 

 

 

Пусть  . Тогда 

 

  

Положим  если  и  если  . Тогда 

 

  
Первая часть теоремы доказана. Пусть теперь имеет место оценка (3). Докажем, что 

 - мультипликатор из  в . Пусть . Сначала установим 

сходимость ряда: 

             

По лемме 2 из (3) имеем: 
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Следовательно, 

  

то есть  - мультипликатор из  в . Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 3.3. Пусть , , , , , 

, .  - мультипликатор из  в   тогда и только 

тогда, когда 

 

= .                 (4) 

Доказательство. 
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Возьмем  . Тогда 

 

Следовательно, 
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По лемме 3 из (4) имеем: 

, . 

Положим , , ,  и  
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Оценим интеграл 

 . 

 

 

Следовательно, 
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. 

Тогда 

 

Пусть  Тогда последнее неравенство равносильно неравенству 

                                                                                         (5) 

Вычислим . 

 

Но , поэтому 

  если  
Так как функция  монотонно растет, то из оценки (5) следует, что 

 

Аналогично, 

,…, . 

Таким образом, 

 

Аналогично, 

 

…………… 

 

Следовательно, 

             

то есть  - мультипликатор из  в . Теорема доказана. 

1
1 ks− =

( )

1 1
1

1 1

1

1

1 1

p
t

t k

ks

γλ

ω

+∞

=

 
  
 

− 
  

∑ ( )
( )

1 1

1

1
2

1 1 1

1

( ) 1

1

p

k

k k
const

s

γω

ω

−∗ ∗  ≤  
−  

( )( )
1

1

1 1

2
2

1 1
1 1

1 11 1 .
p

p
k ks s const

k k
ω ω

−
−

∗ ∗

   
− − ≤    

   

( ) ( ) 12
1 .pt t tω −Ψ =

( )1
1 ksΨ −

1
.с

k∗

 
≤ Ψ  

 
( )t′Ψ

( )t′Ψ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 11 2 1
1 1 1 1 12 2 .p p pt

p t t t t t t p t
t

ε
ω ω ω ε− − −= − − = − −

( )t ωε β≤

( )t′Ψ ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1
1 1 1 12 1 0,p pt t p t t pωω β ω− −≥ − − > − > 0.t >
Ψ

1
1 ks− ≤

1
.c

k∗

2
1 ks− ≤

2

c
k∗ 1

nks− ≤
n

c
k∗

1 1
1

k p
ks

( )

1 1

1 1
1

1 1

1

1

1

1
1

k p
p

t
t k

ks

γλ

ω

+∞

=

 
  
   = −  

−  
    
 

∑ 1 1

1

1
1 0.

k p
cpc e

k
−

∗

 
≥ − → > 

 

2 1
2

k p
ks

2 1

1

2
1 0,

k p
cpc e

k
−

∗

 
≥ − → > 

 

1n
n

k p
ks

1

11 0.
nk p

cp

n

c e
k

−
∗

 
≥ − → >  

 

3 2 12 1

1

1 1

2 1

,..., ,...,
0 0 0

... ... ,

n

n

n n

n

p
p p pp p

p
k k k k

k k k

aλ

−
+∞ +∞ +∞

= = =

       < +∞         

∑ ∑ ∑

{ }1,..., nk kλ ( )pH ω
r r p

Al
r

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


Сформулируем несколько следствий основных теорем. Пусть  тогда 

 

Следствие 1. Пусть , , ,  , . 

 - мультипликатор из  в   тогда и только тогда, когда 

 

= . 

Положим для простоты  
Следствие 2. Пусть , , .  - мультипликатор из  в   
тогда и только тогда, когда 

. 

В частном случае, если  получаем следующее утверждение. 

Следствие 3. Пусть ,  .  - мультипликатор из  в   
тогда и только тогда, когда 

. 

Как следствие теоремы 1 можно получить результат, установленный С.В.Шведенко (см. 
[2]). Пусть 

 

Следствие 4. Пусть , , , . Если  

 

принадлежит классу , то 

. 

Доказательство. 
Докажем, что 

 

является мультипликатором из  в . По следствию 1 это будет верно, если 
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Так как  , то условие 

 

эквивалентно условию 

 

которое, очевидно, выполняется. Утверждение доказано. 
Из теоремы 3 следует, что если вместо  брать  , то  
утверждение будет не верно. 
 

The paper describes the multipliers of the form  of the space  in space .  

 The key words: holomorphic function, the unit polydisc, regularly varying functions in , space 

, space , multipliers.   
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