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1. Решения в форме интегралов Лапласа 

 

Обобщѐнным уравнением Эйри называем 

дифференциальное уравнение 

 0)()()(  zzwzw n
,   (1.1)  

где z – комплексное переменное, 2n . Всякое 

его нетривиальное решение )(zw  является це-

лой трансцендентной функцией. При 2n  это 

есть уравнение Эйри. 

Используя интеграл Лапласа по произволь-

ным путям интегрирования S , обычным обра-

зом (см., например, [1]) найдѐм, что уравнение 

(1.1) имеет решения 
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, так что интегралы (1.2) 

сходятся для любых z  (равномерно на любом 

компакте) и определяют целые функции. Про-

изведѐм замену переменной интегрирования: 
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Числа   ),...,1,0()1/(2exp nni   

суть все значения 11n . Каждая из функций 

(1.2) отлична от тождественного нуля и, более 

того, растѐт при z  быстрее любой целой 

функции экспоненциального типа (э.т.). Это 

следует из общих свойств интегралов Лапласа 

(см. [1]): раствор угла с границей kL  меньше   

и внутри его существует направление, по кото-

рому функция )(t  растѐт быстрее любой целой 

функции э.т., именно, при   2arg 1 kkt    
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. 

Решением уравнения (1.1) является также 

функция )(1 zAn , получаемая из интегралов 

(1.2) при 1 nk . Однако она просто выража-

ется через решения (1.2):  )(...)(1 zAzA n  

+ 0)(1  zAn . 

Докажем, что n  решений (1.2) линейно не-

зависимы. Для этого покажем, что их определи-

тель Вронского )(z  (он постоянен), вычис-

ленный в точке 0z , отличен от нуля. Непо-

средственное дифференцирование интегралов 

(1.2) с учѐтом (1.3) приводит при 0z  к ре-

зультату 
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где ),...,( 1 nD   – определитель Вандермон-

да с элементами   
 11 ;,...,2,1 n  

 )1(2exp  ni , он отличен от нуля, по-

скольку все элементы n ,...,1  различны. Инте-

грал )(1 zA  представим в виде суммы двух ин-

тегралов: по лучам 

1l  и 0l ; для 1lt  имеем 

1t , где 0l , именно 0 . После 

этого найдѐм  
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откуда 0)0(
)(

1 
s

A , так как 01 1
1  s

 

).1,...,1,0(  ns Итак, 0)0(  , что и доказы-

вает фундаментальность системы решений 

(1.2). 

Таким образом, справедлива следующая 

теорема. 

 

Теорема 1.1. Решения (1.2) уравнения (1.1)  

1) растут при z  быстрее любой целой 

функции экспоненциального типа; 

2) образуют фундаментальную систему 

решений. 

Замечание 1.1. Решением уравнения (1.1) с 

2n  является, в частности, функция 

izAzAi  2)()( 2,2  – это функция Эйри (Airy) 

первого рода.  

Функция Эйри первого рода при веществен-

ных значениях xz   имеет представления 
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Первое из них получается формально, если путь 

интегрирования 2L  заменить мнимой осью. 

Чтобы убедиться в законности этого, достаточ-

но доказать равенство 
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где    2
2

32
1 ,   ii retNretN ,  r0 . 

Для этого рассматривается равный нулю инте-

грал от подынтегральной в (1.7) функции по за-

мкнутому контуру R , состоящему из отрезков 
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Отсюда при R  и получим равенство (1.7), 

предварительно убедившись, что интеграл по 

дуге RC  ведѐт себя как 
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R
O  – для этого ис-

пользуется неравенство Жордана ,2sin    
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  (см., например, [2, с.75]). Укажем дру-

гой способ, не требующий при оценке интеграла 

по RC  применения этого неравенства. Именно, в 

интегралах (1.7) заменим x  на iyx  ; получен-

ные интегралы обозначим )(1 yJ  и )(2 yJ . Они 

равномерно сходятся при 0y  по признаку 

Абеля и тогда определяют непрерывные функ-

ции, так что )(lim 1
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А равенство )()( 21 yJyJ   при 0y  будет 

следовать из того, что 

 .,0
6

Re 2

3
)(

3

3







 Rdte
Ry

C

tiyx
t

R

 

 

 

2. Решения в форме степенных рядов. 

Рост решений 

 

Сначала рассмотрим уравнение Эйри: 2n  

в (1.1). Отыскивая решения в форме степенных 

рядов с неопределѐнными коэффициентами nc : 

 





0

)(
n

n
nzczw ,   (2.1)  

можно найти следующие решения ([3, с. 205]) 
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с начальными условиями 0)0(,1)0( 11  ww  и 

1)0(,0)0( 22  ww . 

Найдѐм их характеристики роста: порядок   

и тип   – по формулам 
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При отыскании этих пределов применим правила  
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справедливые при выполнении соответствую-

щих условий (первое из этих равенств выражает 

теорему Штольца). 

Непосредственные вычисления приводят к 

результату: функции (2.2) имеют порядок роста 

23  и тип 32 . Учитывая структуру 

рядов (2.2) (в них нет членов с одинаковыми 

степенями z ), заключаем, что любая функция 

Эйри 

 ),()()( 2211 zwCzwCzw   

 021  CC ,   (2.5)  

имеет порядок 23  и тип 32 . Это со-

гласуется с асимптотикой функций Эйри перво-

го и второго рода (см. [4, с. 175]) 
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Замечание 2.1. Укажем связь функции 

)(zAi  с решениями (2.2). Записав )()( zwzAi   

в виде (2.5) и сравнив начальные условия Коши 

в точке 0z , найдѐм ),0(1 AiC   )0(2 iAC   

– эти значения можно найти, например, из (1.4), 

(1.5) с 2n  – и получим ([3, с. 205]) 
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где )(z  – гамма-функция Эйлера. 

Рассмотрим уравнение (1.1) ещѐ при 3n . 

Отыскивая его решения в форме (2.1), для опре-

деления коэффициентов nc  получим систему 

рекуррентных уравнений 
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Из (2.6) найдѐм 

,)4)(14)(24(

1

1
4




 













 

n

k
n kkkcc  

 .2,1,0    (2.7)  

Коэффициенты 210 ,, ccc  играют роль произ-

вольных постоянных. Полагая поочерѐдно один 

из них равным 1, а двух других – нулю, полу-

чим три решения 
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с начальными данными s
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)1( )0( 
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1,   , 0,  s  при s ; .3,2,1s  По тем 

же формулам (2.3), используя правила (2.4), 

найдѐм порядок и тип функций (2.8): 34 , 

43 . В силу структуры коэффициентов ря-

дов (2.8) ясно, что и любое ненулевое решение 

)()()()( 332211 zwCzwCzwCzw   уравнения 

(1.1) с 3n  имеет порядок 34  и тип 43 . 

Произведя аналогичные выкладки (они 

весьма громоздкие), найдѐм, что уравнение (1.1) 

при произвольном 2n  имеет следующую 

фундаментальную систему 
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Линейная независимость решений (2.9) сле-

дует из того, что их определитель Вронского в 

точке 0z  отличен от нуля (он равен едини-

це), или прямо из асимптотики этих решений 

при 0z , именно: 
 !1

~)(
1







z
zw . 

Обычным образом, с помощью (2.4), можно 

найти, что все решения (2.9) (и тогда всякое 

ненулевое решение уравнения (1.1)) имеют по-

рядок роста   nn 1  и тип  1 nn . 

Полученный результат можно резюмировать 

в виде следующей теоремы. 

Теорема 2.1. 1) Уравнение (1.1) при произ-

вольном 2n  имеет фундаментальную си-

стему решений в форме степенных рядов (2.9). 
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2) Функции (2.9) и любое нетривиальное ре-

шение уравнения (1.1) имеют порядок роста 

  nn 1  и тип  1 nn .  

Отметим, что решения (1.2) рассматрива-

лись в [5, с.70]. Представляет интерес найти 

их асимптотическое поведение при z  

по разным направлениям и связь с решения-

ми (2.9). 

 

Работа подготовлена при финансовой под-

держке Федеральной целевой программы «Науч-

ные и научно-педагогические кадры инновационной 

России» на 2009–2013 годы (проект НК-13 П-13). 
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GENERALIZED AIRY EQUATION 

 

T.M. Mitryakova, M.A. Soldatov 

 

For the «generalized Airy equation» (1.1), the fundamental systems of solutions are obtained in the form of La-

place’s integrals and in the form of power series. The characteristics of solution growth are found. 
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entire functions, order and type of growth. 


