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Введение

В последнее время широкое развитие получила теория нелокальных процессов,
которые происходят в средах с фрактальными свойствами [1]. Эта теория хорошо
вписывается в рамки физики открытых систем [2], основная идея, которой состоит
в том, что окрытые системы активно взаимодействуют с внешней средой, обладают
свойствами масштабной инвариантности, самоподобия и самоорганизацией. Процес-
сы в таких системах будут являться нелокальными и нелинейными.

Бурно развивается одно из направлений теории нелокальных процессов–теория
массопереноса во фрактальных средах [3] Такой интерес вызван тем, что процесс
массопереноса в реальных средах является нелинейным и может обладать свой-
ствами активной среды (аномальная диффузия). Нелокальные процессы можно опи-
сать используя хорошо разработанный математический аппарат дробного интегро-
дифференцирования. Суть, которого в замене классических производных целого по-
рядка на производные дробного порядка в уранениях, описывающих процесс. Дроб-
ныей производные представляют собой интегральные операторы со степенным ядром
типа Абеля и при определенных значениях дробного порядка переходят к классиче-
ским производным целого порядка

Решая уравнение в производных дробного порядка, мы фактически решаяем се-
мейство уравнений и находим для каждого такого уравнения семейство его решений.
Семейство уравнений и решений, в свою очередь, образуют некоторое функциональ-
ное пространство, которое дает возможность наиболее адекватно описать процессы
в средах с фрактальными свойствами.

Определяющим параметром во фрактальной среде является ее фрактальная раз-
мерность. Установлено, что фрактальная размерность среды связана с порядком
дробной производной, например для широкого класса грунтов можно считать эту
зависимость прямо пропорциональной [4]. Здесь появляется класс обратных задач
по определению дробного порядка производных входящих в уравнение того или ино-
го процесса. Это позволит, например, более качественно исследовать напряженно-
деформирование сотояние геосреды [5].

В настоящей работе предлагается обобщение уравнения Матье, которое характе-
ризуется эффектом параметрического резонанса, суть которого состоит в увеличе-
нии амплитуды колебаний за счет изменения параметра колебательной системы [6].
Устанавливается существование и единственность решения этого уравнения.

Постановка задачи

∂
β

0tu(τ)+A [1+mcosα (ωt)]u(t) = f (t) , (1)

u(0) = u1, u′ (0) = u2.

Здесь cosα (t) = Eα (−tα) =
∞

∑
k=0

(−1)ktαk

Γ(αk+1)
– обобщенный косинус с параметром α

(функция Миттаг-Леффлера), который при значении α = 2 совпадает с обычным
косинусом, введен в работе [7], т.е. cos2 (t) = cos(t). Дробная производная (1) имеет
смысл Герасимова - Капуто с параметром 1< β < 2. Параметры A, m, u1, u2, заданные
константы.

Теорема. Решение задачи (1) существует и единственно.
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Доказательство. Уравнение (1) можно преобразовать, действуя оператором D2−β

0t
и дважды проинтегрируем, получим следующее интегральное уравнение:

u(t)+AD−β

0t u(τ) = f (t)−AmD−β

0t [cosα (ωτ)u(τ)]+u1 +u2t. (2)

или
u(t)+AD−β

0t u(τ) = g(t) . (3)

Здесь g(t) – правая часть уравнения (1). В работе [3] показано, что решением
уравнения (3) будет следующее выражение

u(t) = g(t)−A
t∫

0

(t− τ)β−1 Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
g(τ)dτ. (4)

Здесь Eβ ,β (z) =
∞

∑
k=0

zβk

Γ(βk+β )
– функция типа Миттаг-Леффлера. Решение (4) назы-

вают также формулой Хилле-Тамаркина. Подставляя выражение для функции g(t) в
формулу (4), получим следующее интегральное уравнение

u(t) = f (t)+u1 +u2t−AmD−β

0t [cosα (τ)u(τ)]−

−A
t∫

0

(
f (τ)+u1 +u2t−AmD−β

0t [cosα (ωτ)u(τ)]
)
(t− τ)β−1 Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
dτ.

Преобразуем это уравнение, раскроем в его правой части скобки и получим три
интеграла

u(t) = f (t)+u1 +u2t−AmD−β

0t [cosα (ωτ)u(τ)]−Au1

t∫
0

(t− τ)β−1 Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
dτ−

(5)

−Au2

t∫
0

τ (t− τ)β−1 Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
dτ +

t∫
0

f (τ)(t− τ)β−1 Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
dτ+

+A2m
t∫

0

D−β

0τ
[cosα (ωτ)u(τ)] (t− τ)β−1 Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
dτ.

Рассмотрим каждый интеграл в (5) по отдельности:

I1 =−Au1

t∫
0

(t− τ)β−1 Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
dτ =−Au1tβ Eβ ,β+1

(
−Atβ

)
= u1

[
Eβ ,1

(
−Atβ

)
−1
]
.

(6)
Здесь мы использовали свойство функции типа Миттаг-Леффлера::

Eα,β (z)−
1

Γ(β )
= zEα,α+β (z) . (7)
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Аналогично второй интеграл будет иметь вид с учетом (7):

I2 =−Au2

t∫
0

τ (t− τ)β−1 Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
dτ = |v = t− τ|=Au2

t∫
0

(t− v)vβ−1Eβ ,β

[
−Avβ

]
dv=

= Au2

t∫
0

vβ−1Eβ ,β

(
−Avβ

)
dv

(t− v)−1 = Au2D−2
0t

[
vβ−1Eβ ,β

(
−Avβ

)]
=−Au2tβ+1Eβ ,β+2

(
−Atβ

)
=

= u2t(−Atβ )Eβ ,β+2

(
−Atβ

)
=−u2t

[
Eβ ,2

(
−Atβ

)
−1
]
.

Третий интеграл оставим без изменений. Четвертый интеграл с учетом коммутатив-
ности свертки и оператора дробного интегрирования, а так же согласно свойству (7)
может быть записан так

I4 = A2m
t∫

0

D−β

0τ
[cosα (ωτ)u(τ)] (t− τ)β−1 Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
dτ =

= A2m
t∫

0

cosα (ωτ)u(τ)D−β

tτ (t− τ)β−1 Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
dτ =

= A2m
t∫

0

cosα (ωτ)u(τ)(t− τ)2β−1 Eβ ,2β

[
−A(t− τ)β

]
dτ =

=−Am
t∫

0

[t− τ]β−1 cosα (ωτ)u(τ)(−A) [t− τ]β Eβ ,2β

[
−A(t− τ)β

]
dτ =

=−Am
t∫

0

(t− τ)β−1 cosα (ωτ)u(τ)
(

Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
− 1

Γ(β )

)
dτ =

=−Am
t∫

0

(t− τ)β−1Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
cosα (τ)u(τ)dτ +

Am
Γ(β )

t∫
0

cosα (τ)u(τ)dτ

(t− τ)1−β
=

=−Am
t∫

0

(t− τ)β−1Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
cosα (τ)u(τ)dτ +AmD−β

0t [cosα (τ)u(τ)] .

Подставляя полученные выражения в (7) приходим к следующему интегральному
уравнению Вольтерра второго рода

u(t) = u1+u2t−AmD−β

0t [cosα (ωτ)u(τ)]+u1

[
Eβ ,1

(
−Atβ

)
−1
]
+u2t

[
Eβ ,2

(
−Atβ

)
−1
]
−

−Am
t∫

0

(t− τ)β−1Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
cosα (ωτ)u(τ)dτ +AmD−β

0t [cosα (ωτ)u(τ)] = (8)
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= u1Eβ ,1

(
−Atβ

)
+u2tEβ ,2

(
−Atβ

)
−m

t∫
0

A(t− τ)β−1Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
cosα (ωτ)u(τ)dτ.

В более привычной записи уравнение (8) выглядит так

u(t)−m
t∫

0

K (t,τ)u(τ)dτ = g(t) . (9)

Здесь ядро - K (t,τ) =A(t−τ)β−1Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
cosα (ωτ) и правая часть уравнения

(9) имеет вид: g(t)= u1Eβ ,1

(
−Atβ

)
+u2tEβ ,2

(
−Atβ

)
+

t∫
0
(t− τ)β−1Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
f (τ)dτ.

Известно, что интегральное уравнение типа (9) разрешимы и имеют единственное
решение [8]. �

Замечание. Заметим, что при значении параметра m = 0 уравнение (9) переходит
в известное решение дробного осциллятора [7, 9]:

u(t) = u1Eβ ,1

(
−Atβ

)
+u2tEβ ,2

(
−Atβ

)
+

t∫
0

(t− τ)β−1Eβ ,β

[
−A(t− τ)β

]
f (τ)dτ.

Заключение

В заключении хочется отметить, что развитие задачи (1) может осуществляться
по следующим направлениям. Аналогично работам [10, 11] исследовать решение
задачи, чтобы дать ответ на вопрос: есть ли в этом случае параметрический резонанс
и если есть, то при каких условиях он происходит?.

Следующим направлением исследования является учет случайной правой части
уравнения (1), т.е. необходимо рассматреть стохастическое уравнение.

Еще одним направлением исследований является определение дробного парамет-
ра β по экспериментальным данным.
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