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Аннотация. Устанавливаются достаточные условия оценки снизу на полуоси и стремления к бесконеч-

ности решений слабо нелинейного вольтеррова интегро-дифференциального уравнения третьего порядка. По-
казывается, что этими свойствами обладают решения с начальными данными из определенного многообразия. 
Обсуждаются вопросы о неосцилляции и неустойчивости решений. 
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A LOWER ESTIMATE OF SOLUTION OF WEAK NONLINEAR THIR D ORDER VOLTERRA INTEGRO-
DIFFERENTIAL EQUATION 

Abstract. We establish sufficient conditions for the lower estimate on the semiaxis and the tends to infinity of 
solutions of weakly nonlinear Volterra integro-differential equation of the third order. It is shown that these properties 
have the solutions with initial data from a specific manifold. The issues of nonoscillation and instability of the solutions. 
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Все фигурирующие функции от ,( , )t t τ и их производные являются непрерывными и со-

отношения имеют место при 0 0,t t t tτ≥ ≥ ≥ ; фигурирующие ниже функции от , , ,x y z u  являются 

непрерывными при , , , ;x y z u < ∞ 0[ , )J t= ∞ ; ИДУ – интегро-дифференциальное уравнение; 

ДУ – дифференциальное уравнение.  
Ставится следующая 

Задача. Установить достаточные условия наличия оценки снизу на J  и стремления к 

бесконечности при t → ∞  решений ИДУ вида:  
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где ( , , , , ), ( , , , , )F t x y z u H t x y zτ  удовлетворяют условию «слабой нелинейности»: 

0 1 2 3( , , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,F t x y z u g t x g t y g t z g t u≤ + + +  

0 1 2( , , , , ) ( , ) ( , ) ( , )H t x y z h t x h t y h t zτ τ τ τ≤ + +      ( )N  

с неотрицательными функциями ( ), ( , ) ( 0,1,2,3; 0,1,2).k rg t h t k rτ = =  
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Решение этой задачи дополняет результаты статьи авторов [1]. В отличие от [1] в на-
стоящей статье, главным образом, развивается метод частичного срезывания [2].  

Аналогично [1] в ИДУ (1) делается нестандартная замена:  

( ) ( ) ( ) ( ),x t x t W t y tλ′ = +     (2) 

где 0 λ<  – некоторый параметр, 0 ( )W t<  – некоторая весовая  функция, ( )y t  – новая  неиз-

вестная функция. Тогда ИДУ (1) сводится к эквивалентной системе из ДУ первого порядка для 

( )x t  и ИДУ второго порядка для ( ) :y t  

0

2 1 0 0

1 0

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( )] ( ) ( ; , , , ), ,

t

t

x t x t W t y t

y t b t y t b t y t b t x t P t x

P t y K t y d q t F t x x y y t t

λ

τ τ

τ τ τ τ τ

 ′ = +

 ′′ ′+ + + + +

 ′ ′ ′+ + = + ≥

∫   (3) 

где  

( ) 1

2 2( ) ( ) 2 ( ) ( )b t a t W t W tλ −′≡ + + ,  

( ) ( )1 12
1 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )b t a t a t W t W t W t W tλ− −′≡ + + + , 1( ) ( ) ( ),W t W t W tλ′≡ +  

( ) 12 3
0 0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )b t a t a t a t W tλ λ λ −

 ≡ + + +  ,  

( ) 1 2
0 0 1 2( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )P t W t Q t Q t Q tτ τ λ τ λ τ−

 ≡ + +  ,  

( ) [ ]1

1 1 2 1( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )P t W t Q t W Q t Wτ τ τ τ τ−≡ + ,  

( ) 1

2( , ) ( ) ( , ) ( )K t W t Q t Wτ τ τ−≡ ,  

( ) 1
( ) ( ) ( )q t f t W t

−≡  , ( ; , , , )F t x x y y′ ′ ≡  

[ ]

[ ]
0

2

2

( , ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ), ( , , ( ), ( ) ( ) ( ), ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )) ).

t

t

F t x t x t W t y t x t W t W t y t

W t y t H t x x W y x

W W y W y d

λ λ λ

τ τ λ τ τ τ λ τ

τ λ τ τ τ τ τ

′≡ + + + +

′+ + +

′ ′+ + +

∫  

Пусть [3, с. 42–58; 2]:  
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( ) ( )1...i t i nψ =  – некоторые срезывающие функции, 2( ) ( , )( ( )) ,i i iP t K t t tψ −≡ 1( , ) ( , )( ( )) ,i i iQ t K tτ τ ψ τ −≡  

1( ) ( )( ( )) ,i i iE t f t tψ −≡   

( ) ( ) ( ) ( 1.. ),i i iP t A t B t i n= + =      ( )P  

( )( 1... )ic t i n=
 
– некоторые функции. 

Отметим, что ядра ( , ) ( 1... )iQ t i nτ =  названы частично срезанными [2]. 

Для произвольно фиксированного решения ( ( ), ( ))x t y t  аналогично [4, с. 194–217] первое 

уравнение системы (3) умножаем на ( )x t , а второе уравнение этой системы на ( )y t′ , получен-

ные соотношения складываем, интегрируем в пределах от t0 до t, в том числе по частям, при 

этом аналогично [3; 2] вводим функции ( ), ( ), ( , ),i i it P t Q tψ τ  используем лемму [2], вводим условия 

( )P , функции ( )( 1... )ic t i n= . Тогда получаем следующее тождество: 
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Отметим, что в отличие от [1] к ИДУ второго порядка для ( )y t  системы (3) применили 

метод частичного срезывания С. Искандарова, Д.Н. Шабданова из статьи [2]. 
Переходом от тождества (4) к интегральному неравенству и применением леммы 1 [7] 

доказывается следующая  
Теорема. Пусть  
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Тогда для любого решения ( ( ), ( ))x t y t  системы (3) справедливы следующие оценки сверху: 
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Далее из ДУ (2) методом Лагранжа [6, с. 391–394] получаем следующее интегральное 

представление для ( )x t : 
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Из (9) аналогично [7; 8] имеем оценку снизу для ( )x t : 
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Подставляя (7) в (10), получаем оценку снизу: 
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Из (11) вытекает  

Следствие. Если выполняются все условия теоремы, то все решения ( )x t  ИДУ (1), на-

чальные условия которых берутся из многообразия начальных данных (12), стремятся к ∞  при 

t → ∞ .  

Заметим, что при выполнении условий теоремы, решения ИДУ третьего порядка (1), на-

чальные данные ( )
0( ) ( 0,1,2)kx t k =  которых взяты из многообразия начальных данных (12) не 

осциллируют и неустойчивы по Ляпунову. 
Замечание. С учетом соотношений 
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определяется многообразие начальных данных (12).  
Таким образом, нами найден класс ИДУ третьего порядка вида (1), для которого выше 

сформулированная задача  решаема.  
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