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Аннотация

Обсуждается классическая формула Лиувилля, выражающая кратный интеграл по
многомерной пирамиде через интеграл по отрезку. Показано, как формула Лиувилля свя-
зана со специальной суммой, содержащей последовательные первообразные подынтеграль-
ной функции. Приведены конкретные примеры, иллюстрирующие общий результат. По-
путно доказана компактная формула для вычисления степенных моментов экспоненци-
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Abstract

The classical Liouville formula expressing the multiple integral over a multidimensional
pyramid through the integral over a segment is discussed. It is shown how the Liouville formula
is related to the special sum, containing successive antiderivatives of the integrand. Specific
examples are given to illustrate the general result. Along the way, a compact formula for
calculating the power moments of an exponential function is proved.
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number.

Bibliography: 6 titles.

For citation:
Andrianova, Yu.V., Sherstyukov, V.B. 2024, “A certain formula of Liouville” , Chebyshevskii sbornik,
vol. 25, no. 3, pp. 335–342.

1. Введение

Идея написать заметку родилась в ходе обсуждения примера № 15.478 из известного за-
дачника [1]. Требуется вычислить интеграл∫︁

· · ·
∫︁

𝑥1⩾0, ... , 𝑥𝑛⩾0,
𝑥1+...+𝑥𝑛⩽1

√
𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛. (1)

Нахождение кратного интеграла (1) двумя различными способами приводит к неочевидной
формуле

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1 4𝑘𝑘!

(2𝑘 + 1)! (𝑛− 𝑘)!
=

2

(2𝑛+ 1)(𝑛− 1)!
, 𝑛 ∈ N, (2)

которую, кстати, не так просто вывести напрямую. Заинтересовавшись случайно обнаружен-
ным эффектом, авторы решили поделиться возникающими на этом пути соображениями.

2. Формула Лиувилля

Начнём с одного общего результата, называемого формулой Лиувилля (см. [1; № 15.486]).

Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝑎], где 𝑎 > 0, и

𝑉𝑛(𝑎) = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) : 𝑥1 ⩾ 0, . . . , 𝑥𝑛 ⩾ 0, 𝑥1 + . . . + 𝑥𝑛 ⩽ 𝑎} , 𝑛 ∈ N, (3)

есть 𝑛-мерная пирамида. Тогда справедлива формула∫︁
· · ·
∫︁

𝑉𝑛(𝑎)

𝑓(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 =
1

(𝑛− 1)!

𝑎∫︁
0

𝑡𝑛−1𝑓(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑛 ∈ N. (4)

Доказательство. Для полноты изложения и сравнения с последующим приведём обоcно-
вание формулы (4). Перейдём в кратном интеграле к новым переменным

𝑦1 = 𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛, 𝑦2 = 𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛−1, . . . , 𝑦𝑛 = 𝑥1.

Область интегрирования в координатах (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) задаётся неравенствами

0 ⩽ 𝑦1 ⩽ 𝑎, 0 ⩽ 𝑦2 ⩽ 𝑦1, . . . , 0 ⩽ 𝑦𝑛 ⩽ 𝑦𝑛−1,
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а модуль якобиана соответствующего отображения равен единице. Тогда

∫︁
· · ·
∫︁

𝑉𝑛(𝑎)

𝑓(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 =

𝑎∫︁
0

𝑓(𝑦1) 𝑑𝑦1

𝑦1∫︁
0

𝑑𝑦2 . . .

𝑦𝑛−1∫︁
0

𝑑𝑦𝑛 =

=

𝑎∫︁
0

𝑓(𝑦1) 𝑑𝑦1

𝑦1∫︁
0

𝑑𝑦2 . . .

𝑦𝑛−2∫︁
0

𝑦𝑛−1 𝑑𝑦𝑛−1 =
1

2!

𝑎∫︁
0

𝑓(𝑦1) 𝑑𝑦1

𝑦1∫︁
0

𝑑𝑦2 . . .

𝑦𝑛−3∫︁
0

𝑦2𝑛−2 𝑑𝑦𝑛−2 = . . . =

=
1

(𝑛− 1)!

𝑎∫︁
0

𝑦𝑛−1
1 𝑓(𝑦1) 𝑑𝑦1.

Формула (4) доказана. 2

Другое доказательство формулы Лиувилля предложено в [2; гл. 18, § 5]. Как видно из (4)
при 𝑓 ≡ 1, объём 𝑛-мерной пирамиды (3) находится по формуле

|𝑉𝑛(𝑎)| =
𝑎𝑛

𝑛!
, 𝑎 > 0, 𝑛 ∈ N. (5)

Используя (5) выразим кратный интеграл в (4) по-другому.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 при любых 𝑎 > 0 и 𝑛 ∈ N справедлива формула∫︁
· · ·
∫︁

𝑉𝑛(𝑎)

𝑓(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1 𝑎𝑛−𝑘

(𝑛− 𝑘)!
𝐹𝑘(𝑎), (6)

где 𝐹𝑘 обозначает 𝑘-ую первообразную функции 𝑓 на [0, 𝑎], определяемую рекуррентным
правилом

𝐹𝑘(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝐹𝑘−1(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑘 ∈ N, 𝐹0(𝑡) ≡ 𝑓(𝑡). (7)

Доказательство. В соответствии с определением (3) имеем

∫︁
· · ·
∫︁

𝑉𝑛(𝑎)

𝑓(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 =

∫︁
· · ·
∫︁

𝑉𝑛−1(𝑎)

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛−1

𝑎−𝑥1−...−𝑥𝑛−1∫︁
0

𝑓(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛) 𝑑𝑥𝑛.

Внутренний интеграл в терминах первообразной 𝐹1(𝑡) =
𝑡∫︀
0

𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 переписывается так

𝑎−𝑥1−...−𝑥𝑛−1∫︁
0

𝑓(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛) 𝑑𝑥𝑛 =

𝑎∫︁
𝑥1+...+𝑥𝑛−1

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝐹1(𝑎)− 𝐹1(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛−1).

Поэтому∫︁
· · ·
∫︁

𝑉𝑛(𝑎)

𝑓(𝑥1+ . . .+𝑥𝑛) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 = |𝑉𝑛−1(𝑎)|𝐹1(𝑎)−
∫︁

· · ·
∫︁

𝑉𝑛−1(𝑎)

𝐹1(𝑥1+ . . .+𝑥𝑛−1) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛−1.
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Те же соображения с использованием следующей первообразной 𝐹2(𝑡) =
𝑡∫︀
0

𝐹1(𝑠) 𝑑𝑠 дают

∫︁
· · ·
∫︁

𝑉𝑛−1(𝑎)

𝐹1(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛−1) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛−1 =

= |𝑉𝑛−2(𝑎)|𝐹2(𝑎)−
∫︁

· · ·
∫︁

𝑉𝑛−2(𝑎)

𝐹2(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛−2) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛−2.

Отсюда с учётом (5) имеем∫︁
· · ·
∫︁

𝑉𝑛(𝑎)

𝑓(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 =

=
𝑎𝑛−1

(𝑛− 1)!
𝐹1(𝑎)−

𝑎𝑛−2

(𝑛− 2)!
𝐹2(𝑎) +

∫︁
· · ·
∫︁

𝑉𝑛−2(𝑎)

𝐹2(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛−2) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛−2.

Продолжив процесс на нужное число шагов, придём к формуле (6). Обратим внимание, что

на последнем шаге возникнет интеграл
𝑎∫︀
0

𝐹𝑛−1(𝑥1) 𝑑𝑥1 = 𝐹𝑛(𝑎) по одномерной пирамиде 𝑉1(𝑎),

совпадающей с отрезком [0, 𝑎], и для корректного действия формулы (6) важен выбор 𝑛-ой
первообразной именно по правилу (7). 2

Из теорем 1, 2 очевидно вытекает следующее утверждение.

Следствие 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶[0, 𝑎], где 𝑎 > 0, и 𝑛 ∈ N. Тогда верна формула
𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1 𝑎𝑛−𝑘

(𝑛− 𝑘)!
𝐹𝑘(𝑎) =

1

(𝑛− 1)!

𝑎∫︁
0

𝑡𝑛−1𝑓(𝑡) 𝑑𝑡, (8)

левая часть которой вычисляется на основе (7).

Вернёмся к исходному кратному интегралу (1). С одной стороны, по формуле Лиувилля (4)
находим∫︁

· · ·
∫︁

𝑉𝑛(1)

√
𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 =

1

(𝑛− 1)!

1∫︁
0

𝑡𝑛−1/2 𝑑𝑡 =
2

(2𝑛+ 1)(𝑛− 1)!
, 𝑛 ∈ N. (9)

С другой стороны, поскольку для 𝑓(𝑡) =
√
𝑡 первообразные (7) имеют вид

𝐹𝑘(𝑡) =
𝑡1/2+𝑘

3
2 · 5

2 · . . . · 2𝑘+1
2

=
4𝑘𝑘!

(2𝑘 + 1)!
𝑡1/2+𝑘, 𝑘 ∈ N, 𝑡 ∈ [0, 1],

то формула (6) в таком случае означает, что∫︁
· · ·
∫︁

𝑉𝑛(1)

√
𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1 4𝑘𝑘!

(2𝑘 + 1)! (𝑛− 𝑘)!
, 𝑛 ∈ N. (10)

Сопоставив (9) и (10), получим тождество (2) как частный случай (8) при выборе 𝑎 = 1
и 𝑓(𝑡) =

√
𝑡 ∈ 𝐶[0, 1].

Разумеется, соотношение (8) можно доказать иначе — многоразовым интегрированием
по частям его правой половины с пошаговым привлечением первообразных (7). Способ, осно-
ванный на соединении теорем 1, 2, представляется более изящным.

Рассмотрим ещё два примера на применение формулы (8).
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Пример 3. Пусть 𝑓(𝑡) = 𝑡𝛼, где 𝛼 > 0. Элементарно проверяется, что

𝐹𝑘(𝑡) =
𝑡𝛼+𝑘

(𝛼+ 1) · . . . · (𝛼+ 𝑘)
, 𝑘 ∈ N.

Подставив это выражение и 𝑎 = 1 в (8), получим соотношение

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

(𝑛− 𝑘)! (𝛼+ 1) · . . . · (𝛼+ 𝑘)
=

1

(𝑛− 1)! (𝛼+ 𝑛)
, (11)

выполненное при всех 𝛼 > 0 и любом 𝑛 ∈ N. По принципу аналитического продолжения
формула распространяется на все значения 𝛼 в плоскости C с выброшенными из неё целы-
ми точками −𝑛, . . . ,−1. Соотношение (11) есть частный случай тождества, с помощью
которого обычно выводят интерполяционную формулу Ньютона (см., например, [3; S 3, фор-
мула 3.1.1]). Мы уже видели, что при 𝛼 = 1/2 тождество (11) конкретизируется в (2). Но
теперь можно подставлять в (11) запрещённые ранее условием 𝛼 > 0 значения. Например,
выбор 𝛼 = −1/2 позволяет вычислить схожую с (2), но чуть другую сумму

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1 4𝑘𝑘!

(2𝑘)! (𝑛− 𝑘)!
=

2

(2𝑛− 1)(𝑛− 1)!
, 𝑛 ∈ N.

Обе суммы допускают эквивалентную запись через биномиальные коэффициенты. Именно,

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1 4𝑘

2𝑘 + 1

𝐶𝑘𝑛
𝐶𝑘2𝑘

=
2𝑛

2𝑛+ 1
,

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1 4𝑘
𝐶𝑘𝑛
𝐶𝑘2𝑘

=
2𝑛

2𝑛− 1

при всех 𝑛 ∈ N.

Пример 4. Пусть 𝑓(𝑡) = 𝑒𝑡. Тогда по формуле (7) находим

𝐹𝑘(𝑡) = 𝑒𝑡 −
𝑘−1∑︁
𝑚=0

𝑡𝑚

𝑚!
, 𝑘 ∈ N.

При 𝑎 = 1 левая часть в (8) принимает вид

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

(𝑛− 𝑘)!
𝐹𝑘(1) =

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

(𝑛− 𝑘)!

(︃
𝑒−

𝑘−1∑︁
𝑚=0

1

𝑚!

)︃
=

= (−1)𝑛−1 𝑒

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘!
−

𝑛∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1

(𝑛− 𝑘)!

𝑘−1∑︁
𝑚=0

1

𝑚!
= (−1)𝑛−1

(︃
𝑒

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘!
− 1

)︃
,

а правая — соответственно, вид

1

(𝑛− 1)!

1∫︁
0

𝑡𝑛−1𝑒𝑡 𝑑𝑡.

Поэтому, заменив в (8) 𝑛− 1 на 𝑛, придём к равенству

1∫︁
0

𝑡𝑛𝑒𝑡 𝑑𝑡 = (−1)𝑛𝑛!

(︃
𝑒

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘!
− 1

)︃
, 𝑛 ∈ N0 ≡ N ∪ {0} (12)
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(см. также [4, раздел 1.3.2]). Дальнейшие возможные упрощения правой части (12) связа-
ны с понятием субфакториала !𝑛, определяемого для натурального числа 𝑛 как количество
перестановок 𝑛 элементов без неподвижных точек (т. е. количество беспорядков). Известно
(см. [5, гл. 5, S 5.3], [6]), что

!𝑛 = 𝑛!
𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘!
=

⌊︂
𝑛!

𝑒

⌉︂
, 𝑛 ∈ N,

где ⌊𝑥⌉ обозначает ближайшее к 𝑥 ∈ R целое число. Следовательно, при любом 𝑛 ∈ N имеем

1∫︁
0

𝑡𝑛𝑒𝑡 𝑑𝑡 = (−1)𝑛𝑒

(︂
!𝑛− 𝑛!

𝑒

)︂
= (−1)𝑛𝑒

(︂⌊︂
𝑛!

𝑒

⌉︂
− 𝑛!

𝑒

)︂
.

Наконец, обозначив через ‖𝑥‖ расстояние от 𝑥 до ближайшего к нему целого числа, запишем
окончательно изящную формулу

1∫︁
0

𝑡𝑛𝑒𝑡−1 𝑑𝑡 =

⃦⃦⃦⃦
𝑛!

𝑒

⃦⃦⃦⃦
, 𝑛 ∈ N (13)

(при 𝑛 = 0 правило (13) не работает). Отсюда мгновенно следует асимптотика⃦⃦⃦⃦
𝑛!

𝑒

⃦⃦⃦⃦
∼ 1

𝑛
, 𝑛 //∞,

поскольку для любой функции 𝑓 ∈ 𝐶[0, 1] выполнено предельное соотношение

lim
𝑛 //∞

𝑛

1∫︁
0

𝑡𝑛𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑓(1).

Кроме того, последовательность расстояний ‖𝑛!/𝑒‖, где 𝑛 ∈ N, как последовательность
степенных моментов положительной и непрерывной на [0, 1] функции, является вполне мо-
нотонной (положительны все её конечные разности любого порядка), в частности — в стро-
гом смысле убывает и выпукла. Несколько близких к (13) тождеств для интегралов (в других
обозначениях) приведено в [6].

Заметим, что разложение экспоненты в степенной ряд с последующим почленным ин-
тегрированием даёт в дополнение к (12), (13) представление

1∫︁
0

𝑡𝑛𝑒𝑡 𝑑𝑡 =
∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘! (𝑘 + 𝑛+ 1)
, 𝑛 ∈ N, (14)

менее удобное для практического применения. Например, взяв 𝑛 = 3, по формулам (12), (13)
устно вычисляем

1∫︁
0

𝑡3𝑒𝑡 𝑑𝑡 = −6

(︃
𝑒

3∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘!
− 1

)︃
= 6− 6𝑒

(︂
1− 1 +

1

2
− 1

6

)︂
= 6− 2𝑒,

1∫︁
0

𝑡3𝑒𝑡 𝑑𝑡 = 𝑒

⃦⃦⃦⃦
6

𝑒

⃦⃦⃦⃦
= 𝑒

(︂
6

𝑒
− 2

)︂
= 6− 2𝑒,
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в то время как ответ
1∫︁

0

𝑡3𝑒𝑡 𝑑𝑡 =

∞∑︁
𝑘=0

1

𝑘! (𝑘 + 4)
,

получаемый по формуле (14), ещё нужно «довести до числа».

Завершая разбор примера, отметим найденное по ходу дела красивое соотношение∫︁
· · ·
∫︁

𝑥1⩾0, ..., 𝑥𝑛+1⩾0,

𝑥1+...+𝑥𝑛+1⩽1

𝑒𝑥1+...+𝑥𝑛+1 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛+1 =
𝑒

𝑛!

⃦⃦⃦⃦
𝑛!

𝑒

⃦⃦⃦⃦
, 𝑛 ∈ N.

3. Заключение

Очевидно, потенциал формулы (8) не исчерпывается рассмотренными простейшими при-
мерами. Ясно также, что многие из фигурирующих в работе соотношений могли быть под-
мечены ранее. Однако, нам кажется полезным взгляд с разных позиций на классическую
формулу Лиувилля.

Кстати говоря, было бы любопытно в духе предложенной заметки проанализировать общий
вариант этой формулы

∫︁
· · ·
∫︁

𝑉𝑛(1)

𝑥 𝑝1−1
1 . . . 𝑥 𝑝𝑛−1

𝑛 𝑓(𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 =
Γ(𝑝1) . . .Γ(𝑝𝑛)

Γ(𝑝1 + . . .+ 𝑝𝑛)

1∫︁
0

𝑡 𝑝1+...+𝑝𝑛−1𝑓(𝑡) 𝑑𝑡,

действующий для любой 𝑓 ∈ 𝐶[0, 1], с произвольными 𝑝𝑘 > 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, где 𝑛 ∈ N,
и значениями гамма-функции Γ(𝑝) в соответствующих точках.
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