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Исследуется влияние точности условий на показатели ряда Дирихле, сходящегося лишь в 

полуплоскости, при выполнении которых порядок суммы ряда может быть вычислен при по-

мощи некоторой формулы (зависящей только от коэффициентов и показателей). Для неогра-

ниченных аналитических в единичном круге функций формула такого типа в разное время неза-

висимо была установлена рядом авторов, в том числе Н. В. Говоровым (1959), Маклейном (1966) 

и М. Н. Шереметой (1968). Позже был введен аналог этого понятия и для рядов Дирихле, абсо-

лютно сходящихся в некоторой полуплоскости. Но соответствующая формула для порядка 

суммы ряда Дирихле всеми авторами была установлена либо при наложении существенных 

ограничений на показатели или коэффициенты. В настоящей работе рассматривается условие 

ограничений на показатели, которое также является и необходимым для справедливости из-

вестной формулы для порядка. 

Ключевые слова: целая функция, максимум модуля, ряды Дирихле, формула для порядка, R-
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Целые функции являются непосредственным 

обобщением многочленов. Если функция 

 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑎𝑛𝑧
𝑛∞

𝑛=0   (1) 

является целой, то по принципу максимума модуля  

𝑀𝑓(𝑟) ≝ max
|𝑧|=𝑟

|𝑓(𝑧)| =max
|𝑧|≤𝑟

|𝑓(𝑧)|. 

Так что 𝑀𝑓(𝑟) – неубывающая на [0,∞) функ-

ция, причем если 𝑓(𝑧) ≢ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то 𝑀𝑓(𝑟), строго воз-

растая, стремится к +∞ при 𝑟 → ∞.  

Для многочлена f степени n  

lim⁡
𝑟→∞

ln𝑀𝑓(𝑟)

ln 𝑟
= 𝑛. 

Для целых трансцендентных функций (т.е. 

функций, отличных от многочлена) отношение 
ln𝑀𝑓(𝑟)

ln 𝑟
 стремится к ∞. Поэтому рост ln𝑀𝑓(𝑟) срав-

нивают не с ln 𝑟, а с более быстро растущими функ-

циями, например, со степенными. Поступая таким 

образом, в 1896 г. Э. Борель пришел к понятию по-

рядка 𝜌 целой функции, полагая  

𝜌 = lim̅̅ ̅̅
𝑟→∞

ln⁡ln𝑀𝑓(𝑟)

ln 𝑟
. 

Было показано, что порядок целой функции (1) 

равен 

𝜌 = lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

𝑛 ln 𝑛

ln |
1
𝑎𝑛
|
. 

Пусть функция f, определенная рядом (1), ана-

литична только в круге 𝐷(0,1) = {𝑧:⁡|𝑧| < 1} (в этом 

случае радиус сходимости ряда (1) равен единице). 

Будем предполагать, что функция f не ограничена в 

𝐷(0,1). Так что 𝑀𝑓(𝑟) ↑ ∞ при 𝑟 ↑ 1. Порядком 𝜌 не-

ограниченной аналитической в круге 𝐷(0,1) функ-

ции f называется величина 

𝜌 = lim̅̅ ̅̅
𝑟↑1

ln ln𝑀𝑓(𝑟)

− ln( 1 − 𝑟)
. 

Как известно (см., например, [1–3]),  

𝜌

𝜌 + 1
= lim⁡̅̅ ̅̅

𝑛→∞

ln+ ln+ |𝑎𝑛|

ln 𝑛
,⁡ 

𝑎+ = max(𝑎, 0). 
Если положить 𝑧 = 𝑒−𝑠⁡(𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡), то имеем: 

 𝐹(𝑠) = 𝑓(𝑒−𝑠) = 𝑎0 + ∑ 𝑎𝑛𝑒
−𝑛𝑠.∞

𝑛=1   (2) 

Поскольку при указанной замене полуплос-

кость П0 = {𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡:⁡𝜎 > 0} отображается в еди-

ничный круг 𝐷(0,1), то  

𝑀(𝜎) ≝ sup
|𝑡|<∞

|𝐹(𝜎 + 𝑖𝑡)| = 𝑀𝑓(𝑟), 

где 𝜎 > 0, 𝑟 = 𝑒−𝜎 < 1. Проверяется, что − ln(1 −
𝑟)~ − ln𝜎 при 𝑟 ↑ 1 (при этом, очевидно, 𝜎 ↓ 0). 
Учитывая это, имеем: 

𝜌 = 𝜌𝐹 ≝ lim̅̅ ̅̅
𝜎↓0

ln ln𝑀(𝜎)

− ln 𝜎
. 

Таким образом, порядок 𝜌 функции f в 𝐷(0,1) 
равен характеристике 𝜌𝐹 роста ряда Тейлора-Дири-

хле (2). Ее называют обычным порядком или просто 

порядком функции F (в отличие от так называемого 

порядка ρR по Ритту (или R-порядка) в полуплоско-

сти П0 [4]: 𝜌𝑅 = lim̅̅ ̅̅
𝜎↓0

ln ln𝑀(𝜎)

|𝜎|−1
). Это наблюдение при-

водит к понятию порядка общего ряда Дирихле, схо-

дящегося лишь в полуплоскости. 

Пусть 𝛬 = {𝜆𝑛}⁡(0 < 𝜆𝑛 ↑ ∞) – произвольная 

последовательность вещественных чисел, удовле-

творяющая условию  

 lim
𝑛→∞

ln𝑛

𝜆𝑛
= 0.  (3) 

Предположим, что область сходимости ряда 

Дирихле 

 𝐹(𝑠) = ∑ 𝑎𝑛𝑒
−𝜆𝑛𝑠∞

𝑛=1 ⁡ (4) 

есть полуплоскость П0. В силу условия (3), ряд (4) 

сходится в П0 абсолютно, и потому его сумма F ана-

литична в этой полуплоскости [5]. Здесь изучается 
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рост функции F в зависимости от поведения коэф-

фициентов 𝑎𝑛 ряда (4), поэтому естественно предпо-

ложить, что 𝑀𝐹(𝜎) → ∞ при 𝜎 ↓ 0, где  

𝑀𝐹(𝜎) = sup
|𝑡|<∞

|𝐹(𝜎 + 𝑖𝑡)|⁡(𝜎 > 0). 

Класс всех таких функций F, представленных 

рядами Дирихле (4), обозначим 𝐷0(𝛬). Величина 

𝜌𝐹 = lim̅̅ ̅̅
𝜎↓0

ln ln𝑀𝐹(𝜎)

− ln 𝜎
 

называется порядком суммы ряда Дирихле (4). 

Именно так порядок определяется, например, в ра-

ботах [6–10]. В [11, 12] порядок функции 𝐹 ∈ 𝐷0(𝛬) 
определяется по формуле 

𝜌𝐹 = lim̅̅ ̅̅
𝜎↓0

ln ln𝑀𝐹(𝜎)

− ln(1 − 𝑒−𝜎)
, 

что, очевидно, совпадает с выше введенным поряд-

ком. В перечисленных работах [7–9, 11, 12] без до-

казательств приводится формула 

 
𝜌𝐹

𝜌𝐹+1
= lim⁡̅̅ ̅̅

𝑛→∞

ln+ ln
+
|𝑎𝑛|

ln 𝜆𝑛
,⁡ (5) 

справедливость которой утверждается лишь при не-

которых дополнительных ограничениях на показа-

тели 𝜆𝑛 и коэффициенты 𝑎𝑛 ряда (4). Эти ограниче-

ния, весьма разные, порой являются очень жест-

кими. Так, в [11, 12] предполагается, что последова-

тельность 𝛬 имеет конечную верхнюю плотность:  

lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

𝑛

𝜆𝑛
= 𝐷 < ∞. 

Это условие, как будет видно, слишком силь-

ное. С другой стороны, в [9] утверждается, что фор-

мула (5) верна при выполнении условий 

lim
𝑛→∞

ln 𝑛

𝜆𝑛
= lim̅̅ ̅̅

𝑛→∞

ln|𝑎𝑛|

𝜆𝑛
= 0. 

Здесь же будет показано, что лишь при этих 

требованиях формула (5) неверна (см. также [10]). В 

статье [6] формула (5) доказана, но при  

 lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

ln𝑛

ln𝜆𝑛
= 𝛾 < ∞.⁡ (6) 

Оказывается, это условие может быть суще-

ственно ослаблено (см. ниже). 

Обозначим  

𝛼 = lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

ln ln 𝑛

ln 𝜆𝑛
. 

Положим также 

𝜇 = lim⁡̅̅ ̅̅
𝑛→∞

ln+ ln+ |𝑎𝑛|

ln 𝜆𝑛
. 

В статье [7] утверждается, что если 𝛼 ≤ 𝜇, то 

𝜇 =
𝜌𝐹

𝜌𝐹+1
, т.е. верна формула (5). Недостатком этого 

результата является то, что условие 𝛼 ≤ 𝜇 содержит 

дополнительное ограничение на коэффициенты 𝑎𝑛 

ряда Дирихле (4). Поэтому, согласно [7], формула 

для порядка 𝜌𝐹 имеет место не для любой функции 

F из класса 𝐷0(𝛬). 

Равенство 𝜇 =
𝜌𝐹

𝜌𝐹+1
 доказано в [10] при 𝛼 = 0. 

Это условие слабее условия (6). Действительно, если 

𝛾 < ∞, то  

𝛼 = lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

ln 𝑛

ln 𝜆𝑛
∙
ln ln 𝑛

ln 𝑛
= 0. 

С другой стороны, для последовательности 

{𝜆𝑛}, 𝜆𝑛 = ln2(𝑛 + 1), имеем: 𝛼 =
1

2
, но 𝛾 = ∞. При 

этом, очевидно,  

lim
𝑛→∞

ln 𝑛

𝜆𝑛
= 0. 

В [10] показано еще следующее: существует 

последовательность 𝛬 с 𝛼 > 0, существует функция 

𝐹 ∈ 𝐷0(𝛬), для которой 𝜇 ≠
𝜌𝐹

𝜌𝐹+1
. 

Цель статьи – показать, что условие 𝛼 = 0 на са-

мом деле является необходимым. Верна следующая 

Теорема. Для того, чтобы для любой функции 

𝐹 ∈ 𝐷0(𝛬) порядок 𝜌𝐹 вычислялся по формуле  

𝜌𝐹
𝜌𝐹 + 1

= lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

ln+ ln+|𝑎𝑛|

ln 𝜆𝑛
, 

необходимо и достаточно, чтобы  

𝛼 ≝ lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

ln ln 𝑛

ln 𝜆𝑛
= 0. 

Д о с т а т о ч н о с т ь доказана в [10]. При этом 

формула верна и для случая 𝜌𝐹 = ∞. 

Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝛼 > 0, т.е.  

lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

ln ln 𝑛

ln 𝜆𝑛
> 0. 

Это означает, что для некоторой последова-

тельности {𝑛𝑚} натуральных чисел 𝑛𝑚, 𝑛𝑚 ↑ ∞, 

 
ln ln 𝑛𝑚

ln 𝜆𝑛𝑚
≥ 𝛽 > 0. (7) 

Далее, так как  

lim
𝑛→∞

ln 𝑛

𝜆𝑛
= 0, 

то найдется постоянная 𝐶 > 0, такая что 
ln 𝑛

𝜆𝑛
≤ 𝐶⁡(𝑛 ≥ 1). 

Значит, ln 𝑛 ≤ 𝐶𝜆𝑛, и ln ln 𝑛⁡ ≤ ln 𝐶 +
ln 𝜆𝑛⁡(𝑛 ≥ 2). Отсюда следует, что всегда 𝛼 ≤ 1. Так 

что в (7) можно считать, что 𝛽 ≤ 1. 

Рассмотрим ряд 

 𝐹(𝑠) = ∑ 𝑎𝑛𝑒
−𝜆𝑛𝑠⁡(𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡),∞

𝑛=1   (8) 

где 𝑎𝑛 = 𝑒. Как и ранее, предполагаем, что выпол-

нено условие ln 𝑛 = 𝑜( 𝜆𝑛) при 𝑛 → ∞. Ряд (8) схо-

дится, в силу последнего условия и абсолютно, в 

правой полуплоскости П0 [5]. Вычисляя порядок по 

формуле (5), имеем 𝜌𝐹 = 0. Убедимся, что на самом 

деле порядок 𝜌𝐹 > 0. Это будет означать также, что 

сумма ряда (8) не ограничена в П0, т. е. 𝐹 ∈ 𝐷0(𝛬). 
Действительно, так как 𝑎𝑛 > 0, то  

𝑀𝐹(𝜎) = sup
|𝑡|<∞

|𝐹(𝜎 + 𝑖𝑡)| ⁡≥ |𝐹(𝜎)|

= 𝑒∑𝑒−𝜆𝑛𝜎⁡(𝜎 > 0).

∞

𝑛=1

 

С другой стороны, очевидно, что 

𝑀𝐹(𝜎) ≤ 𝑒∑𝑒−𝜆𝑛𝜎
∞

𝑛=1

. 

Следовательно, 𝑀𝐹(𝜎) = |𝐹(𝜎)|. Пользуясь 

оценкой 𝑀𝐹(𝜎) ≥ |𝐹(𝜎)| (нам понадобится только 

это соотношение), для любого натурального N имеем: 
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𝑀𝐹(𝜎) ≥ 𝑒 ∑ 𝑒−𝜆𝑛𝜎 ≥ 𝑒
𝑁

2

𝑁

𝑛=[
𝑁
2
]

𝑒−𝜆𝑁𝜎 ≥ 𝑁𝑒−𝜆𝑁𝜎 , 

где [a] – целая часть a. Учитывая (7), теперь поло-

жим 𝑁 = 𝑛𝑚⁡(𝑚 = 1,2, … ). Тогда получим 

𝑀𝐹(𝜎) ≥ 𝑛𝑚𝑒
−𝜆𝑛𝑚𝜎 = exp[ln 𝑛𝑚 − 𝜆𝑛𝑚 𝜎]⁡(𝜎 > 0). 

Далее, из соотношения (7) видно, что 

𝜆𝑛𝑚 ≤ (ln 𝑛𝑚)
1
𝛽⁡(𝑚 ≥ 1). 

Следовательно, из предыдущего имеем 

 𝑀𝐹(𝜎) ≥ exp [ln 𝑛𝑚 −(ln 𝑛𝑚)
1

𝛽𝜎]⁡(𝑚 ≥ 1),  (9) 

где 0 < 𝛽 ≤ 1, 𝜎 > 0 – любое. 

Если 𝛽 = 1, положим 𝜎 = 𝜎𝑚, где 𝜎𝑚 =
ln−1 𝑛𝑚⁡(𝑚 ≥ 1). Тогда 𝜎𝑚 ↓ 0 при 𝑚 → ∞ и 

ln𝑀𝐹(𝜎𝑚) ≥
1

𝜎𝑚
(1 − 𝜎𝑚). Отсюда 

ln ln𝑀(𝜎𝑚)

− ln 𝜎𝑚
≥ 1 − 𝜎𝑚. 

Это означает, что 𝜌𝐹 ≥ 1. 

Если 𝛽 < 1, то в качестве 𝜎 возьмем решение 

𝜎𝑚⁡уравнения  

 (ln 𝑛𝑚)
1

𝛽 = (
1

𝜎
)
𝛽

⁡(0 < 𝛽 < 1).  (10) 

Тогда, учитывая (10), из (9) получаем 

ln𝑀𝐹( 𝜎𝑚) ≥ (ln 𝑛𝑚)
1
𝛽 [(ln 𝑛𝑚)

1−⁡
1
𝛽 − 𝜎𝑚] = 

 = (
1

𝜎𝑚
)
𝛽

[(ln 𝑛𝑚)
𝛽−1

𝛽 − (ln 𝑛𝑚)
−⁡

1

𝛽2] × 

 ×⁡(𝑚 ≥ 1).  (11) 

Но 

 (Ln 𝑛𝑚)
𝛽−1

𝛽 − (ln 𝑛𝑚)
−⁡

1

𝛽2 = 

 = (ln 𝑛𝑚)
𝛽−1

𝛽 [1 − (ln 𝑛𝑚)
𝛽(1−𝛽)−1

𝛽2 ].⁡ (12) 

Так как 0 < 𝛽 < 1, то (ln 𝑛𝑚)
𝛽(1−𝛽)−1

𝛽2 = 𝑜(1) 
при 𝑚 → ∞, а 

 (ln 𝑛𝑚)
𝛽−1

𝛽 = (
1

𝜎𝑚
)
𝛽(𝛽−1)

.  (13) 

Следовательно, из (11–13) получаем, что при 

𝑚 → ∞ 

ln𝑀( 𝜎𝑚) ≥ (1 + 𝑜(1)) (
1

𝜎𝑚
)
𝛽+𝛽(𝛽−1)

= (1 + 𝑜(1)) (
1

𝜎𝑚
)
𝛽2

. 

Отсюда, учитывая асимптотическое соотноше-

ние ln(1 + 𝑥)~𝑥 при 𝑥 → 0, окончательно получаем, 

что 

ln ln𝑀𝐹( 𝜎𝑚) ≥ 𝑜(1) + 𝛽2 ln
1

𝜎𝑚
, ⁡𝑚 → ∞. 

Так как 𝜎𝑚 ↓ 0 при 𝑚 → ∞, то 

𝜌𝐹 = lim̅̅ ̅̅
𝜎↓0

ln ln𝑀(𝜎)

− ln 𝜎
≥ 𝛽2⁡(0 < 𝛽 < 1). 

Поскольку, очевидно, 𝐹 ∈ 𝐷0(𝛬), необходи-

мость теоремы полностью доказана. 

Замечание. Пусть 𝐷(0,1) – круг сходимости 

степенного ряда (1). Для ряда Тейлора–Дирихле  

∑𝑎𝑛𝑒
−𝑛𝑠

∞

𝑛=1

 

обычный порядок 𝜌𝐹 совпадает с порядком 𝜌 функ-

ции f вида (1). Так как в данном случае 𝜆𝑛 = 𝑛, то 

𝛼 = lim
𝑛→∞

ln ln 𝑛

ln 𝜆𝑛
= 0, 

и поэтому из теоремы как следствие вытекает 

упомянутая в самом начале формула Говорова–Ма-

клейна–Шереметы для вычисления порядка 𝜌 функ-

ции f, заданной в круге 𝐷(0,1) рядом (1). 

Отметим, что обобщением целых функций (1) 

конечного порядка являются ряды Дирихле (4), аб-

солютно сходящиеся во всей плоскости и имеющие 

конечный R-порядок. Поведение целых функций F 

вида (4) конечного порядка по Ритту исследовалось 

в статье [13]. 

В заключение автор благодарит лектора по 

спецкурсам «Целые функции» и «Ряды Дирихле» 

профессора А. М. Гайсина за постановку задачи и 

внимание к работе. 
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Let 𝛬 = {𝜆𝑛}⁡(0 < 𝜆𝑛 ↑ ∞), ln 𝑛 = 𝑜(𝜆𝑛) as 𝑛 → ∞, and let convergence domain of a 

Dirichlet series 

𝐹(𝑠) = ∑𝑎𝑛𝑒
−𝜆𝑛𝑠

∞

𝑛=1

⁡

be a half-plane П0 = {𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝑡:⁡𝜎 > 0}. Let 𝐷0(𝛬) denote class of all unbounded on 

П0 functions F of type (1). Let 𝑀𝐹(𝜎) = sup
|𝑡|<∞

|𝐹(𝜎 + 𝑖𝑡)|⁡(𝜎 > 0). A value 

𝜌𝐹 = lim̅̅ ̅̅
𝜎↓0

ln ln𝑀𝐹(𝜎)

− ln 𝜎
⁡ 

is called an order of the sum of the Dirichlet series (1). The formula 

𝜌𝐹
𝜌𝐹 + 1

= lim⁡̅̅ ̅̅
𝑛→∞

ln+ ln
+
|𝑎𝑛|

ln 𝜆𝑛
is given without a proof  in works [1] – [4]. Moreover, authors of these papers formu-

lated this result under additional conditions on 𝜆𝑛 and (or) 𝑎𝑛. We give a criterion for the 

formula (2) to hold. 

Theorem. The order 𝜌𝐹 of any function 𝐹 ∈ 𝐷0(𝛬) to be calculated by formula (2) if 

and only if 

𝛼 ≝ lim̅̅ ̅̅
𝑛→∞

ln ln 𝑛

ln 𝜆𝑛
= 0. 

Being known as the Govorov – MacLane – Sheremeta formula for the order of function 

𝑓(𝑧) = ∑ 𝑎𝑛𝑧
𝑛∞

𝑛=0 , which is analytic in the unit disk, follows from (2). 

Keywords: entire function, maximum modulus, Dirichlet series, formula for an order, 

R-order, half-plane of convergence. 
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