
вестн. моск. ун-та. сер.1, математика. механика. 2010. № 2 53

В заключение отметим, что с помощью более аккуратной оценки в неравенстве (5) результат теоремы
может быть несколько улучшен:
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где Lr(x) — многочлен Лагерра степени r, а c = 1 − a и b — такие неотрицательные константы, что для
всех целых m � 1 выполнено неравенство
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Здесь константы могут быть выбраны следующим образом: a = ln 2−0,5, b = 6 ln 2−3,7. Тогда неравенство
(7) дает нам некоторое улучшение оценки (3). При a = 0 и b = 0 из неравенства (7) получаем (3).

Автор выражает благодарность научному руководителю профессору В.Н. Чубарикову за постановку
задачи и внимание к работе.
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О СЛОЖНОСТИ ПСЕВДОЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИЙ

Д.А. Дагаев1

В работе получены верхние и нижние оценки сложности функций трехзначной логи-
ки, которые принимают значения из множества {0, 1} и ограничения которых на множе-
стве наборов из нулей и единиц являются линейными функциями.
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Upper and lower estimates for the complexity of functions of the 3-valued logic taking
values from the set {0, 1} with linear Boolean restrictions are derived.
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Рассматривается задача о реализации функций трехзначной логики формулами над конечными систе-
мами. О.Б. Лупанов [1] для любой полной системы булевых функций получил асимптотически точную
оценку функции Шеннона. В работе [2] показано, что для произвольной конечной системы Ψ булевых
функций всякая функция из [Ψ] может быть реализована формулой со сложностью, имеющей не более
чем экспоненциальный порядок роста от числа переменных. Пример последовательности функций че-
тырехзначной логики, сложность которых в классе формул над некоторой конечной неполной системой
имеет порядок роста “двойной экспоненты” от числа переменных, приведен в [3]. В [4, 5] для некоторых
замкнутых классов трехзначной логики получены верхние оценки соответствующих функций Шеннона.
В настоящей работе исследуется сложность функций трехзначной логики, которые принимают значения
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из множества {0, 1} и ограничения которых на множестве наборов из нулей и единиц являются линейными
булевыми функциями. Все необходимые определения можно найти в [1–3, 6–9].

Пусть Ek = {0, 1, . . . , k − 1}, k � 2. Обозначим через Enk множество всех наборов α̃ = (α1, . . . , αn),
таких, что α1, . . . , αn ∈ Ek. Множество всех функций k-значной логики обозначим через Pk, а множество
всех функций из P3, принимающих значения только из множества E2, — через P3,2. Пусть F ⊆ Pk. Обозна-
чим через [F ] замыкание множества F относительно операций суперпозиции и введения несущественной
переменной (см. [6]), а через F (n) — множество всех функций из F , зависящих от переменных x1, . . . , xn,
n � 1.

Определим следующие множества булевых функций: L — множество всех линейных функций, S —
множество всех самодвойственных функций, Ti — множество всех функций, сохраняющих константу i,
i = 0, 1. Положим Li = L ∩ Ti, i = 0, 1; L01 = L0 ∩ L1; SL = S ∩ L. Дизъюнкцию x1 и x2, конъюнкцию x1

и x2, сумму по модулю два x1 и x2 будем обозначать через x1 ∨ x2, x1&x2, x1 ⊕ x2 соответственно.
Пусть Ψ — конечная система функций из Pk, f(x1, . . . , xn) ∈ [Ψ], Φ — формула над Ψ, реализующая

функцию f , а F ⊆ [Ψ]. Обозначим через L(Φ) число символов переменных и констант, входящих в формулу
Φ (сложность формулы Φ), через LΨ(f) — сложность функции f , а через LΨ(F (n)) — функцию Шеннона
для множества F .

Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ P3,2. Проекцией функции f(x1, . . . , xn) называется такая булева функция
(pr f)(x1, . . . , xn), значение которой на произвольном наборе α̃ ∈ En2 определяется равенством (pr f)(α̃) =
f(α̃). В дальнейшем функцию (pr f)(x1, . . . , xn) будем обозначать через pr f(x1, . . . , xn). Проекцией prF
множества функций F ⊆ P3,2 называется множество

⋃{pr f}, где объединение берется по всем функци-
ям f ∈ F . Нетрудно убедиться, что для любого замкнутого класса F ⊆ P3,2 множество prF является
замкнутым классом булевых функций. Положим L = {f ∈ P3,2|pr f ∈ L}. Функция f(x1, . . . , xn) ∈ P3,2

называется псевдолинейной, если f ∈ L.
Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ P3,2, H ⊆ En3 . Будем называть ограничением функции f на множество H такую

функцию из P3,2, значение которой на произвольном наборе α̃ ∈ En3 равно f(α̃), если α̃ ∈ H, и равно 0,
если α̃ /∈ H (обозначение f |H).

Обозначим через ji(x) функцию из P3,2, равную 1 при x = i и 0 в остальных случаях, i ∈ E3, а через
x+y и x·y — функции из P3,2, такие, что для любых α, β ∈ E3 выполняются равенства α+β = j1(α)⊕j1(β)
и α · β = j1(α)&j1(β) соответственно.

Приведем описание замкнутых классов H ⊆ P3,2, таких, что prH = L. Пусть f(x1, . . . , xn) — произ-
вольная псевдолинейная функция. Нетрудно видеть, что выполняется равенство

f(x1, . . . , xn) =
∑

jσ1(x1) . . . jσn(xn),

где суммирование производится по всем наборам σ̃ = (σ1, . . . , σn) ∈ En3 , таким, что f(σ̃) = 1. Заменим
каждое вхождение функции j0(y) в правой части этого равенства на равную ей функцию 1 + j1(y)+ j2(y)
и раскроем скобки. Получим представление функции f(x1, . . . , xn) в следующем виде:

f(x1, . . . , xn) = ηf (x1, . . . , xn) + δf (x1, . . . , xn), (1)

где

ηf (x1, . . . , xn) = a+
n∑
i=1

aij1(xi), δf (x1, . . . , xn) =
∑
I,J

aI,JκI,J(x1, . . . , xn),

κI,J(x1, . . . , xn) =

(∏
i∈I

j1(xi)

)⎛⎝∏
j∈J

j2(xj)

⎞⎠ ,
a, ai, aI,J ∈ {0, 1}, а суммирование в определении функции δf производится по всем множествам I, J ,
таким, что I ∪ J ⊆ {1, . . . , n}, I ∩ J = ∅, J �= ∅. Если aI,J = 1, то функция κI,J(x1, . . . , xn) называется
компонентой функции f . Множество всех компонент функции f будем обозначать через Kf . Положим
K =

⋃
Kf , где объединение берется по всем псевдолинейным функциям f . Легко видеть, что представле-

ние функции f ∈ L в виде (1) единственно (с точностью до перестановки слагаемых и порядка множителей
в слагаемых). Обозначим через Jf множество всех функций j1(xi), 1 � i � n, таких, что ai = 1 в представ-
лении функции f в виде (1). Определим множество Hf следующим образом: если a = 1 в представлении
функции f в виде (1), то Hf = {1}; в противном случае Hf = ∅. Положим Yf = Kf ∪ Jf ∪Hf .
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Пусть a ∈ E2. Определим подмножество Z2,a множества P3,2, a = 0, 1. Функция f(x1, . . . , xn) ∈ P3,2

принадлежит множеству Z2,a в том и только в том случае, если она удовлетворяет следующему условию:
если α̃ ∈ En2 , β̃ ∈ En3 и набор α̃ получается из набора β̃ заменой всех двоек на a, то f(α̃) = f(β̃), n � 1.

Определим следующие подмножества множества L. Положим
L2 = {f ∈ L|Kf ⊆ {κI,J ∈ K| |I| � 1}},

L2,r = {f ∈ L|Kf ⊆ {κI,J ∈ K| I = ∅, |J | � r}}, 1 � r <∞,

L2,∞ = {f ∈ L|Kf ⊆ {κI,J ∈ K| I = ∅}}.
В работе [7] показано, что множество всех замкнутых классов F ⊆ L, таких, что prF = L, состоит из

следующих классов: L, L2, L2,∞, Z2,0∩L, Z2,1∩L, L2,r, где 1 � r <∞. При этом каждый из перечисленных
замкнутых классов, кроме класса L2,∞, имеет конечный базис.

Положим λ(x, y) = j1(x) + j1(y), μ(x, y) = j1(x)j2(y), νr(x1, . . . , xr) = j2(x1)j2(x2) . . . j2(xr), r � 1.
Определим следующие системы функций из L. Положим

A = {1, λ(x, y)}, B = A ∪ {j1(x)j1(y)j2(z), j0(x), j1(x), j2(x)}, C = A ∪ {μ(x, y)},
Dr = A ∪ {νr(x1, . . . , xr)}, E = {1, j0(x) + j0(y)}.

Известно [7], что [A] = Z2,0 ∩ L, [B] = L, [C] = L2, [Dr] = L2,r, [E] = Z2,1 ∩ L.
Ниже устанавливаются оценки функций Шеннона для всех конечно-порожденных замкнутых классов

F ⊆ P3,2, таких, что prF = L.
Теорема 1. Пусть Q = Z2,0 ∩ L, U = Z2,1 ∩ L, W = L2, Vr = L2,r, где 1 � r < ∞. Тогда имеют

место следующие соотношения:

LA(Q(n)) = LE(U(n)) = n+ 1, n � 2; (2)

LDr(Vr(n)) = 1 + n+ r(C1
n +C2

n + . . .+ Crn), n � r; (3)

LC(W (n)) = n2n−1 + 2n+1 − 1, n � 2. (4)

Теорема 2. Справедливо соотношение

LB(L(n)) ∼ 3n

log2 n
. (5)

При доказательстве теоремы 1 используется следующая лемма.
Лемма. Пусть f(x1, . . . , xn) — произвольная функция из L2,r, существенно зависящая от n пере-

менных, n � 2. Тогда LDr(f) = |Jf | + |Hf | + r|Kf |.
Доказательство теоремы 1 проводится следующим образом. В (2) равенство LA(Q(n)) = n+1 вытекает

из того, что для любой функции f(x1, . . . , xn) ∈ Q, существенно зависящей от n переменных, n � 2,
выполняется соотношение LA(f) = L{1,x+y}(pr f) = n + 1. Равенство LE(U(n)) = n + 1 имеет место из
соображений двойственности.

Докажем равенство (3). Если n = r = 1, то утверждение очевидно. Пусть n � 2, n � r � 1. Легко
видеть, что для любой функции f(x1, . . . , xn) ∈ Vr(n) выполняются неравенства |Jf | + |Hf | � 1 + n,
|Kf | � C1

n + . . .+Crn. Поэтому в силу леммы LDr(Vr(n)) � 1 +n+ r(C1
n +C2

n + . . .+Crn), что и доказывает
верхнюю оценку.

Докажем нижнюю оценку. Обозначим через θn функцию из множества Vr(n), у которой в представ-
лении (1) все коэффициенты равны 1. Очевидно, что |Jθn | + |Hθn | = 1 + n и |Kθn | = C1

n + . . . + Crn. Из
леммы следует, что LDr(θn) = |Jθn | + |Hθn | + r|Kθn | = 1 + n + r(C1

n + . . . + Crn). Поэтому LDr(Vr(n)) �
LDr(θn) = 1 + n+ r(C1

n + C2
n + . . .+ Crn).

При доказательстве равенства (4) сначала для любой функции f ∈ L2, существенно зависящей от n
переменных, n � 2, устанавливается неравенство LC(f) � |Yf | + B(f), где B(f) — некоторая величина,
которая однозначно вычисляется по функции f . Затем показывается, что |Yf | � n2n−1 +2n, B(f) � 2n−1,
и поэтому выполняется неравенство LC(f) � n2n−1 + 2n+1 − 1. Наконец, рассматривается такая функция
τn(x1, . . . , xn) из L2, у которой в представлении (1) все коэффициенты равны 1, и показывается, что ее
сложность удовлетворяет неравенству LC(τn) � n2n−1 + 2n+1 − 1.
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Приведем план доказательства теоремы 2. Верхняя оценка в соотношении (5) получается с помощью
модификации асимптотически оптимального метода синтеза формул над базисом {&,∨, } [8] (другие
обобщения см. в [10, 11]). Доказательство опирается на существование специального разбиения Y множе-
ства En3 , n � 1, на непересекающиеся подмножества Γ0,Γ1, . . . ,Γt (где t — параметр, зависящий от n). Это
разбиение получается на основе метода построения совершенных кодов Хэмминга [9] длины m, m < n,
над полем GF (3), где m — параметр вида m = (3r − 1)/2, r ∈ N. Разбиение Y обладает следующими
свойствами: число наборов, содержащихся в множестве Γ0, “достаточно мало”, и для каждого множества
Γi, i = 1, . . . , t, найдется номер ji � m, такой, что для любого набора α̃ = (α1, . . . , αn) ∈ Γi выполняется
равенство αji = 2.

Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ L, n � 3, f |Γi — ограничение функции f на множество Γi, i = 0, . . . , t, а
A = Γ1 ∪ . . .∪Γt. Опишем основные этапы построения формулы Φ над B, реализующей функцию f . Сна-
чала строятся формулы Φ1, . . . ,Φt, реализующие функции f |Γ1, . . . , f |Γt соответственно, методом, который
аналогичен методу синтеза формул из [8]. При этом вместо функций x ∨ y и x&y используются функ-
ции j1(x) + j1(y) и j1(x)j1(y)j2(xji) соответственно (см. свойства разбиения Y). Далее строится формула
ΦA, которая реализует функцию f |A и имеет сложность, не превышающую мощностную нижнюю оценку
для функции LB(L(n)). Затем в качестве формулы Φ0 для функции f |Γ0 берется формула, “аналогич-
ная” совершенной дизъюнктивной нормальной форме этой функции. Наконец, рассматривается формула
Φ = j1(Φ0) + j1(ΦA), которая реализует функцию f , причем ее сложность (в силу свойств разбиения Y)
асимптотически равна сложности формулы ΦA.

Нижняя оценка в соотношении (5) следует из мощностных соображений [8] и равенства

|L(n)| = 2n+1 · 23n−2n
.

Замечание. Для замкнутых классов F ⊆ P3,2, таких, что prF ∈ {L0, L1, LS,L01}, можно установить
аналогичные соотношения.
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