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О СХОДИМОСТИ МЕТОДОВ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ

В данной статье получены необходимые и достаточные условия, при ко-
торых два известных метода регуляризации, разработанных в классической
постановке для гильбертовых пространств, могут быть использованы для
получения равномерных приближений к решениям уравнений первого рода.

1. Рассмотрим уравнение первого рода

Au = f, (1)

где A — линейный ограниченный оператор, действующий в пространстве
C[a, b], A−1 существует, но неограничен, и семейство регуляризирующих опе-
раторов Rα:

а) Rα = (αE + A)−1 соответствует методу Лаврентьева [1];
б) Rα = (αE + A∗A)−1A∗ — соответствует методу регуляризации Тихо-

нова нулевого порядка гладкости [2].
Как известно, эти методы в их классических постановках применяют-

ся для нахождения приближенных решений уравнения (1) в гильбертовых
пространствах. При этом α > 0, а в случае а) A = A∗ > 0.

Область сходимости любого метода регуляризации определяется соотно-
шением

‖RαAu− u‖ → 0 при α→ 0. (2)

Отметим, что некоторые условия сходимости (2) в равномерной метрике
для указанных методов в иной, чем здесь, постановке приведены в [3–6].

В дальнейшем будем считать, что параметр α принимает не обязательно
положительные значения, а любые, при которых существует оператор Rα, а
в случае а) оператор A — произвольный линейный ограниченный.

Теорема 1. Если u = Ãv, где v ∈ L2[a, b], Ã = A в случае а) и Ã = A∗A
в случае б), то для сходимости (2) в равномерной метрике необходимо и

достаточно, чтобы
∥∥∥αRαÃv

∥∥∥
C[a,b]

→ 0 при |α| → 0. (3)

Доказательство вытекает из представления

RαA = −λRλ (Ã−1)
∣∣∣
λ=−1/α

,

где Rα(Ã
−1) — резольвента оператора Ã−1, λ — спектральный параметр, и

формулы Гильберта для резольвенты, примененной к функции v.
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Из теоремы 1 и теоремы Банаха — Штейнгауза вытекает

Следствие. Для сходимости (2) в равномерной метрике на замыкании

области значений оператора Ã в равномерной метрике необходимо и доста-

точно, чтобы при достаточно малых значениях |α| выполнялась оценка

‖RαA‖C[a,b] 6 K, (4)

где константа K не зависит от α.

2. Пусть в уравнении (1) оператор A имеет вид

Au =

x∫

0

A(x, t)u(t)dt, (5)

где A(x, t) удовлетворяет условиям: Ax(x, t)
(
Ax(x, t) = ∂

∂xA(x, t)
)
, Axt суще-

ствуют и непрерывны, A(x, x) = 1.
Регуляризация уравнения (1) с оператором (5) иным, чем в данной статье,

методом и при более жестких предположения о ядре A(x, t) рассматривалась
в [7].

Теорема 2. Если в уравнении (1) оператор A имеет вид (5), Rα = (αE+
+A)−1, α > 0, то для любой непрерывной функции u(x), удовлетворяющей

условию u(0) = 0, имеет место сходимость (2) в равномерной метрике.

Схема доказательства:
1) строится интегро-дифференциальное уравнение, которому удовлетво-

ряет функция y = Rα(A
−1)u; 2) резольвента оператора A−1 оценивается че-

рез резольвенту Rλ(L0), где L0 : l0y = y′, y(0) = 0; 3) доказываются оценки
(3), (4); 4) находится замыкание области значений оператора A в равномер-
ной метрике; 5) применяется теорема 1 и следствие из нее.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 06-01-

00003).
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ОЦЕНКА ЧИСЛА СПЕКТРОВ АВТОМАТНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Число автоматов A = (S,X, Y, δ, λ) в классе (k,m, n)-автоматов, где
δ : S × X → S, λ : S × X → Y , |S| = k, |X| = m, |Y | = n, равно
(nk)mk. В таком широком классе изучение поведения каждого представителя
оказывается нецелесообразным. Для классификации автоматов в работе [1]
предложено использовать упорядоченные наборы числовых характеристик,
называемые спектрами.

В настоящей статье исследуются спектры различимости и спектры до-
стижимости автоматных операторов, рассматриваемые в [1]. Найдены коли-
чественные характеристики числа всех спектров для операторов веса r.

Рассмотрим кратко основные результаты [1], на которые опирается ста-
тья. Оператор T представляется бесконечным полным m-ветвящимся дере-
вом, ребра которого помечены символами выходного алфавита Y . Последо-
вательности соседних ребер с началом в корне дерева определяют словарное
отображение T : X∗ → Y ∗, сохраняющее длину и начальные отрезки слов.

Для произвольного оператора T и любого входного слова p ∈ X∗ опре-
деляется остаточный оператор Tp оператора T , соответствующий входному
слову p:

(∀ x ∈ X∗)(Tp(x) = T (px)).

Сам оператор T считается остаточным к пустому слову.
На множестве остаточных операторов определяется отношение

k-эквивалентности (
k≈):

T ′
k≈T ′′ df⇐⇒ (∀ p ∈ X∗)(|p| = k → T ′(p) = T ′′(p)).

Содержательно k-эквивалентным операторам соответствуют полные
m-ветвящиеся деревья с одинаковой разметкой ребер на первых k ярусах.

Число ET (k) классов k-эквивалентности выбирается в качестве элемента
последовательности ET (0), ET (1), ET (2), . . ., которая называется спектром

различимости оператора T .
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