
64 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2016. � 48. Êëèíè Ñ.Ê. Ââåäåíèå â ìåòàìàòåìàòèêó. Ì.: ÈË, 1957.9. Ïëèñêî Â.Å. Àáñîëþòíàÿ ðåàëèçóåìîñòü ïðåäèêàòíûõ �îðìóë // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑP. Ñåð. ìàòåì. 1983. 47,� 2. 315�334. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ23.10.2015ÓÄÊ 515.12 Î �ÀÂÍÎÌÅ�ÍÎ ÍÎ�ÌÀËÜÍÛÕ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÀÕÀ.Â. Áîãîìîëîâ1Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ðàâíîìåðíî íîðìàëüíî, åñëè ñèñòåìà U âñåõ ñèììåò-ðè÷íûõ îêðåñòíîñòåé äèàãîíàëè ∆ ⊂ X ×X îáðàçóåò ðàâíîìåðíîñòü íà X . Îêðåñòíîñòüþäèàãîíàëè íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî, âíóòðåííîñòü êîòîðîãî ñîäåðæèò äèàãîíàëü.Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Σ-ïðîèçâåäåíèå ïåðèñòûõ ëèíäåëå�îâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ÷åòíîé òåñíîòûðàâíîìåðíî íîðìàëüíî.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàâíîìåðíàÿ íîðìàëüíîñòü, ðàâíîìåðíîñòü, Σ-ïðîèçâåäåíèå, ñ÷åò-íàÿ òåñíîòà, Fσ-δ-íîðìàëüíîñòü.A topologi
al spa
e X is uniformly normal if the family U of all symmetri
 neighborhoodsof the diagonal ∆ ⊂ X ×X forms a uniformity on X . A neighborhood of the diagonal is anysubset whose interior 
ontains the diagonal. It is proved that the Σ-produ
t of Lindelof p-spa
esof 
ountable tightness is uniformly normal.Key words: uniform normality, uniformity, Σ-produ
t, 
ountable tightness, Fσ-δ-normality.Âñå ðàññìàòðèâàåìûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ïðåäïîëàãàþòñÿ òèõîíîâñêèìè. Òåðìèíî-ëîãèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, íå ðàçúÿñíÿåìûå â ýòîé çàìåòêå, ñëåäóþò êíèãå [1℄. Îêðåñòíîñòüþ äèàãîíàëèêâàäðàòà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî, âíóòðåííîñòü êîòîðîãîñîäåðæèò äèàãîíàëü [2℄. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ñ òîïîëîãèåé τ áóäåì íàçûâàòü ðàâíîìåð-íî íîðìàëüíûì, åñëè ñèñòåìà U âñåõ ñèììåòðè÷íûõ îêðåñòíîñòåé äèàãîíàëè ∆ ⊂ X ×X îáðàçóåòðàâíîìåðíîñòü íà X. Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, ðàâíîìåðíîñòü U èíäóöèðóåò èñõîäíóþ òîïîëîãèþ τ .Ïðåäëîæåíèå 1. Âñÿêîå ðàâíîìåðíî íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî êîëëåêòèâíî íîðìàëüíî.Ïðèìåðîì íîðìàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ðàâíîìåðíî íîðìàëüíûì, ìîæåò ñëó-æèòü èçâåñòíûé ïðèìåð Áèíãà [1, ïðèìåð 5.1.23℄. Èç òîãî, ÷òî â ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ïàðàêîì-ïàêòà ìîæíî çâåçäíî âïèñàòü îòêðûòîå ïîêðûòèå [1, òåîðåìà 5.1.12℄, ñëåäóåòÏðåäëîæåíèå 2. Âñÿêèé ïàðàêîìïàêò ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íîðìàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.Ïðèìåðû ðàâíîìåðíî íîðìàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïàðàêîìïàêòàìè, ñòðîÿòñÿ ñïîìîùüþ ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè Σ-ïðîèçâåäåíèÿ [2℄. Ïóñòü {Xs : s ∈ S} � ñåìåéñòâî òîïîëîãè÷å-ñêèõ ïðîñòðàíñòâ, è ïóñòü a = {as} � òî÷êà ïðîèçâåäåíèÿ ∏{Xs : s ∈ S}. Òîãäà Σ-ïðîèçâåäåíèåìïðîñòðàíñòâ Xs, s ∈ S, ñ öåíòðîì a íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî Σ(a) ïðîèçâåäåíèÿ ∏{Xs : s ∈ S},ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàêèõ òî÷åê {xs}, ÷òî xs 6= as íå áîëåå ÷åì äëÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà èíäåêñîâ s ∈ S.
Σ-ïðîèçâåäåíèå, íå ñîâïàäàþùåå ñ ïðîèçâåäåíèåì, íå ìîæåò áûòü ïàðàêîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì.Èçâåñòíî, ÷òî Σ-ïðîèçâåäåíèå êîìïàêòîâ ìîæåò íå áûòü è íîðìàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì (ñì., íàïðè-ìåð, [3℄). Â òî æå âðåìÿ â ðàáîòå [2℄ äîêàçàíàÒåîðåìà 1. Σ-ïðîèçâåäåíèå ïîëíûõ ñåïàðàáåëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ðàâíîìåðíî íîð-ìàëüíî.Òåîðåìà 1 áûëà îáîáùåíà â ðàáîòå [4℄ ñëåäóþùèì îáðàçîì.Òåîðåìà 2. Σ-ïðîèçâåäåíèå ïîëíûõ ïî ×åõó ëèíäåëå�îâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ÷åòíîé òåñíîòûðàâíîìåðíî íîðìàëüíî.Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé çàìåòêè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà 3. Ïðåäâàðèòåëüíî íà-ïîìíèì, ÷òî ïåðèñòûå ëèíäåëå�îâû ïðîñòðàíñòâà � ýòî â òî÷íîñòè ïîëíûå ïðîîáðàçû ñåïàðàáåëü-íûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïðè ñîâåðøåííûõ îòîáðàæåíèÿõ [5℄. Èçâåñòíî, ÷òî ïîëíûå ïî ×åõó1Áîãîìîëîâ Àëåêñåé Âëàäèìèðîâè÷ � ñòóä. êà�. îáùåé òîïîëîãèè è ãåîìåòðèè ìåõ.-ìàò. �-òà Ì�Ó, e-mail:praktgeom�gmail.
om.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2016. � 4 65ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ïåðèñòûìè, ïîýòîìó òåîðåìà 3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äàëüíåéøåå îáîáùåíèåòåîðåìû 2.Òåîðåìà 3. Σ-ïðîèçâåäåíèå ïåðèñòûõ ëèíäåëå�îâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ÷åòíîé òåñíîòû ðàâíî-ìåðíî íîðìàëüíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � Σ-ïðîèçâåäåíèå ïåðèñòûõ ëèíäåëå�îâûõ ïðîñòðàíñòâ Xs, s ∈ S,êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò ñ÷åòíóþ òåñíîòó. Ïóñòü U ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé âñåõ ñèììåòðè÷íûõ îêðåñò-íîñòåé äèàãîíàëè ∆ ⊂ X×X. Äîêàæåì, ÷òî U îáðàçóåò ðàâíîìåðíîñòü íà X. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèåóñëîâèé (U1) � (U4) [1, ñ. 623℄. (U1): åñëè V ∈ U è V ⊂ W , òî W ∈ U . (U2): åñëè V1, V2 ∈ U , òî
V1 ∩ V2 ∈ U . (U4): ∩U= ∆. Íàïîìíèì, ÷òî îêðåñòíîñòüþ äèàãîíàëè ∆ íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæå-ñòâî, âíóòðåííîñòü êîòîðîãî ñîäåðæèò ∆, ïîýòîìó âûïîëíåíèå óñëîâèé (U1), (U2) è (U4) î÷åâèäíî.�àññìîòðèì óñëîâèå

(U3) : äëÿ ëþáîãî V ∈ U ñóùåñòâóåò òàêîåW ∈ U , ÷òî 2W ⊂ V.Íàïîìíèì, ÷òî 2W = {(x, z) : ñóùåñòâóåò òî÷êà y ∈ X, òàêàÿ, ÷òî (x, y), (y, z) ∈W}.Çàìåòèì, ÷òî X × X òàêæå ÿâëÿåòñÿ Σ-ïðîèçâåäåíèåì ïåðèñòûõ ëèíäåëå�îâûõ ïðîñòðàíñòâñ÷åòíîé òåñíîòû, ïîñêîëüêó îáúåäèíåíèå äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ èíäåêñîâ ñ÷åòíî. Âñÿêîå ïåðèñòîåëèíäåëå�îâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïàðàêîìïàêòíûì p-ïðîñòðàíñòâîì, ïîýòîìó Σ-ïðîèçâåäåíèå ïå-ðèñòûõ ëèíäåëå�îâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ÷åòíîé òåñíîòû íîðìàëüíî [6℄. Èç íîðìàëüíîñòè X × X ñëå-äóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî V ∈ U ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ψ : X × X → [0; 1], òàêàÿ, ÷òî
ψ(∆) = 0 è ψ(X × X \ IntV ) = 1. Çàìåòèì, ÷òî ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèå ïåðèñòûõ ëèíäåëå�îâûõïðîñòðàíñòâ ëèíäåëå�îâî [5℄, ïîýòîìó ïî òåîðåìå [1, òåîðåìà 3.12.23 (b)℄ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ
ψ çàâèñèò îò ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîîðäèíàò, ò.å. íàéäóòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî S0 ⊂ S è íåïðåðûâ-íàÿ �óíêöèÿ ψ0 : XS0

× XS0
→ [0; 1] (çäåñü XS0

=
∏{Xs : s ∈ S0}), òàêèå, ÷òî ψ ñîâïàäàåòñ êîìïîçèöèåé ψ0 (pS0

|X ×X) ñóæåíèÿ ïðîåêöèè pS0
: XS × XS → XS0

× XS0
(ñîîòâåòñòâåííî

XS =
∏{Xs : s ∈ S}) íà Σ-ïðîèçâåäåíèå X ×X è �óíêöèè ψ0. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ψ0 íåïðåðûâíà,ìíîæåñòâî V0 = {(x, y) ∈ XS0

×XS0
: ψ0(x, y) < 1} îòêðûòî è ñîäåðæèò äèàãîíàëü ∆S0

⊂ XS0
×XS0

.Çàìåòèì çäåñü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå (pS0
)−1 (V0) ⊂ V . Òàê êàê ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèå ïåðè-ñòûõ ëèíäåëå�îâûõ ïðîñòðàíñòâ ëèíäåëå�îâî è, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàêîìïàêòíî, ïðîèçâåäåíèå XS0ïî ïðåäëîæåíèþ 2 ðàâíîìåðíî íîðìàëüíî. Ïîýòîìó äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà V0 íàéäåòñÿ ïñåâäî-ìåòðèêà ρ0 íà XS0

, êîòîðàÿ ðàâíîìåðíà (ñì. [1, ñ. 627℄) îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû âñåõ îêðåñòíîñòåéäèàãîíàëè ∆S0
⊂ XS0

×XS0
è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ {(x, y) : ρ0(x, y) < 1} ⊂ V0 [1, ñëåäñòâèå 8.1.11℄.Ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèè pS0
�ïîäíèìåì� ïñåâäîìåòðèêó ρ0 äî ïñåâäîìåòðèêè ρ íà Σ-ïðîèçâåäåíèè

X ×X 
 ïîìîùüþ �îðìóëû ρ(x, y) = ρ0(xS0
, yS0

), ãäå (xS0
, yS0

) = pS0
(x, y). Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

ρ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîìåòðèêîé, íåïðåðûâíîé íà X ×X, è ÷òî
{(x, y) : ρ(x, y) < 1} ⊂ (pS0

)−1 ({(x, y) ∈ XS0
×XS0

: ρ0(x, y) < 1}) ⊂ (pS0
)−1 (V0) ⊂ V.Ïóñòü òåïåðü W = {(x, y) ∈ X ×X : ρ(x, y) < 0, 5}. Âêëþ÷åíèå 2W ⊂ V î÷åâèäíî. Òàêèì îáðàçîì,óñëîâèå (U3) âûïîëíÿåòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà âñåõ ñèììåòðè÷íûõ îêðåñòíîñòåé äèàãîíàëè

∆ ⊂ X × X îáðàçóåò ðàâíîìåðíîñòü íà X. Ïðîñòðàíñòâî X ðàâíîìåðíî íîðìàëüíî. Òåîðåìà 3äîêàçàíà.Âàæíûì ìîìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâà íîðìàëüíîñòè
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