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Ф И З И К А

В.А. Бубнов

О постановке задач газовой динамики

В работе проводится критический анализ традиционной постановки задач газо-
вой динамики, в частности обсуждается достоверность использования уравнения не-
разрывности сжимаемого газа. Приводятся уравнения автора, описывающие течение 
газа, в которых масса частицы изменяется в процессе движения. В рамках этих урав-
нений показано, что плотность газа зависит от модуля гидродинамической скорости. 
В качестве примера использования уравнений автора произведен расчет изменения 
плотности в смерчеподобном вихре.

Ключевые слова: частица жидкости; второе начало Ньютона; идеальная жидкость; 
адиабата Пуассона; изолированный вихрь; ускоренные и замедленные течения.

Общеизвестно, что для описания газодинамических течений ис-
пользуются уравнения движения идеальной жидкости в форме 
Эйлера следующего вида:
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Здесь u, v, w — суть гидродинамической скорости вдоль осей x, y, z соот-
ветственно, t — время, p — давление и, наконец, ρ — плотность жидкости 
или газа.

В большинстве случаев предполагается, что плотность ρ есть известная 
функция от давления, и в качестве таковой используется адиабата Пуассона, 
имеющая следующую форму:
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где γ — суть отношения теплоемкости при постоянном давлении к теплоем-
кости при постоянном объеме. Движения, в которых выполняется соотноше-
ние (2), называются баротропными.
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Соотношения (1) и (2) содержат пять неизвестных: три составляющие 
скорости, давление и плотность; исходных уравнений всего четыре.

Чтобы исходную систему уравнений сделать полной, привлекается 
дополнительное соотношение, называемое уравнением неразрывности, одна 
из форм которого такова:
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где использован так называемый оператор Эйлера
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Теперь общеизвестная постановка задач газовой динамики сводится 
к пяти вышенаписанным соотношениям (1)–(3), содержащим такое же коли-
чество неизвестных.

Однако в научной литературе не содержится ни одной газодинамической 
задачи, решенной в такой постановке. С точки зрения физических процессов, 
происходящих в газодинамических течениях, такая постановка задачи газо-
вой динамики ошибочна.

Действительно, система уравнений (1) получена из второго закона дви-
жения Ньютона, общепринятая векторная форма которого для материальной 
точки постоянной массы m, такова:
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Здесь V


 — вектор скорости материальной точки, составляющие которого 
на оси x, y, z суть u, v, w соответственно; F


 — вектор силы, который в данном 

рассмотрении будет представлять поверхностную силу.
Для получения системы (1) составляющие на координатные оси x, y, z уравне-

ния (5) применяются к частице жидкости, отличие которой от материальной точ-
ки состоит в том, что частица жидкости участвует в деформационном движении, 
поэтому производная по времени в левой части (5) заменяется оператором Эйле- 
ра (4). Далее массу m, отнесенную к единице объема частицы жидкости, заменяем 
плотностью ρ, а поверхностную силу F


 выражаем через давление p.

Таким образом, система (1) есть аналог второго закона Ньютона, представ-
ленного в форме (5).

В механике же материальной точки, построенной на базе (5) ставятся 
две следующие задачи. Первая из них: по заданной силе (правая часть в (5)) 
необходимо определить кинематику материальной точки. Вторая задача: 
по заданной кинематике точки (левая часть в (5)) определить силу, являю
щуюся причиной движения.



 

106 ВЕСТНИК МГПУ ■ СЕРИЯ «ЕСТЕСТВЕННЫЕ НАУКИ»

Очевидно, что эти две задачи полностью переносятся и на систему уравне-
ний газовой динамики в форме (1).

Действительно, если в системе (1) задать давление, как причину движе-
ния, а плотность ρ выразить через давление p по уравнению адиабаты Пуас
сона (2), то в данной системе будет содержаться только три неизвестных 
(скорости u, v, w) и она будет замкнута, т. е. число уравнений равно числу 
неизвестных.

Из молекулярно-кинетических представлений следует, что система (1) 
описывает два вида движений. Первое из них — это тепловое движение моле-
кул, через которое определяются давление и плотность, связанные адиабатой 
Пуассона. Второе движение — это наблюдаемое гидродинамическое движе-
ние со скоростями u, v, w.

Известно (см., например, [12]), что термодинамический процесс, идущий 
по адиабате Пуассона, происходит при постоянной энтропии, дифференциал 
которой определяется как отношение подведенного к системе количества 
тепла к температуре системы.

Рассматривая частицу жидкости как термодинамическую систему, послед-
нее означает, что изменение p и ρ в системе (1) от одних значений к другим 
реализуется в рамках равновесной термодинамической системы; следователь-
но, гидродинамическое движение не влияет на тепловое, и они сосуществуют 
независимо друг от друга.

В рамках сказанного и при условии, что масса частицы жидкости не изме-
няется в процессе движения, связь плотности с гидродинамическими скоростя-
ми в форме (3) представляется некорректной.

Для анализа правомерности соотношения (3) рассмотрим метод вывода 
уравнения неразрывности, описанный Н.Е. Жуковским в [12].

В этой работе скорость деформационного движения частицы жидкости 
Н.Е. Жуковский определяет так:
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где через F обозначена специальная функция.
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Коэффициенты в правой части (6) определяются через гидродинамиче-
ские скорости u, v, w следующим образом:
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Функция (6) представляет уравнение поверхности второго порядка. 
Для перехода в этой функции к осям деформации необходимо специальным 
преобразованием получить новую форму этой функции, в которой присутст
вуют только члены с квадратами координат. Такая форма квадратичной 
поверхности называется канонической.

Н.Е. Жуковский переход от (6) к ее канонической форме реализовал при-
равниванием к нулю величины θ1, θ2, θ3, т. е. ввел следующие кинематические 
ограничения:
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В результате чего поверхность F упрощается так:
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Вид формы поверхности (8) означает, что прямоугольные оси координат x, y, z 
совпадают с главными осями деформации ξ, η, ζ.

Для вычисления коэффициента кубического расширения частицы жидко-
сти в [13] предполагается, что частица имеет форму шарика, уравнение кото-
рого такова:

.222 a=ζ+η+ξ

и определяется вид этого уравнения по прошествии времени dt. В результате 
такого анализа первоначальный объем сферы
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После чего в [13] под коэффициентом кубического расширения предла
гается величина:
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которая из приведенных формул для V0 и V1 выражается через характеристики 
деформационного движения так:
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Если θ = 0, что в свою очередь означает равенство объемов V0 и V1, то
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Уравнение (11) называют уравнением неразрывности для несжимаемой жид-
кости, и оно означает, что частица жидкости не расширяется при своем движении.

В работах автора [1–4] изложенный метод Жуковского обобщен на слу-
чай, когда ограничения (7) не постулируются и предложена следующая 
формула для коэффициента кубического расширения:

     

2( ) ,Ad t Bd tθ = − ε + + (12)
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Искусственным путем в соотношения (10) и (12) можно ввести изменение 
плотности жидкости.

Действительно, частица жидкости характеризуется массой m и плотно-
стью ρ, через которые объемы V0 и V определяются так:

0 1
0 1

0 1

,  .m mV V= =
ρ ρ (13)

Пусть масса частицы не изменяется, т. е. m = m0 = m1, тогда с учетом (13) 
для θ получаем:
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ρ ⋅∆ ρ (14)
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В таком случае, например, соотношение (10) принимает вид:

1 0.d u v w
dt x y z
ρ ∂ ∂ ∂
+ + + =

ρ ∂ ∂ ∂
(15)

Уравнение (15) совпадает с уравнением (3), которое пытаются использо-
вать при постановке задач газовой динамики.

Следует заметить, что при анализе плоских гидродинамических тече-
ний по изложенной методике вместо коэффициента кубического расширения 
имеет место коэффициент изменения площади частицы [4], который невоз-
можно выразить через изменение плотности. Это, в свою очередь, ставит 
под сомнение соотношение (14).

Система уравнений (1) описывает течение жидкости или газа, в которых 
масса частицы жидкости остается постоянной в процессе движения. Это есть 
частный случай, который не всегда имеет место. Для построения системы 
уравнений механики жидкости или газа в более общем необходимо пересмот
реть форму уравнения (5).

Известно, что Ньютон предложил только словесную формулировку вто-
рого закона движения. Формульный вид этого закона в форме (5) предложил 
Лагранж в своей знаменитой «Аналитической механике». В работе [7] пока-
зано, что если учитывать в полной мере словесную формулировку Ньютона, 
то второй закон движения необходимо представить так:

( ) .d mVc F
dt

=



(16)

Здесь введен коэффициент пропорциональности C, который, с одной сто-
роны, может приводить к одинаковой размерности правой и левой частей 
в (16), а с другой стороны, при общепринятых размерностях величин, входя-
щих в (16), может быть отвлеченным числом. Более того, в [8] и [11] доказано, 
что при ускоренных течениях c > 0, а при замедленных c < 0.

В работах автора [5; 6] применяем уравнения Ньютона в форме (16) к анали-
зу движения частицы жидкости получена новая система уравнений идеальной 
жидкости, которая имеет следующий вид:
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w w w w pc u v w
t x y z x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = −  ∂ ∂ ∂ ∂ ρ ∂  

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + = −  ∂ ∂ ∂ ∂ ρ ∂  
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + = − ∂ ∂ ∂ ∂ ρ ∂   

(17)
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Система уравнений (17) отличается от системы (1) наличием в левой ча-
сти (17) множителя c, который для конкретных течений суть положительная вели-
чина, а для других замедленных течений является величиной отрицательной.

В работе автора [9] доказано, что в течениях, определяемых системой (17), 
скорость распространения энергии определяется формулой:

2 2 ,
( 1)

pg
c

γ
=

γ − ρ
(18)

где, как и ранее, γ — отношение теплоемкостей. Эта формула при γ = 2 и c = 4 
переходит в известную формулу Н.А. Умова [15], справедливую для идеальной 
несжимаемой жидкости, движение которой описываются уравнениями Эйлера.

Формула (18) показывает, что скорость g распространения энергии 

пропорциональна величине ,p
ρ

 которая известна как формула Ньютона 

для определения скорости звука.
При выводе уравнений (17) полагается переменность массы m частицы 

жидкости, из чего следует, что плотность ρ зависит не только от давления, 
но и от гидродинамических скоростей u, v, w.

Для определения зависимости массы частицы жидкости от гидродинами-
ческих скоростей u, v, w перепишем векторное уравнение (16) для указанных 
скоростей. Тогда будет иметь:

,

,

.

du dmcm cu X
dt dt

dv dmm cv Y
dt dt
dw dmm cw Z
dt dt

+ = 

+ = 

+ = 

(19)

Здесь X, Y, Z — проекции силы на оси x, y, z соответственно. 
Понятие живой силы материального тела было введено Иоганном Бернул-

ли (см: [11]). Согласно его представлениям, живая сила материального тела 
определяется как величина, пропорциональная произведению массы тела 
на квадрат его скорости. В данном рассмотрении, в соответствии с этим опре-
делением, живую силу частицы жидкости определим так:

2
2 ,T c mg= (20)

где c2 — эмпирический коэффициент пропорциональности.
Теперь рассмотрим первое уравнение системы (19), и в нем силу X выразим 

через изменение во времени живой силы частицы жидкости. Действительно, 
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работа этой силы, отнесенная к единице времени, равна X  ‧  u, а изменение 

живой силы равняется .dT
dt

 Приравниваем эти величины и получаем:

2
2 .dT dmX u c g

dt dt
⋅ = =

Из этого равенства определяем X и подставляем в первое соотношение 
системы (19), в результате получаем:

2
2 .c gdu dm dmcm cu

dt dt u dt
+ = (21)

Далее введем дополнительные обозначения: 
2

2
2

u
g

= β  и 2 ,c
c

= α  которые 

позволяют равенству (21) придать вид, удобный для интегрирования:

2 .
(1 )

d dm
m

αβ β
=

−αβ

Производя интегрирования в этом соотношении, получаем:

2
0

1ln ln(1 ) ln .
2

m m= − −αβ +

Теперь здесь освободимся от логарифмов, после чего имеем:

0 0
2 2

2
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,
1 1

m mm
V
g

= =
−αβ

− (22)

где введена новая величина скорости:

2
0

2 2
.

( 1)
c pg

c
γ

=
γ − ρ

(23)

Произведя аналогичное интегрирование во втором и третьем соотноше-
ниях системы (19), получаем:

0 0
2 2

2 2
0 0

,  .
1 1

m mm m
V V
g g

= =

− − (24)
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Каждая из формул в (22) и (24) определяет зависимость массы частицы 
жидкости от одной из скоростей u, v, w. Чтобы получить зависимость массы m 
от 2 2 2 2 ,V u v w= + +  напишем следующее соотношение:

2 2 2 2

1 1 1 1 .
( ) ( ) ( ) ( , , )m u m v m w m u v w

+ + = (25)

Это соотношение переходит в очевидное тождество, если ( ) ( ) ( ) ( , , ) .m u m v m w m u v w m= = = = 
( ) ( ) ( ) ( , , ) .m u m v m w m u v w m= = = =  После подстановки (22) и (24) в (25) нетрудно по-

лучить разыскиваемую зависимость массы от квадрата гидродинамической 
скорости:

0
2

2
0

.
1

3

mm
V
g

=

− (26)

Отнеся массы m и m0 к величине объема частицы жидкости, получаем 
из (26) зависимость плотности от квадрата гидродинамической скорости, 
а именно:

0
2

2
0

.
1

3
V
g

ρ
ρ =

− (27)

Полученное значение плотности содержит в себе зависимость от двух ве-
личин: от V2 и от величины ρ0, которая зависит от давления, например, в рам-
ках адиабаты Пуассона. Таким образом, формула (27) устанавливает измене-
ния плотности от теплового и гидродинамического движений.

Если формулу (27) подставить в систему (17), рассматривать стационар-
ные потенциальные течения, то общеизвестным примером (см., например, [12]) 
можно получить следующее соотношение в дифференциалах:

2

2
0

2
0

1 .
2 1

3

cdV dp
V
g

= −
ρ

−
(28)

Далее ограничимся случаем, когда:

1
2 22

2 2
0 0

1 1 ...,
3 6
V V
g g

−
 
− = + + 

 
(29)
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что позволяет соотношение (28) переписать так:

2
2

2
0 0

11 .
2 6
c V dV dp

g
 
+ = −  ρ 

В рамках равновесной термодинамической системы под ρ0 будем подразу-
мевать текущее значение ρ, т. е. по адиабате Пуассона считаем, что 0 .p γ γ= ρ = ρ
Теперь для ускоренных течений слева и справа в (29) возьмем определенные 
интегралы:

0

2
2

2
0 00

11 .
2 6

pV

p

c V dV dp
g

 
+ = −  ρ 

∫ ∫

В результате интегрирования получаем:

2
2 0

2
0 0

1 .
2 12 ( 1) ( 1)

pc V pV
g

  γ γ
+ + =  γ − ρ γ − ρ 

(30)

Уравнение (30) устанавливает связь между скоростью, давлением и плот-
ностью в изолированных течениях, т. е. в газодинамических течениях в ус-
ловиях постоянства энтропии. Если вторым слагаемым в скобках соотноше-
ния (30) пренебрегать, то получим

2
0

0

.
2 ( 1) ( 1)

pcV pγ γ
+ =

γ − ρ γ − ρ
(31)

Уравнение (31) подробно исследовано в [12].
В качестве еще одного примера газодинамических течений рассмот

рим движения в изолированном вихре. Согласно данным в [10], изолиро-
ванный вихрь представляет собой полую вихревую трубку, стенки которой 
сформированы уплотненной газовой средой, благодаря которой контур 
вихря выделяется на фоне окружающей среды. В то же самое время этот 
контур, представляющий границы вихря, разделяет область газодинами-
ческих течений на два. В одной из них, внутри вихря окружная скорость 
возрастает до максимальной на границе по закону v  =  ωr (ω — угловая 
скорость, r — радиус, измеряемый от осевой линии вихря). Вторая область 
от максимального радиуса rm до бесконечности определяет течение, в ко-
тором окружная скорость уменьшается по закону n n

m mvr const v r= =  (здесь 
vm — максимальная окружная скорость).

По данным [10], указанная граница изолированного вихря определяется 
поведением в зависимости от радиуса, проекцией на ось z роторной скорости. 
Эта величина по окружности скорости v определяется так:
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( ) 1 .
2zz

v vrotV
r r
∂ = ω = + ∂ 


(32)

В простейшем случае [10], когда движение в изолированном вихре опре-
деляется только окружной скоростью v, кинематика вихря такова:

при 0 ,  ,  ,  0;m m m zr r v r v r≤ ≤ = ω = ω ω =

при 3 3
1

( 1),  ,  ,  .
n

n n m m
m m m zn n

n

v r c c nr r v r v r v
r r r +

−
≤ < ∞ ⋅ = = = ω = −

В цилиндрической системе координат, в рамках приведенных кинемати-
ческих соотношений система уравнений (17) сводится к одному уравнению 
для окружной скорости v, а именно

2 1 .v dpc
r dr
=
ρ

(33)

Теперь произведем интегрирование в (33) при 0 ,mr r≤ ≤  т. е. во внутрен-
ней части вихря. Это позволяет соотношение (33) переписать так:

0

2

0

.
r v dpc dr

r

ρ

ρ

=
ρ∫ ∫ (34)

При вычислении интегралов в (34) используем кинематику внутренней 
части вихря и уравнение Пуассона (2). Нетрудно показать, что после интегри-
рования соотношение (34) становится таким:

( )
2 2

1 1 1
4 0 4 ,

2
rc c cγ− γ− γ−ω

= ρ −ρ = ∆ρ

которое при позволяет определить увеличение плотности ρ с увеличением 
радиуса r согласно соотношению:

2 2

0
4

,
2

c r
c

ω
ρ = ρ + (35)

где 0
4

0

.
( 1)

pc γ

γ
=
ρ γ −

Кинетическую энергию внутренней части вихря будем вычислять 
по формуле:
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2

0

2 ,
2

mr vE r dr= π ρ∫ (36)

которая с учетом кинематики внутренней части вихря и соотношения (35) 
приводит к следующей формуле для величины энергии, отнесенной к площа-
ди внутренней части вихря:

2
2 0

02
0

1 .
4 24

m
m

m

vE cv
r

 ρ
= ρ + π ρ 

(37)

Для анализа течения во внешней части вихря ( mr r R≤ ≤ ) необходимо 
иметь в виду, что здесь течение замедленное и в (33) надо положить c = –c1, 
причем c1 > 0, а интегрирование в (33) произвести следующим образом:

02

1 .
R

r

v dpc dr
r

ρ

ρ

− =
ρ∫ ∫ (38)

Интегрирование в (38) производим при γ = 2 и R = ∞, тогда получаем:

2
1 3

42

1 .
2 n

c c c
n r

= ∆ρ (39)

Из (39) определяем плотность ρ следующим образом:

5
0 1 2 ,n

cc
r

ρ = ρ + (40)

где 
2 2 2 2
3 0

5
4 0

.
2 4

n
m mc v rc

nc np
ρ

= =

Формула (40) и кинематика внешней части вихря позволяют кинетиче-
скую энергию этой части вихря определить так:

2
3 0 1 52 1 4 1 .

m m

R R

n n
r r

dr drE c c c
r r− −

  = π ρ + 
  
∫ ∫ (41)

В этой формуле особое место имеет случай n  =  1, что соответствует 
ωz = 0, т. е. потенциальному течению во внешней части вихря. Вычисления 
по (41) для этих условий приводят к следующему результату:
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2 0

0 12
0

ln .
8

m
m

m m

vE Rv c
r r p

 ρ
= ρ + π  

(42)
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Если в (42) устремить радиус R к бесконечности, то энергия E, необходи-
мая для поддержания вихря, также стремится к бесконечности, что, в свою 
очередь, свидетельствует о невозможности существования в природе изоли-
рованных вихрей. Это факт [14] назван парадоксом Феликса Клейна.

Если же интегрирования в (41) произвести при n ≠ 1, то нетрудно пока-
зать, что во внешней части вихря:

2
2 01

02
0

1 .
2( 1) 8 (2 1)

m m
m

m

E vcv
r n n n p

 ρ
= ρ + π − − 

(43)

Формула (43) исключает вышеназванный парадокс и по форме совпадает 
с формулой (37), но количественно от нее отличается. Существенное коли
чественное отличие вносят различные числовые значения коэффициентов c 
и c2, которые согласно [11] определяют характер ускорительных и замедлен-
ных движений во внутренних и внешних областях изолированного вихря.
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V.A. Bubnov

On the Statement of the Problems of Gas Dynamics

A critical analysis of the traditional formulation of gas dynamics problems is carried out 
in the work. In particular, the reliability of the use of the equation of continuity of a compres
sible gas is discussed in the article. The equations of the author describing the gas flow in which 
the mass of a particle changes in the course of motion are given. Within the framework of these 
equations, it is shown that the gas density depends on the modulus of hydrodynamic velo
city. As an example of the use of the author's equations, a calculation of the density variation 
in a tornado-like vortex is made.

Keywords: a particle of liquid; Newton’s second law (principle); ideal fluid; Poisson’s 
adiabat; isolated vortex; accelerated and retarded currents.


