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Пусть Ω - подмножество конечномерного  пространства, причем ( ) ∞<Ωµ , µ - непрерыв-

ная  мера; θ   обозначает  нулевую   функцию  ( 0≡θ   п.в.  на  Ω );  U  произвольное  множест-
во измеримых на Ω  функций.  Его носителем называется [1, с. 15] множество 

{ }( )UuU u ∈= :supsupp supp   suppκ , где Dκ  - характеристическая функция подмножества Ω⊂D . 

В каждом идеальном пространстве E  существует неотрицательная измеримая на Ω   функ-
ция 0u  с Eu  supp supp 0 = ,  называемая единицей пространства  E   [1, с. 17]. Через )( 0uM , так-

же как и в [1, с. 35], обозначается пространство измеримых на Ω   функций, для которых имеет 
смысл и конечна норма  ( ) { }.. :inf 0

0
впuuu

uM
λλ ≤= . 

Напомним, что банахово пространство E  измеримых функций на Ω  называется идеаль-
ным, если из |)(||)(| xvxu ≤  п.в., где Ev ∈ , а u - измеримая функция, вытекает, что Eu ∈ , при-

чем 
EE

vu ≤ .  

Идеальное пространство E  называется правильным, если каждая функция u  из E  имеет 

абсолютно непрерывную норму, т.е. 
( )

0lim 
0

=
→ ED

D
uP

µ
, где )()( susuPD = , если  Ds ∈   и 

0)( =suPD , если Ds ∉ . 

Заметим, что пространства Лебега ( )ΩpL  при ∞≤≤ p1 , пространства Лоренца и основной 

класс пространств Орлича являются  правильными пространствами. 
Так как 

EE
uu 0λ≤  для любой функции )( 0uMu ∈ , то имеет место вложение EuM ⊆)( 0 . 

В частности, если  10 ≡u , то ( )Ω= ∞LuM )( 0 , т.е. это пространство ограниченных в существен-

ном функций. 
Лемма 1 [1, теорема 15, с.27].  Произвольное ограниченное подмножество U  правильного 

пространства E  относительно компактно в том и только в том случае, если оно компактно по 

мере и если нормы функций из U  равностепенно абсолютно непрерывны. 

Для  произвольной функции  Eu ∈  и произвольного числа 0>T  введем обозначения: 

             }|)(:|{),,( 00 TususuTuD >= ; ),,(\}|)(:|{),,( 000 uTuDTususuTuA Ω=≤=  .        (1) 

Пусть U  не ограничено в )( 0uM . Введем в рассмотрение множества:  TU0 , TU∞ , [ ]TU , 

UP TA )( , UP TD )( , где  TU0  - множество всех функций из U , для которых ( ) Tu
uM

≤
0

, 

TT UUU 0\=∞ , { }TuTuATA UuuPUP ∞∈= :),,()( 0
, { }TuTuDTD UuuPUP ∞∈= :),,()( 0

,  [ ] { }TTT UuuU ∞∈= :][ , 
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где ( )su T][  равно )(),,( 0
suP uTuA , если ),,( 0uTuAs ∈  и 

( ) ( )
( )suP

suPsTu

uTuD

uTuD

),,(

),,(0

0

0
)(

, если ),,( 0uTuDs ∈ , 

[ ] { }TDTDT UuuU ∞∈= :][ , где ( )su DT][  равно 













−

)(

)(
1))((

),,(

0
),,(

0

0 suP

sTu
suP

uTuD

uTuD , если  ),,( 0uTuDs ∈ ,  

и  0 , если  ),,( 0uTuDs ∉ . 

Справедливы включения: 
                                    } { )()(0 UPUPUU TDTAT +∪⊆ ,                                                      (2) 

                                     }][ ][ {0 DTTT UUUU +∪⊆ .                                                         (3) 

В работе обозначение uP uTuD ),,( 0
 используется только в случае, если функция uP uTuD ),,( 0

 не 

эквивалентна θ , т.е. 0),,( 0
≠

EuTuD uP  соответственно UP TD )(  состоит из ненулевых функций. 

Определение 1 [2, с. 7]. Пусть  E -  банахово пространство, а U - ограниченное подмноже-
ство E . Мерой некомпактности   Хаусдорфа  ( )UEχ  множества U  называется инфимум всех 

0>ε , при которых   U  имеет в E  конечную −ε сеть. 
Для относительно компактного множества U  справедливо равенство ( ) 0=UEχ . Кроме то-

го, Eχ  обладает рядом замечательных свойств [2, с.7], среди которых полуоднородность 

)(||)( UttU EE χχ =  ( t -число); полуаддитивность  )}(),({max   )( 2121 UUUU EEE χχχ =∪ ; инвари-

антность относительно сдвигов )()( UbU EE χχ =+  ( Eb ∈ ) , алгебраическая  полуаддитивность 

)()()( 2121 UUUU EEE χχχ +≤+ . 

Так же, как  в  работах  [3-5],  обозначим через  ( )UEν   меру неравностепенной абсолют-

ной непрерывности норм элементов подмножества U  правильного пространства E , полагая 

( )
( ) ED

UuD
E uPU

∈→
= suplim 

0µ
ν . 

Мера ( )UEν  обладает всеми вышеперечисленными свойствами ( )UEχ   и отличается от 

меры некомпактности Хаусдорфа только тем, что равенство ( ) 0=UEν  возможно в силу леммы 
1  на множествах, не являющимися относительно компактными.  

В дальнейшем назовем подмножества 1U , 2U  правильного пространства E  сравнимыми 

21 UU ≤ , если в E  существует такая функция )(xb , что  для каждой функции u  из 1U  найдется 

функция v  из 2U , для которой почти всюду выполняется неравенство |)(||)(||)(| xvxbxu +≤ . 

Аналогично, два оператора 1F , 2F , действующие из правильного пространства E  в пра-

вильное пространство 1E , назовем сравнимыми 21 FF ≤ , если для каждого подмножества U  из 

E  имеет место )()( 21 UFUF ≤ . 

В силу свойства нормы в правильном пространстве и определения Eν  справедливо: 

                                    )()( 2121 UUUU EE νν ≤⇒≤ .                                                       (4) 

Лемма 2. Пусть U  -  произвольное ограниченное подмножество правильного пространства 

E . Тогда  1) ( ) )(UU EE νχ ≥ ; 2) ( ) ( ) EuTuD
UuT

E uPU
0,,

sup lim
∈∞→

=ν ; 3) если U  к тому же компактно по 

мере, то ( ) )(UU EE νχ = . 

Доказательство. Для множества U  и произвольного числа 0>ε , согласно определению 
( )UEχ , найдется конечная   ( ) ][ εχ +UE - сеть { }mcccC ,...,, 21=ε , такая, что 
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( ) BUCU E ][ εχε ++⊆ , где B - единичный шар  E . Поэтому по определению ( )UEν  получим 

( ) ( ) εχεχνν ε +≤++≤ UBUCU EEEE )][()(  в силу обычных свойств нормы, а также свойства аб-

солютной непрерывности нормы в правильном пространстве E . Учитывая произвольность вы-
бора 0>ε , получим  утверждение 1), т.е. ( ) )(UU EE νχ ≥ . 

Утверждения 2) и 3) докажем одновременно.  
Для фиксированного 0>T  множества  TU0 , TU ][  сравнимы с одноэлементным множест-

вом }{ 0Tu . Поэтому в силу (4) и абсолютной непрерывности нормы в правильном пространстве 

E  для любого 0>T  имеем  0)( 0 =TE Uν  и 0)][( =TE Uν , и, в случае компактности по мере U , 

по лемме 1 также 0)( 0 =TE Uχ  и 0)][( =TE Uχ . 

Из включения (3), аддитивности и алгебраической полуаддитивности )(UEν , )(UEχ  сле-
дует, что 

)][()][()][()( DTEDTETEE UUUU νννν =+≤ ; )][()][()][()( DTEDTETEE UUUU χχχχ =+≤      (5) 

для  любого 0>T , фиксированного на момент рассуждений.  Так как множества DTU ][  и 

UP TD )(  сравнимые: UPU TDDT )(][ ≤ , то  из (5)  вытекает, что  )(UEν  и )(UEχ    ограничены свер-

ху одним и тем же числом, а именно, 
EuTuD

Uu
uP ),,( 0

sup
∈

.  Следовательно, для произвольного 0>T  

имеем 
EuTuD

Uu
E uPU ),,( 0

sup)(
∈

≤χ  и 
EuTuD

Uu
E uPU ),,( 0

sup)(
∈

≤ν . Устремляя ∞→T , получим 

                                                          
EuTuD

UuT
E uPU ),,( 0

sup  lim)(
∈∞→

≤χ                                                       (6) 

для компактного по мере  U  и   
EuTuD

UuT
E uPU ),,( 0

sup lim)(
∈∞→

≤ν      для любого U . По теореме 1 [1, с. 

16] для  ограниченного множества U  в E  имеет место [ ] 0),,(suplim 0 =
∈∞→

uTuD
UuT

µ . Поэтому 

( )
)(suplimsup lim)(

0
),,( 0

UuPuPU EED
UuDEuTuD

UuT
E νν

µ
=≤≤

∈→∈∞→
. 

Равенство 2) доказано. Из утверждения 1), 2) и (6) получим утверждение 3). 
Определение 2 [2, с. 28 ]. Пусть E , 1E - банаховы пространства. Непрерывный оператор 

1: EGA → , где EG ⊂ , называется −χ уплотняющим, если для любого ограниченного под-

множества GU ⊂ , замыкание которого не компактно, выполняется неравенство  
( ) ( )UAU EE χχ <

1
. 

Уплотняющие операторы, являющиеся обобщением компактных и сжимающих операто-
ров,  во многих случаях сохраняют свойства последних. Так, например, для уплотняющих опе-
раторов построена теория вращения векторных полей [6, глава 4]. 

Непрерывный оператор A  называется ( ) −χ,k ограниченным, если для любого GU ⊂  

выполняется неравенство ( ) ( )UkAU EE χχ ≤
1

. 

Определение 3 [7, с.344]. Пусть E , 1E -  пространства  функций на Ω , 1Ω  соответственно. 

Оператор  1: EEA →  называется частично аддитивным, если для функций 1u , 2u ,…, mu  с непе-

ресекающимися носителями справедливо равенство: 
θAmAuAuAuuuuA mm )1(...)...( 2121 −−+++=+++ . 

Теорема 1. Пусть E  и 1E  - правильные пространства с единицами 0u  и 01u  соответственно. 

Пусть непрерывный оператор A , действующий из E  в  1E , обладает свойством частичной ад-
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дитивности. Пусть A  каждое ограниченное по норме в )( 0uM  множество V  переводит в мно-

жество функций с равностепенно абсолютно непрерывными нормами в 1E , т.е. с ( ) 0
1

=AVEν . 

Тогда  для любого множества EU ⊂  выполняется неравенство ( ) ( )UAUkAU EE νν ),(11
≤ , где 

                        
( ) ( )

( ) EuTuD

E
uTuDuTuuTuDAPD

Uu

E

u
uTuD

P

T uP

uAPP

AUk

0

1

001
0

,,

,,,,,,

,0

0,,

1 sup
lim

),(







∈≠
∞→















= .                           (7) 

Пусть, кроме того, A  является  вполне непрерывным как оператор из )( 0uM   в 1E . Тогда  

для любого множества EU ⊂  выполняется неравенство ( ) ( )UAUkAU EE νχ ),(
1

≤ , где 

                 
( )

( ) EuTuD

EuTuD

Uu

E

u
uTuD

P

T uP

uAP
AUk

0

1
0

,,

,,

,0

0,,

sup
lim

),(

∈≠
∞→















= .                                              (8) 

Доказательство. Заметим, что ),(),(1 AUkAUk ≤ . Доказательства ( ) ( )UAUkAU EE νν ),(11
≤  

и ( ) ( )UAUkAU EE νχ ),(
1

≤  для оператора A , вполне непрерывного из )( 0uM   в 1E , проведем 

параллельно. Если U  ограничено в )( 0uM , то требуемые неравенства  выполнены, так как 

0)(
1

=AUEν  по предположению теоремы и 0)(
1

=AUEχ  для оператора A , вполне непрерывно-

го из )( 0uM   в 1E . Поэтому достаточно доказать  утверждение теоремы  в случае, когда для 

любого 0>T  множество UP TD )(  не пусто, т.е. найдется функция, для которой 0),,( 0
≠

EuTuD uP . 

Очевидно, из частичной аддитивности оператора A , включения  (2)  следует, что 
)( )()(0 θAUAPUAPAUAU TATDT −+∪⊆ . 

Отсюда в силу полуаддитивности, алгебраической полуаддитивности 
1Eν и 

1Eχ , равенств 

0)(
1

=θν AE , 0)(
1

=θχ AE  получим ))}()(()),((max{)( )()(0 1111
UAPUAPUAAU TAETDETEE νννν +≤ , 

              ))}()(()),((max{)( )()(0 1111
UAPUAPUAAU TAETDETEE χχχχ +≤ .                                (9) 

Для  каждого TTA UUPu 0)( ∪∈  имеем Tu
uM

≤
)( 0

. Поэтому 0)( )(1
=UAP TAEν  и 

0)( 01
=TE AUν  в силу  предположения теоремы и  0)( )(1

=UAP TAEχ  и 0)( 01
=TE AUχ  для  опера-

тора A ,  вполне непрерывного из )( 0uM  в  E . Следовательно,  

                                               )()( )(11
UAPAU TDEE νν ≤ ,                                                       (10) 

а из (9) вытекает, что )()( )(11
UAPAU TDEE χχ ≤  для любого 0>T .  В силу выбора множества U  

множество UP TD )( , состоящее из ненулевых функций, не пусто   и 
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Отсюда 
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EuTuD
Uu

EuTuD

EuTuD

Uu

E

u
uTuD

E uP
uP

uAP

P

AU ),,(

),,(

),,(

,0
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0

0

1
0

1
supsup)(

∈

∈≠













≤















χ . 

Устремляя ∞→T ,  согласно утверждению  леммы 2 получим 

)(),(suplim),()( ),,( 01
UAUkuPAUkAU EEuTuD

UuT
E νχ =≤

∈∞→
, где ),( AUk  из (8). 

Из (10), принимая во внимание,  что величина )( )(1
UAP TDEν  по утверждению 2) леммы 2  

является пределом невозрастающей относительно T  последовательности, запишем 

                  
( )

1

0
01

0

11 ),,(,,,,
)( sup)()(

E

uTuDuTuuTuDAPDUu
TDEE uAPPUAPAU








∈
≤≤νν .                               (11) 

Из (11) по аналогии с тем, как получено утверждение для ),( AUk  из (8), получим утвер-

ждение для ),(1 AUk  из (7). 
Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть оператор Урысона  ( ) ∫
Ω

= dssustKtAu )](,,[)( , ядро которого удовлетворяет 

условиям Каратеодори, непрерывен как оператор из ( )ΩpL  в ( )ΩqL  ),1( ∞<≤ qp , и вполне не-

прерывен как оператор из ( )Ω∞L  в ( )ΩqL . Пусть  для некоторого множества ( )Ω⊂ pLU  кон-

станта ),( AUk  из (8)  удовлетворяет неравенству 1),( <AUk . Тогда A  является −χ уплот-

няющим оператором на множестве U . 
Аналогично, если A  компактный по мере оператор и для некоторого множества 

( )Ω⊂ pLU  константа ),(1 AUk  из (7)  удовлетворяет неравенству 1),(1 <AUk . Тогда A  является 

−χ уплотняющим оператором на множестве U . 

Доказательство. Пусть  для некоторого множества ( )Ω⊂ pLU  константа ),( AUk  из (8)  

удовлетворяет неравенству 1),( <AUk . Как утверждается в [7,c.364] оператор Урысона являет-
ся частично аддитивным. Поэтому выполнены все предположения теоремы 1, из которой следу-
ет, что для оператора Урысона  и для любого подмножества UV ⊆   справедливо неравенства 

1),(),( <≤ AUkAVk  и ( ) ( )VAUkAV
pLqL νχ ),(≤ . Отсюда по утверждению 1) леммы 2 

( ) ( ) ( )VAVkVAVkAV
pLpLqL χνχ ),(),( ≤≤ , т.е. A  является ( ) −χ,k ограниченным с 1<k , а, сле-

довательно, −χ уплотняющим оператором. 

Аналогично рассуждаем в случае компактного по мере оператора A , учитывая при этом, 
что по утверждению 3) леммы 2 имеем равенство ( ) ( )AVAV

qLqL νχ =  для любого ограниченно-

го множества ( )Ω⊂ pLV . 

Теорема доказана. 
Пусть вещественная функция ( )uxf , , где Ω∈x , ∞<<∞− u , удовлетворяет условию 

Каратеодори, т.е. при каждом  фиксированном u  измерима по x  и почти при всех x  непрерыв-
на  по u .  

Рассмотрим нелинейный оператор суперпозиции [7, с. 340] ( ) ( )[ ]xuxfxFu ,= . 

Теорема 3. Пусть непрерывный оператор K , действующий из ( )ΩpL  в ( )ΩqL  

( )∞<<≤ qp1 , обладает свойством частичной аддитивности. Пусть, кроме того, K  вполне  
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непрерывный как оператор из ( )Ω∞L  в ( )ΩqL . Пусть ( ) ( )Ω→Ω pq LLF :  - оператор суперпо-

зиции. Тогда оператор KF является ( ) −χ,k ограниченным на  шаре 

( ) ( )






 ≤−Ω∈= ruuLuruB

qLq 11 :,  ( 1u  и r  произвольны) с константой 

( )
1

1 )),,((
−

= p

q

rKruBFakk , где ( ) )),,(( 1 KruBFk  из (8), а константа 0>a  зависит только от F . 

Доказательство. Пусть U  -  подмножество из ( )ruB ,1 , т.е. rBuU +⊆ 1 , где B - единичный 

шар  ( )ΩqL . По теореме 1 для оператора K  имеем  

                                   ( ) )()),,(()( )(1)( FUKruBFkKFU
pLqL ΩΩ ≤ νχ .                                    (12) 

По лемме 17.6 из [7] найдутся число 0>a  и функция )(Ω∈ pLb , такие, что 

( ) ( ) pq
xuaxbxFu

/
)( +≤  для любой функции Uu ∈ .  Отсюда  оператор суперпозиции F  

сравним с оператором суперпозиции ( ) pq
xuaxuF

/

1 )( =  

Следовательно, в силу (4)  )()( 1)()( UFFU
pLpL ΩΩ ≤ νν  и  

                               ( ) )()),,(()( 1)(1)( UFKruBFkKFU
pLqL ΩΩ ≤ νχ .                                   (13) 

Оператор суперпозиции  обладает свойством  частичной аддитивности [7, с. 344], по теоре-
ме 17.1 из [7]  непрерывен как оператор из ( )ΩqL  в ( )ΩpL . 

Кроме того, по лемме 17.4 из [7]  каждое  множество U ,  ограниченное в пространстве 
( )Ω∞L , оператор суперпозиции переводит  во множество функций с равностепенно абсолютно 

непрерывными нормами в ( )ΩpL , т.е. 0)()( =Ω FU
pLν . Отсюда  по теореме 1 

)(),()(),()( )(1)(111)( UFUkUFUkUF
qLqLpL ΩΩΩ ≤≤ ννν .                          

Полагая  в (8) ),(),,( 0 TuDuTuD =   при 10 ≡u , вычисляем 

( )

( )

( ) ( )

( )

( )
.

||
sup

lim
sup

lim
),(

)(,

)(

/
,

,0
)(,)(,

)(,1

,0
)(,

1

Ω

Ω

∈≠
Ω

∞→
Ω

Ω

∈≠
Ω

∞→
==

qLTuD

pL

pq
TuD

Uu
qL

uTuDPT
qLTuD

pLTuD

Uu
qL

uTuDPT uP

uPa

uP

uPF
FUk  

Учитывая определение нормы в ( )ΩpL , получим 

( )

( )

( )
( ) ( )

1

)(,

1

)(,

)(,

/

)(,

,0
)(,

1 suplimsuplimsup
lim

),(
1

−

Ω∈∞→

−

Ω+∈∞→
Ω

Ω

∈≠
Ω

∞→
=≤= p

q

qLTuD
rBuT

p

q

qLTuD
rBuuT

qLTuD

pq

qLTuD

Uu
qL

uTuDPT

uPauPa
uP

uPa
FUk . 

Так как  для  ограниченного множества U  в ( )ΩqL  имеет место [ ] 0),(suplim =
∈∞→

TuD
UuT

µ  [1, с. 

16], то  в силу абсолютной непрерывности нормы отбрасываем  ( ) 1, uP TuD .  

Таким образом,  1/
1),( −≤ pqarFUk  и из (12), (13), утверждения 1) леммы 2 следует, что  

( ) ( ) )()),,(()()),,(()( )(
1/

11)(1)( UarKruBFkUFKruBFkKFU
qL

pq

pLqL Ω
−

ΩΩ ≤≤ χνχ . 

Теорема доказана. 
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Теорема 4. Пусть −K линейный непрерывный оператор, действующий из ( ) ( )Ω→Ω qp LL  

( )∞<<≤ qp1  и вполне  непрерывный как оператор из ( )Ω∞L  в ( )ΩqL . Пусть   

( ) ( )Ω→Ω pq LLF :  - оператор суперпозиции. Тогда оператор KF  является ( ) −χ,k ограни-

ченным на  шаре ( ) ( )






 ≤−Ω∈= ruuLuruB

qLq 11 :,       ( 1u и r  произвольны)    с константой 

1−

→
= p

q

qLpL
rKak , где a  зависит только от F .  Пусть, кроме того, оператор суперпозиции 

удовлетворяет неравенству 

                                          ( ) pq
xuaxFu

/
)( ≤ .                                                          (14) 

Тогда для всех ( )Ω∈ qLg  существует такое число 0>ε , что уравнение gKFuu ε+=  раз-

решимо  в ( )ΩqL . 

Доказательство.  Для каждого ( )Ω∈ qLu   имеем 

                                   
)()()()()( ΩΩΩ→ΩΩ

+≤+
qLpLqLpLqL

gFuKagKFu εε .                       (15) 

В силу (14) 
pq

qL
pL

pq

pL
uauaFu

/

)()(

/

)( ΩΩΩ
=≤ . Пусть u  принадлежит  шару радиуса r  в 

( )ΩqL  с центром в 0 . Тогда из (15) следует, что 

 rgrKaguKagKFu
qL

pq

qLpLqL

pq

qLqLpLqL
≤+≤+≤+

ΩΩ→ΩΩΩΩ→ΩΩ )(

/

)()()(

/

)()()()(
εεε , 

если r,ε  достаточно малы.  Таким образом,  для оператора gKFuAu ε+=  справедливо вклю-
чение ),0(),0( rBrAB ⊆  для достаточно малых r,ε .  Оператор KF  удовлетворяет всем предпо-

ложениям теоремы 3. В силу линейности оператора K  имеем ( )
)()(1 )),,((

Ω→Ω
≤

qLpL
KKruBFk . 

Таким образом, оператор KF  является −χ уплотняющим по теореме 3 настоящей работы при 

достаточно малых r , а следовательно, и gKFuAu ε+= , так как постоянное слагаемое gε   не 
влияет на величину меры некомпактности Хаусдорфа [2, с.7].  

Применим  к оператору gKFuAu ε+=  обобщение теоремы Шаудера о существовании не-
подвижной точки на −χ уплотняющие операторы [2, теорема 1.5.11, с.33], получим существо-

вание решения в пространстве ( )ΩqL   уравнения gKFuu ε+= . 

Теорема доказана. 
Замечание. В теоремах 1 - 3 настоящей работы получены новые результаты. В теореме 3 

общается результат, доказанный  ранее автором настоящей работы, для линейного оператора 
K , на случай частично аддитивного оператора K . 

К классу операторов, рассмотренных в теореме 3, относится интегральный оператор Гам-
мерштейна [7, с. 365]. 

Результаты леммы 2 и теоремы 4 впервые доказаны в [3-5]. 
В теореме 4 доказана так называемая  ε - разрешимость, понятие которой введено в работе 

[8]. 
Напомним, что под  ε - разрешимостью произвольного уравнения  Au g=  понимается 

следующее: для заданной функции g  существуют функция u  и  число 0 ,ε >  удовлетво-

ряющие уравнению A u gε= . 
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ON  NONLINEAR OPERATORS 
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Partially additive (generally) nonlinear operators in regular spaces are studied. New criteria for such operators to be 

condensing with respect to the Hausdorff measure of non-compactness are proved. The results obtained are applied to the 
solvability of nonlinear equations.  
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