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Аннотация

В работе рассмотрен класс многочленов типа Капелли в свободной ассоциативной ал-
гебре F{Z} , где F – произвольное поле, Z – счетное множество, обобщающий конструк-
цию кратных многочленов Капелли. Приведены основные свойства введенных многочле-
нов. В частности, указано их разложение через многочлены того же вида и установлены
некоторые соотношения между их T -идеалами. Кроме того, установлена связь между
двойными многочленами Капелли и квазимногочленами Капелли.

Ключевые слова: матричная алгебра, многочлен Капелли, полиномиальное тожде-
ство, свободная ассоциативная алгебра, симметрическая группа, стандартный многочлен,
T -идеал

Введение

Пусть F – произвольное поле, F{X} – свободная ассоциативная алгебра,
порожденная счетным множеством X = {xn}n∈N . Напомним, что двусторонний
идеал I алгебры F{X} называется T -идеалом, если для любого эндоморфизма ϕ
алгебры F{X} справедливо включение ϕ(I) ⊆ I . Хорошо известно, что между T -
идеалами алгебры F{X} и многообразиями ассоциативных PI-алгебр существует
взаимно однозначное соответствие.

Большое значение при изучении идеала тождеств многообразия алгебр име-
ют стандартный многочлен S−n (x1, . . . , xn) =

∑

π∈Sn

sgnπ xπ(1) · · ·xπ(n) и многочлены

Капелли K2n−1(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn−1) =
∑

π∈Sn

sgnπ xπ(1)y1xπ(2) · · · yn−1xπ(n) , вве-

денные Размысловым в [1] и обобщенные Ченгом [2] до двойных многочленов
Капелли C2n(x̄, ȳ) . Дальнейшее развитие идей Ченга было продолжено в рабо-
тах [3–7].

В настоящей статье максимально обобщена конструкция кратных многочленов
Капелли, введенных в [4], установлены свойства этих многочленов и приведены
некоторые соотношения между их T -идеалами. Кроме этого, указаны конкрет-
ные тождества, которые выполняются в алгебрах, T -идеалы которых содержат
как кратные, так и классические многочлены Капелли, что особенно актуально
в связи с нахождением базиса Z2 -градуированных тождеств Z2 -градуированной
матричной алгебры M (m,k)(F ) . В частности, авторы нашли минимальную степень
четных квазимногочленов Капелли, являющихся тождествами матричной алгебры
Mm(F ) , а значит, и нечетной компоненты M

(m,m)
1 (F ) из Z2 -градуированной ал-

гебры M (m,m)(F ) , что, в свою очередь, приводит к гипотезе дальнейшего «дроб-
ления» минимального тождества подпространства M

(m,m)
1 (F ) , найденного в [8].
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1. Основные свойства многочленов Капелли типа (k, n, s; e)

Пусть n > 1 , k – произвольные натуральные числа, s , i , a – неотрицательные
целые числа, удовлетворяющие неравенствам 0 ≤ s ≤ k − 1 , 0 ≤ i ≤ k , 0 ≤ a ≤ k ,
Ia
k = {a, a + 1, . . . , k} , e = {e1, . . . , ei} , (i > 0), – какое-либо подмножество I1

k ,
считаем, что e1 < · · · < ei ; при i = 0 полагаем e = ∅ ; ê означает, что любые
элементы с индексами из множества e , содержащиеся в выражениях, будут от-

сутствовать; X =
k⋃

r=1
X(r) , где X(1) = {x(1)

j }j∈N , . . . , X(k) = {x(k)
j }j∈N – счетные

попарно непересекающиеся множества, Sn – симметрическая группа степени n .

Определение 1. Многочлен Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) ∈ F{X} степени kn − s
называется многочленом Капелли типа (k, n, s; e) , или кратным многочленом Ка-
пелли, если он имеет вид

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) = Ckn−s,e(x
(1)
1 , . . . , x(1)

n ; . . . ; x(k−s)
1 , . . . , x(k−s)

n ; x(k−s+1)
1 , . . . ,

x
(k−s+1)
n−1 ; . . . ; x(k)

1 , . . . , x
(k)
n−1) =

∑

π1∈Sn

· · ·
∑

πk−s∈Sn

∑

πk−s+1∈Sn−1

· · ·
∑

πk∈Sn−1

sgn (π1 · · ·πk)ê×

×
(

n−1∏
r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(k)
πk(r)

)
x

(1)
π1(n) · · ·x

(k−s)
πk−s(n).

Пусть ϕ : I1
n → N , ψ : I1

n−1 → N – произвольные отображения, r – любой
элемент из I1

k−s , m – какой-либо элемент из I1
s , при s > 0 . Положим

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(r−1), ϕx̄(r), x̄(r+1), . . . , x̄(k−s+m−1), ψx̄(k−s+m), x̄(k−s+m+1), . . . , x̄(k)) =

= Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(r−1), x
(r)
ϕ(1), . . . , x

(r)
ϕ(n), x̄

(r+1), . . . , x̄(k−s+m−1),

x
(k−s+m)
ψ(1) , . . . , x

(k−s+m)
ψ(n−1) , x̄(k−s+m+1), . . . , x̄(k)).

Кроме того, пусть l – произвольное натуральное число, B1, . . . , Bl – какие-ни-
будь подмножества группы Sn , Bn,l = (B1, . . . , Bl) , π = (π1, . . . , πl) . По определе-
нию положим

∑

π∈Bn,l

=
∑

π1∈B1

· · ·
∑

πl∈Bl

, в частности, если B1 = . . . = Bl = Sn , то мы

пишем
∑

π∈Sn,l

=
∑

π1∈Sn

· · ·
∑

πl∈Sn

. Наконец, будем считать, что sgnπ = sgn (π1 · · ·πl) ,

sgn πê = sgn (π1 · · ·πl)ê . Заметим, что при l ≤ k и e = I1
k \I1

l справедливо равенство
sgn πê = sgn π .

Предложение 1. Многочлен Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) обладает следующими
свойствами:

1) Если отображение ϕ : I1
n → N не является инъективным, то

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , ϕx̄(m), . . . , x̄(k)) = 0

для любого m ∈ I1
k−s \ e .

В случае, когда charF = 0 , e 6= ∅ , a ∈ I1
k−s

⋂
e , справедливо неравенство

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , ϕx̄(a), . . . , x̄(k)) 6= 0.

2) Если отображение ψ : I1
n−1 → N не является инъективным, то

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , ψx̄(k−s+a), . . . , x̄(k)) = 0
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для любого a ∈ I1
s при s > 0 и k − s + a /∈ e .

В случае, когда charF = 0 , e 6= ∅ , a > k − s и a ∈ e , справедливо неравенство

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , ψx̄(a), . . . , x̄(k)) 6= 0.

3) Для всякой подстановки σ ∈ Sn и произвольного индекса m ∈ I1
k−s \ e

справедливо равенство

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , σx̄(m), . . . , x̄(k)) = sgn σ Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k));

при e 6= ∅ и a ∈ I1
k−s

⋂
e имеет место равенство

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , σx̄(a), . . . , x̄(k)) = Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k));

4) Для всякой подстановки τ ∈ Sn−1 и произвольного индекса a ∈ I1
s (s > 0) ,

для которого k − s + a /∈ e , справедливо равенство

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , τ x̄(k−s+a), . . . , x̄(k)) = sgn τ Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k));

при e 6= ∅ , a > k − s и a ∈ e имеет место равенство

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , τ x̄(a), . . . , x̄(k)) = Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)).

Доказательство. 1) Для любого отображения ϕ справедливо равенство

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , ϕx̄(m), . . . , x̄(k)) =
∑

π∈Sn,k−s

∑

τ∈Sn−1,s

sgn πê sgn τê×

×
(

n−1∏
r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(m−1)
πm−1(r)

· x(m)
ϕ(πm(r))x

(m+1)
πm+1(r)

· · ·x(k−s)
πk−s(r)x

(k−s+1)
τk−s+1(r)

· · ·x(k)
τk(r)

)
×

× x
(1)
π1(n) · · ·x

(m−1)
πm−1(n)x

(m)
ϕ(πm(n))x

(m+1)
πm+1(n) · · ·x

(k−s)
πk−s(n).

Допустим, что ϕ не инъективно, тогда существуют p, j ∈ I1
n такие, что ϕ(p) =

= ϕ(j) . Пусть πm – произвольный элемент группы Sn . Тогда для некоторых
a, b ∈ I1

n πm(a) = p , πm(b) = j . Совместно с πm рассмотрим подстановку π′m ∈ Sn ,
определяемую равенствами

π′m(l) =





πm(l), если l /∈ {a, b};
j, если l = a;
p, если l = b.

Обозначим π′ = (π1, . . . , πm−1, π
′
m, πm+1, . . . , πk−s) . Поскольку sgnπê sgn τê =

= −sgnπ′ê sgn τê , то

sgnπê sgn τê

(
n−1∏
r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(m)
ϕ(πm(r)) · · ·x

(k)
τk(r)

)
x

(1)
π1(n) · · ·x

(m)
ϕ(πm(n)) · · ·x

(k−s)
πk−s(n)+

+sgn π′ê sgn τê

(
n−1∏
r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(m)
ϕ(π′m(r)) · · ·x

(k)
τk(r)

)
x

(1)
π1(n) · · ·x

(m)
ϕ(π′m(n)) · · ·x

(k−s)
πk−s(n) = 0.

Отсюда следует, что Ckn−s,e(x̄(1), . . . , ϕx̄(m), . . . , x̄(k)) = 0 .
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Пусть теперь charF = 0 , e 6= ∅ и a ∈ I1
k−s

⋂
e , тогда при тех же обозначениях

имеем sgnπê sgn τê = sgn π′ê sgn τê , и значит,

sgnπê sgn τê

(
n−1∏
r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(a)
ϕ(πa(r)) · · ·x

(k)
τk(r)

)
x

(1)
π1(n) · · ·x

(a)
ϕ(πa(n)) · · ·x

(k−s)
πk−s(n)+

+ sgn π′ê sgn τê

(
n−1∏
r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(a)
ϕ(π′a(r)) · · ·x

(k)
τk(r)

)
x

(1)
π1(n) · · ·x

(a)
ϕ(π′a(n)) · · ·x

(k−s)
πk−s(n) 6= 0.

Отсюда заключаем, что Ckn−s,e(x̄(1), . . . , ϕx̄(a), . . . , x̄(k)) 6= 0 .
2) Доказывается так же, как и 1) .
3) Полагая в утверждении 1) настоящего предложения ϕ = σ , имеем

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , σx̄(m), . . . , x̄(k)) =
∑

π∈Sn,k−s

∑

τ∈Sn−1,s

sgnπê sgn τê×

×
(

n−1∏
r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(m)
σ(πm(r)) · · ·x

(k)
τk(r)

)
x

(1)
π1(n) · · ·x

(m)
σ(πm(n)) · · ·x

(k−s)
πk−s(n) =

= | полагаем πm = σ−1µm, π′ = (π1, . . . , πm−1, µm, πm+1, . . . , πk−s)| =
=

∑

π′∈Sn,k−s

∑

τ∈Sn−1,s

sgn (π1 · · ·πm−1σ
−1µmπm+1 · · ·πk−s)ê sgn τê×

×
(

n−1∏
r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(m)
σ(σ−1µm(r)) · · ·x

(k)
τk(r)

)
x

(1)
π1(n) · · ·x

(m)
σ(σ−1µm(n)) · · ·x

(k−s)
πk−s(n) =

= sgn σ Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)).

Проводя аналогичные рассуждения для индекса a , придем к равенству

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , σx̄(a), . . . , x̄(k)) = Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)).

4) Доказывается так же, как и 3) . Предложение доказано.

Пусть q – произвольное натуральное число такое, что 1 ≤ q ≤ n−1 , m – любой
элемент множества I1

k−s ;

t(1) = {t(1)1 , . . . , t(1)q }, . . . , t(m) = {t(m)
1 , . . . , t(m)

q }
– произвольные подмножества I1

n ;

d(u) = I1
n\t(u) = {d(u)

1 , . . . , d
(u)
n−q}, u ∈ I1

m,

l(m+1) = {l(m+1)
1 , . . . , l

(m+1)
q−1 }, . . . , l(k−s) = {l(k−s)

1 , . . . , l
(k−s)
q−1 }, m < k − s, q > 1,

– какие-либо подмножества I1
n ;

h(v) = I1
n\l(v) = {h(v)

1 , . . . , h
(v)
n−q+1}, v ∈ Im+1

k−s ,

b(k−s+1) = {b(k−s+1)
1 , . . . , b

(k−s+1)
q−1 }, . . . , b(k) = {b(k)

1 , . . . , b
(k)
q−1}, q > 1,

– какие-нибудь подмножества I1
n−1 ;

f (a) = In−1\b(a) = {f (a)
1 , . . . , f

(a)
n−q}, a ∈ Ik−s+1

k , p = n− q.
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Кроме этого, будем считать, что

t
(u)
1 < · · · < t(u)

q , d
(u)
1 < · · · < d(u)

p , u ∈ I1
m,

l
(v)
1 < · · · < l

(v)
q−1, h

(v)
1 < · · · < h

(v)
p+1, v ∈ Im+1

k−s ,

b
(a)
1 < · · · < b

(a)
q−1, f

(a)
1 < · · · < f (a)

p , a ∈ Ik−s+1
k .

Далее, пусть

t̄ = (t(1), . . . , t(m)), l̄ = (l(m+1), . . . , l(k−s)), b̄ = (b(k−s+1), . . . , b(k)),

µ = (µ1, . . . , µm), ω = (ωm+1, . . . , ωk−s), ρ = (ρk−s+1, . . . , ρk),

где µ1, . . . , ωk−s ∈Sn , ρk−s+1, . . . , ρk ∈ Sn−1 ,
∑

t̄

=
∑

t
(1)
1 <...<t

(1)
q

· · ·
∑

t
(m)
1 <...<t

(m)
q

,
∑

µt̄

=
∑

µ1∈Sn(t(1))

· · ·
∑

µm∈Sn(t(m))

,

Здесь Sn(t(1)), . . . , Sn(t(m)) – заданные подмножества группы Sn . Аналогично
определим суммы

∑

l̄

,
∑

b̄

,
∑

ωl̄

,
∑

ρb̄

.

Наконец, пусть µ′ = (µ′1, . . . , µ
′
m) , ω′ = (ω′m+1, . . . , ω

′
k−s) , ρ′ = (ρ′k−s+1, . . . , ρ

′
k) .

По определению положим
∑

(µ,µ′)

=
∑

µ1∈C1

∑

µ′1∈D1

∑

µ2∈C2

∑

µ′2∈D2

· · ·
∑

µm∈Cm

∑

µ′m∈Dm

,

где C1, D1, . . . , Cm, Dm – заданные подмножества группы Sn . Аналогично опреде-
лим суммы

∑

(ω,ω′)

,
∑

(ρ,ρ′)

.

Предложение 2. Пусть n > 2 , 1 < q ≤ n − 1 , m ∈ I1
k−s . Тогда справедливо

равенство

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
∑

t̄

∑

l̄

∑

b̄

sgnαt̄,ê sgn γl̄,ê sgn ηb̄,ê×

× Ckq−(k−m),e(x̄
(1)

d̂(1) , . . . , x̄
(m)

d̂(m) , x̄
(m+1)

ĥ(m+1) , . . . , x̄
(k−s)

ĥ(k−s) , x̄
(k−s+1)

f̂(k−s+1) , . . . , x̄
(k)

f̂(k))×
× Ck(p+1)−(s+m),e(x̄

(m+1)

l̂(m+1) , . . . , x̄
(k−s)

l̂(k−s) , x̄
(k−s+1)

b̂(k−s+1) , . . . , x̄
(k)

b̂(k) , x̄
(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(m)

t̂(m)),

где запись αt̄,ê = (αt(1) , . . . , αt(m))ê , γl̄,ê = (γl(m+1) , . . . , γl(k−s))ê , ηb̄,ê = (ηb(k−s+1) , . . . ,
ηb(k))ê означает, что из соответствующих строк удалены подстановки, индексы
которых в круглых скобках принадлежат множеству e ,

αt(u) =
(

1 . . . q q + 1 . . . q + p

t
(u)
1 . . . t

(u)
q d

(u)
1 . . . d

(u)
p

)
∈ Sn, u ∈ I1

m,

γl(v) =
(

1 . . . q − 1 q . . . q + p

l
(v)
1 . . . l

(v)
q−1 h

(v)
1 . . . h

(v)
p+1

)
∈ Sn, v ∈ Im+1

k−s ,

ηb(a) =
(

1 . . . q − 1 q . . . q + p− 1
b
(a)
1 . . . b

(a)
q−1 f

(a)
1 . . . f

(a)
p

)
∈ Sn−1, a ∈ Ik−s+1

k ,



10 С.Ю. АНТОНОВ, А.В. АНТОНОВА

Ckq−(k−m),e(x̄
(1)

d̂(1) , . . . , x̄
(m)

d̂(m) , x̄
(m+1)

ĥ(m+1) , . . . , x̄
(k−s)

ĥ(k−s) , x̄
(k−s+1)

f̂(k−s+1) , . . . , x̄
(k)

f̂(k)) =

=
∑

σ∈Sq,m

∑

δ∈Sq−1,k−s−m

∑

ε∈Sq−1,s

sgnσê sgn δê sgn εê

(
q−1∏
r=1

x
(1)

t
(1)
σ1(r)

· · ·x(m)

t
(m)
σm(r)

×

×x
(m+1)

l
(m+1)
δm+1(r)

· · ·x(k−s)

l
(k−s)
δk−s(r)

x
(k−s+1)

b
(k−s+1)
εk−s+1(r)

· · ·x(k)

b
(k)
εk(r)

)
x

(1)

t
(1)
σ1(q)

· · ·x(m)

t
(m)
σm(q)

,

Ck(p+1)−(s+m),e(x̄
(m+1)

l̂(m+1) , . . . , x̄
(k−s)

l̂(k−s) , x̄
(k−s+1)

b̂(k−s+1) , . . . , x̄
(k)

b̂(k) , x̄
(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(m)

t̂(m)) =

=
∑

τ∈Sp+1,k−s−m

∑

ξ∈Sp,s

∑

π∈Sp,m

sgn τê sgn ξê sgnπê

(
p∏

r=1

x
(m+1)

h
(m+1)
τm+1(r)

· · ·x(k−s)

h
(k−s)
τk−s(r)

×

× x
(k−s+1)

f
(k−s+1)
ξk−s+1(r)

· · ·x(k)

f
(k)
ξk(r)

x
(1)

d
(1)
π1(r)

· · ·x(m)

d
(m)
πm(r)

)
x

(m+1)

h
(m+1)
τm+1(p+1)

· · ·x(k−s)

h
(k−s)
τk−s(p+1)

.

Доказательство. Представим многочлен Ckn−s,e в виде

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
∑

t̄

∑

l̄

∑

b̄

Ft̄l̄b̄(x̄
(1), . . . , x̄(k)),

где

Ft̄l̄b̄(x̄
(1), . . . , x̄(k)) =

∑

µt̄

∑

ωl̄

∑

ρb̄

sgnµê sgnωê sgn ρê×

×
((

q−1∏
r=1

x
(1)
µ1(r)

· · ·x(m)
µm(r)x

(m+1)
ωm+1(r)

· · ·x(k−s)
ωk−s(r)x

(k−s+1)
ρk−s+1(r)

· · ·x(k)
ρk(r)

)
×

× x
(1)
µ1(q)

· · ·x(m)
µm(q)

)(
x

(m+1)
ωm+1(q)

· · ·x(k−s)
ωk−s(q)x

(k−s+1)
ρk−s+1(q)

· · ·x(k)
ρk(q)×

×
(

n−1∏
r=q+1

x
(1)
µ1(r)

· · ·x(m)
µm(r)x

(m+1)
ωm+1(r)

x
(k−s)
ωk−s(r)x

(k−s+1)
ρk−s+1(r)

· · ·x(k)
ρk(r)

)
×

×x
(1)
µ1(n) · · ·x

(m)
µm(n)x

(m+1)
ωm+1(n) · · ·x

(k−s)
ωk−s(n)

)
,

Sn(t(u)) = {µu ∈ Sn |µu(I1
q ) = t(u), µu{q + 1, . . . , n} = d(u)}, u ∈ I1

m,

Sn(l(v)) = {ωv ∈ Sn |ωv(I1
q−1) = l(v), ωv{q, . . . , n} = h(v)}, v ∈ Im+1

k−s ,

Sn−1(b(a)) = {ρa ∈ Sn−1 | ρa(I1
q−1) = b(a), ρa{q, . . . , n− 1} = f (a)}, a ∈ Ik−s+1

k .

Нетрудно видеть, что для любых подстановок µ1 ∈ Sn(t(1)), . . . , µm ∈ Sn(t(m)) ,
ωm+1 ∈Sn(l(m+1)), . . . , ωk−s ∈Sn(l(k−s)) , ρk−s+1 ∈Sn−1(b(k−s+1)), . . . , ρk ∈Sn−1(b(k))
справедливы равенства µu = σµuπµuαt(u) , ωv = δωvτωvγl(v) , ρa = ερaξρaηb(a) , где

αt(u) =
(

1 . . . q q + 1 . . . q + p

t
(u)
1 . . . t

(u)
q d

(u)
1 . . . d

(u)
p

)
,

πµu =

(
t
(u)
1 . . . t

(u)
q d

(u)
1 . . . d

(u)
p

t
(u)
1 . . . t

(u)
q µu(d(u)

1 ) . . . µu(d(u)
p )

)
,

σµu =

(
t
(u)
1 . . . t

(u)
q d

(u)
1 . . . d

(u)
p

µu(t(u)
1 ) . . . µu(t(u)

q ) d
(u)
1 . . . d

(u)
p

)
,
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γl(v) =
(

1 . . . q − 1 q . . . q + p

l
(v)
1 . . . l

(v)
q−1 h

(v)
1 . . . h

(v)
p+1

)
,

τωv =

(
l
(v)
1 . . . l

(v)
q−1 h

(v)
1 . . . h

(v)
p+1

l
(v)
1 . . . l

(v)
q−1 ωv(h(v)

1 ) . . . ωv(h(v)
p+1)

)
,

δωv
=

(
l
(v)
1 . . . l

(v)
q−1 h

(v)
1 . . . h

(v)
p+1

ωv(l(v)
1 ) . . . ωv(l(v)

q−1) h
(v)
1 . . . h

(v)
p+1

)
,

ηb(a) =
(

1 . . . q − 1 q . . . q + p− 1
b
(a)
1 . . . b

(a)
q−1 f

(a)
1 . . . f

(a)
p

)
,

ξρa =

(
b
(a)
1 . . . b

(a)
q−1 f

(a)
1 . . . f

(a)
p

b
(a)
1 . . . b

(a)
q−1 ρa(f (a)

1 ) . . . ρa(f (a)
p )

)
,

ερa =

(
b
(a)
1 . . . b

(a)
q−1 f

(a)
1 . . . f

(a)
p

ρa(b(a)
1 ) . . . ρa(b(a)

q−1) f
(a)
1 . . . f

(a)
p

)
,

u ∈ I1
m, v ∈ Im+1

k−s , a ∈ Ik−s+1
k .

Положим

Bn(d(u)) = {πu ∈ Sn |πu|t(u) = id}, Cn(t(u)) = {σu ∈ Sn |σu|d(u) = id},

Dn(h(v)) = {τv ∈ Sn | τv|l(v) = id}, En(l(v)) = {δv ∈ Sn | δv|h(v) = id},
Pn−1(f (a)) = {ξa ∈ Sn−1 | ξa|b(a) = id}, Tn−1(b(a)) = {εa ∈ Sn−1 | εa|f(a) = id},

σ = (σ1, . . . , σm), π = (π1, . . . , πm), δ = (δm+1, . . . , δk−s),

τ = (τm+1, . . . , τk−s), ε = (εk−s+1, . . . , εk), ξ = (ξk−s+1, . . . , ξk).

Очевидно, что

Bn(d(u)) ∼= Sp, Cn(t(u)) ∼= Sq, u ∈ I1
m,

Dn(h(v)) ∼= Sp+1, En(l(v)) ∼= Sq−1, v ∈ Im+1
k−s ),

Pn−1(f (a)) ∼= Sp, Tn−1(b(a)) ∼= Sq−1, a ∈ Ik−s+1
k .

Тогда

Ft̄l̄b̄(x̄
(1), . . . , x̄(k)) =

∑

(σ,π)

∑

(δ,τ)

∑

(ε,ξ)

sgn

(
m∏

u=1

σuπuαt(u)

)

ê

sgn

(
k−s∏

v=m+1

δvτvγl(v)

)

ê

×

×sgn

(
k∏

a=k−s+1

εaξaηb(a)

)

ê

((
q−1∏
r=1

x
(1)
σ1π1α

t(1)
(r) · · ·x

(k)
εkξkη

b(k) (r)

)
×

×x
(1)
σ1π1α

t(1)
(q) · · ·x

(m)
σmπmα

t(m) (q)

)(
x

(m+1)
δm+1τm+1γ

l(m+1) (q)
· · ·x(k)

εkξkη
b(k) (q)

×

×
(

n−1∏
r=q+1

x
(1)
σ1π1α

t(1)
(r) · · ·x

(k)
εkξkη

b(k) (r)

)
x

(1)
σ1π1α

t(1)
(n) · · ·x

(m)
σmπmα

t(m) (n)×

×x
(m+1)
δm+1τm+1γ

l(m+1) (n) · · ·x
(k−s)
δk−sτk−sγ

l(k−s) (n)

)
=
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=
∑

σt̄

∑

δl̄

∑

εb̄

∑

τh̄

∑

ξf̄

∑

πd̄

sgn

(
m∏

u=1

αt(u)

)

ê

sgn

(
m∏

u=1

σu

)

ê

sgn

(
k−s∏

v=m+1

δv

)

ê

×

×sgn

(
k∏

a=k−s+1

εa

)

ê

sgn

(
k−s∏

v=m+1

γl(v)

)

ê

sgn

(
k∏

a=k−s+1

ηb(a)

)

ê

×

×sgn

(
m∏

u=1

πu

)

ê

sgn

(
k−s∏

v=m+1

τv

)

ê

sgn

(
k∏

a=k−s+1

ξa

)

ê

×

×
((

q−1∏
r=1

x
(1)

σ1(t
(1)
r )

· · ·x(m)

σm(t
(m)
r )

x
(m+1)

δm+1(l
(m+1)
r )

· · ·x(k−s)

δk−s(l
(k−s)
r )

x
(k−s+1)

εk−s+1(b
(k−s+1)
r )

· · ·x(k)

εk(b
(k)
r )

)
×

× x
(1)

σ1(t
(1)
q )

· · ·x(m)

σm(t
(m)
q )

)(
x

(m+1)

τm+1(h
(m+1)
1 )

· · ·x(k−s)

τk−s(h
(k−s)
1 )

x
(k−s+1)

ξk−s+1(f
(k−s+1)
1 )

· · ·x(k)

ξk(f
(k)
1 )

×

× x
(1)

π1(d
(1)
1 )

· · ·x(m)

πm(d
(m)
1 )

(
p∏

r=2

x
(m+1)

τm+1(h
(m+1)
r )

· · ·x(m)

πm(d
(m)
r )

)
x

(m+1)

τm+1(h
(m+1)
p+1 )

· · ·x(k−s)

τk−s(h
(k−s)
p+1 )

)
=

= sgn

(
m∏

u=1

αt(u)

)

ê

sgn

(
k−s∏

v=m+1

γl(v)

)

ê

sgn

(
k∏

a=k−s+1

ηb(a)

)

ê

×

×

 ∑

σ∈Sq,m

∑

δ∈Sq−1,k−s−m

∑

ε∈Sq−1,s

sgn σêsgn δê sgn εê×

×
(

q−1∏
r=1

x
(1)

t
(1)
σ1(r)

· · ·x(m)

t
(m)
σm(r)

x
(m+1)

l
(m+1)
δm+1(r)

· · ·x(k−s)

l
(k−s)
δk−s(r)

x
(k−s+1)

b
(k−s+1)
εk−s+1(r)

· · ·x(k)

b
(k)
εk(r)

)
x

(1)

t
(1)
σ1(q)

· · ·x(m)

t
(m)
σm(q)

)
×

×

 ∑

τ∈Sp+1,k−s−m

∑

ξ∈Sp,s

∑

π∈Sp,m

sgn τê sgn ξê sgnπê×

×
(

p∏
r=1

x
(m+1)

h
(m+1)
τm+1(r)

· · ·x(k−s)

h
(k−s)
τk−s(r)

x
(k−s+1)

f
(k−s+1)
ξk−s+1(r)

· · ·x(k)

f
(k)
ξk(r)

x
(1)

d
(1)
π1(r)

· · ·x(m)

d
(m)
πm(r)

)
×

× x
(m+1)

h
(m+1)
τm+1(p+1)

· · ·x(k−s)

h
(k−s)
τk−s(p+1)

)
= sgn

(
m∏

u=1

αt(u)

)

ê

sgn

(
k−s∏

v=m+1

γl(v)

)

ê

sgn

(
k∏

a=k−s+1

ηb(a)

)

ê

×

×Ckq−(k−m),e

(
x̄

(1)

d̂(1) , . . . , x̄
(m)

d̂(m) , x̄
(m+1)

ĥ(m+1) , . . . , x̄
(k−s)

ĥ(k−s) , x̄
(k−s+1)

f̂(k−s+1) , . . . , x̄
(k)

f̂(k)

)
×

×Ck(p+1)−(s+m), e

(
x̄

(m+1)

l̂(m+1) , . . . , x̄
(k−s)

l̂(k−s) , x̄
(k−s+1)

b̂(k−s+1) , . . . , x̄
(k)

b̂(k) , x̄
(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(m)

t̂(m)

)
.

Полагая

αt̄,ê = (αt(1) , . . . , αt(m))ê, γl̄,ê = (γl(m+1) , . . . , γl(k−s))ê, ηb̄,ê = (ηb(k−s+1) , . . . , ηb(k))ê,

приходим к равенству

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
∑

t̄

∑

l̄

∑

b̄

sgnαt̄,ê sgn γl̄,ê sgn ηb̄,ê×

× Ckq−(k−m),e

(
x̄

(1)

d̂(1) , . . . , x̄
(m)

d̂(m) , x̄
(m+1)

ĥ(m+1) , . . . , x̄
(k−s)

ĥ(k−s) , x̄
(k−s+1)

f̂(k−s+1) , . . . , x̄
(k)

f̂(k)

)
×

× Ck(p+1)−(s+m),e

(
x̄

(m+1)

l̂(m+1) , . . . , x̄
(k−s)

l̂(k−s) , x̄
(k−s+1)

b̂(k−s+1) , . . . , x̄
(k)

b̂(k) , x̄
(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(m)

t̂(m)

)
.

Предложение доказано.
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Следствие 1. При m = k − s верно равенство

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
∑

t̄

∑

b̄

sgnαt̄,ê sgn ηb̄,ê×

× Ckq−s,e

(
x̄

(1)

d̂(1) , . . . , x̄
(k−s)

d̂(k−s) , x̄
(k−s+1)

f̂(k−s+1) , . . . , x̄
(k)

f̂(k)

)
×

× Ckp,e

(
x̄

(k−s+1)

b̂(k−s+1) , . . . , x̄
(k)

b̂(k) , x̄
(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(k−s)

t̂(k−s)

)
.

Следствие 2. При s = 0 верно равенство

Ckn,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
∑

t̄

∑

l̄

sgnαt̄,ê sgn γl̄,ê Ckq−(k−m),e

(
x̄

(1)

d̂(1) , . . . , x̄
(m)

d̂(m) ,

x̄
(m+1)

ĥ(m+1) , . . . , x̄
(k)

ĥ(k)

)
Ck(p+1)−m,e

(
x̄

(m+1)

l̂(m+1) , . . . , x̄
(k)

l̂(k) , x̄
(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(m)

t̂(m)

)
.

Следствие 3. При s = k − 1 верно равенство

Ckn−(k−1),e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
∑

t̄

∑

b̄

sgnαt̄,ê sgn ηb̄,ê×

× Ckq−(k−1),e

(
x̄

(1)

d̂(1) , x̄
(2)

f̂(2) , . . . , x̄
(k)

f̂(k)

)
Ckp,e

(
x̄

(2)

b̂(2)
, . . . , x̄

(k)

b̂(k) , x̄
(1)

t̂(1)

)
.

Следствие 4. При s = 0 , m = k верно равенство

Ckn,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
∑

t̄

sgnαt̄,ê Ckq,e

(
x̄

(1)

d̂(1) , . . . , x̄
(k)

d̂(k)

)
·Ckp,e

(
x̄

(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(k)

t̂(k)

)
.

В частности, полагая k = 1 , e = ∅ и опуская у букв верхний индекс (1) , получаем

S−n (x1, . . . , xn) =
∑

t1<...<tq

sgnαt S−q (xt1 , . . . , xtq ) · S−n−q(xd1 , . . . , xdn−q ).

Заметим, что этот частный результат сам по себе имеет интересное следствие.
Пусть n ∈ N , A = {1, . . . , 2n}2n , Bn = {(j1, . . . , j2n) ∈ A | j1 < j2, j3 <
< j4, . . . , j2n−1 < j2n, jm 6= jk для различных m, k ∈ {1, . . . , 2n}} .

Следствие 5. Справедливо равенство

S−2n(x1, . . . , x2n) =
∑

(j1...j2n)∈Bn

ε(j1...j2n)[xj1 , xj2 ][xj3 , xj4 ] · · · [xj2n−1 , xj2n ],

где ε(j1...j2n) = ±1 , а число слагаемых bn = (2n)!/2n .

Доказательство. Пусть (j1 . . . j2n) ∈ Bn ,

a0 = ∅, ak = {j2k−1, j2k}, ck ∈ I1
2n \

⋃k−1
i=0 ai, dk = (j2k−1j2k . . . j2n),

где k ∈ I1
n . Применяя n раз следствие 4 к многочлену S−2n(x1, . . . , x2n) , имеем

S−2n(x1, . . . , x2n) =
∑

j1<j2
(j1,j2∈c1)

∑
j3<j4

(j3,j4∈c2)

. . .
∑

j2n−1<j2n
(j2n−1,j2n∈cn)

sgn(αd1 . . . αdn)[xj1 , xj2 ]×

×[xj3 , xj4 ] · · · [xj2n−1 , xj2n ] =
∑

(j1...j2n)∈Bn

sgn (αd1 . . . αdn)[xj1 , xj2 ][xj3 , xj4 ] · · · [xj2n−1 , xj2n ].
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Остается заметить, что

bn = |Bn| = C2
2nC2

2(n−1) · · ·C2
2 =

(2n)!
2(2(n− 1))!

· (2(n− 1))!
2(2(n− 2))!

· 2
2 · 0!

=
(2n)!
2n

.

Следствие доказано.

Используя предыдущие обозначения, докажем следующее

Предложение 3. Пусть q = 1 , m, a ∈ I1
k−s . Тогда справедливы равенства

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
n∑

t
(1)
1 =1

· · ·
n∑

t
(m)
1 =1

(
(−1)t

(1)
1 −1 · · · (−1)t

(m)
1 −1

)
ê
x

(1)

t
(1)
1

· · ·x(m)

t
(m)
1

×

× Ckn−(s+m),e

(
x̄(m+1), . . . , x̄(k), x̄

(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(m)

t̂(m)

)
=

=
n∑

l
(k−s−a+1)
1 =1

· · ·
n∑

l
(k−s)
1 =1

(
(−1)n−l

(k−s−a+1)
1 · · · (−1)n−l

(k−s)
1

)
ê

Ckn−(s+a),e

(
x̄(1), . . . ,

x̄(k−s−a), x̄
(k−s−a+1)

l̂(k−s−a+1) , . . . , x̄
(k−s)

l̂(k−s) , x̄
(k−s+1), . . . , x̄(k)

)
x

(k−s−a+1)

l
(k−s−a+1)
1

· · ·x(k−s)

l
(k−s)
1

.

Доказательство. Начнем с доказательства левой части требуемого равен-
ства. Заметим, что

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
∑

t̄

Ft̄(x̄(1), . . . , x̄(k)),

где

Ft̄(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
∑

µt̄

∑

ω∈Sn,k−s−m

∑

ρ∈Sn−1,s

sgn µê sgn ωê sgn ρê x
(1)
µ1(1)

· · ·x(m)
µm(1)×

×
(

x
(m+1)
ωm+1(1)

· · ·x(k−s)
ωk−s(1)x

(k−s+1)
ρk−s+1(1)

· · ·x(k)
ρk(1)

(
n−1∏
r=2

x
(1)
µ1(r)

· · ·x(k)
ρk(r)

)
x

(1)
µ1(n) · · ·x

(k−s)
ωk−s(n)

)
,

Sn(t(u)) = {µu ∈ Sn |µu(1) = t
(u)
1 , µu{2, . . . , n} = d(u)}, u ∈ I1

m.

Нетрудно видеть, что для любого µu ∈ Sn(t(u)) верно равенство µu = πµuαt(u) ,
где

αt(u) =

(
1 2 . . . t

(u)
1 t

(u)
1 + 1 . . . n

t
(u)
1 1 . . . t

(u)
1 − 1 t

(u)
1 + 1 . . . n

)
,

πµu =

(
t
(u)
1 d

(u)
1 . . . d

(u)
n−1

t
(u)
1 µu(d(u)

1 ) . . . µu(d(u)
n−1)

)
.

Полагая Bn(d(u)) = {πu ∈ Sn |πu(t(u)
1 ) = t

(u)
1 } и замечая, что Bn(d(u)) ∼= Sn−1 ,

sgn αt(u) = (−1)t
(u)
1 −1 , получаем

Ft̄(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
(
(−1)t

(1)
1 −1 · · · (−1)t

(m)
1 −1

)
ê
· x(1)

t
(1)
1

· · ·x(m)

t
(m)
1

×

×
∑

ω∈Sn,k−s−m

∑

ρ∈Sn−1,s

∑

π∈Sn−1,m

sgnωê sgn ρê sgn πê×

×
(

n−1∏
r=1

x
(m+1)
ωm+1(r)

· · ·x(k−s)
ωk−s(r)x

(k−s+1)
ρk−s+1(r)

· · ·x(k)
ρk(r)x

(1)

d
(1)
π1(r)

· · ·x(m)

d
(m)
πm(r)

)
x

(m+1)
ωm+1(n) · · ·x

(k−s)
ωk−s(n) =

=
(
(−1)t

(1)
1 −1 · · · (−1)t

(m)
1 −1

)
ê
x

(1)

t
(1)
1

· · ·x(m)

t
(m)
1

Ckn−(s+m),e

(
x̄(m+1), . . . , x̄(k), x̄

(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(m)

t̂(m)

)
.
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Следовательно,

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
n∑

t
(1)
1 =1

· · ·
n∑

t
(m)
1 =1

(
(−1)t

(1)
1 −1 · · · (−1)t

(m)
1 −1

)
ê
x

(1)

t
(1)
1

· · ·x(m)

t
(m)
1

×

× Ckn−(s+m),e

(
x̄(m+1), . . . , x̄(k), x̄

(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(m)

t̂(m)

)
.

Докажем правую часть требуемого равенства. Заметим, что

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
∑

l̄

Gl̄(x̄
(1), . . . , x̄(k)),

где

Gl̄(x̄
(1), . . . , x̄(k)) =

∑

π∈Sn,k−s−a

∑

τ l̄

∑

ρ∈Sn−1,s

sgnπê sgn τê sgn ρê×

×
( (

n−1∏
r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(k−s−a)
πk−s−a(r)x

(k−s−a+1)
τk−s−a+1(r)

· · ·x(k−s)
τk−s(r)x

(k−s+1)
ρk−s+1(r)

· · ·x(k)
ρk(r)

)
×

× x
(1)
π1(n) · · ·x

(k−s−a)
πk−s−a(n)

)
x

(k−s−a+1)
τk−s−a+1(n) · · ·x

(k−s)
τk−s(n),

где Sn(l(v)) = {τv ∈ Sn | τv(n) = l
(v)
1 , τv(I1

n−1) = h(v)}, v ∈ Ik−s−a+1
k−s .

Нетрудно видеть, что для любого τv ∈ Sn(l(v)) справедливо равенство

τv = = δτvγl(v) ,

где

γl(v) =

(
1 . . . l

(v)
1 . . . n− 1 n

1 . . . l
(v)
1 + 1 . . . n l

(v)
1

)
,

δτv =

(
l
(v)
1 h

(v)
1 . . . h

(v)
n−1

l
(v)
1 τv(h(v)

1 ) . . . τv(h(v)
n−1)

)
).

Полагая Dn(h(v)) = {δv ∈ Sn | δv(l(v)
1 ) = l

(v)
1 } и учитывая соотношения

Dn(h(v)) ∼= Sn−1 , sgn γl(v) = (−1)n−l
(v)
1 , получаем

Gl̄(x̄
(1), . . . , x̄(k)) =

(
(−1)n−l

(k−s−a+1)
1 · · · (−1)n−l

(k−s)
1

)
ê
×

×
∑

π∈Sn,k−s−a

∑

δ∈Sn−1,a

∑

ρ∈Sn−1,s

sgnπê sgn δê sgn ρê×

×
( (

n−1∏
r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(k−s−a)
πk−s−a(r)x

(k−s−a+1)

h
(k−s−a+1)
δk−s−a+1(r)

· · ·x(k−s)

h
(k−s)
δk−s(r)

x
(k−s+1)
ρk−s+1(r)

· · ·x(k)
ρk(r)

)
×

× x
(1)
π1(n) · · ·x

(k−s−a)
πk−s−a(n)

)
x

(k−s−a+1)

l
(k−s−a+1)
1

· · ·x(k−s)

l
(k−s)
1

=

=
(
(−1)n−l

(k−s−a+1)
1 · · · (−1)n−l

(k−s)
1

)
ê
· Ckn−(s+a),e

(
x̄(1), . . . , x̄(k−s−a),

x̄
(k−s−a+1)

l̂(k−s−a+1) , . . . , x̄
(k−s)

l̂(k−s) , x̄
(k−s+1), . . . , x̄(k)

)
x

(k−s−a+1)

l
(k−s−a+1)
1

· · ·x(k−s)

l
(k−s)
1

.
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Следовательно,

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
n∑

l
(k−s−a+1)
1 =1

· · ·
n∑

l
(k−s)
1 =1

(
(−1)n−l

(k−s−a+1)
1 · · · (−1)n−l

(k−s)
1

)
ê
×

× Ckn−(s+a),e

(
x̄(1), . . . , x̄(k−s−a), x̄

(k−s−a+1)

l̂(k−s−a+1) , . . . , x̄
(k−s)

l̂(k−s) , x̄
(k−s+1), . . . , x̄(k)

)
×

× x
(k−s−a+1)

l
(k−s−a+1)
1

· · ·x(k−s)

l
(k−s)
1

.

Предложение доказано.

Следствие 6. Пусть m = a = k − s , charF 6= 2 . Тогда

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
1
2

n∑

t
(1)
1 =1

· · ·
n∑

t
(k−s)
1 =1

(
(−1)t

(1)
1 −1 · · · (−1)t

(k−s)
1 −1

)
ê
×

×
{

x
(1)

t
(1)
1

· · ·x(k−s)

t
(k−s)
1

· Ck(n−1),e

(
x̄(k−s+1), . . . , x̄(k), x̄

(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(k−s)

t̂(k−s)

)
+

+(−1)(n−1)[(k−s)−|I1
k−s∩e|]Ck(n−1),e

(
x̄

(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(k−s)

t̂(k−s) , x̄
(k−s+1), . . . , x̄(k)

)
x

(1)

t
(1)
1

· · ·x(k−s)

t
(k−s)
1

}
.

В частности, полагая s = 0 , k = 1 , e = ∅ , n = 2r и опуская у букв верхний
индекс (1) , получаем

S−n (x1, . . . , xn) =
1
2

n∑
t1=1

(−1)t1 [S−n−1(x1, . . . , xt̂1
, . . . , xn), xt1 ].

Пусть q ∈ I1
n−1 , m ∈ I1

s (s > 0) , t(u) = {t(u)
1 , . . . , t

(u)
q } – произвольное под-

множество I1
n , d(u) = I1

n \ t(u) = {d(u)
1 , . . . , d

(u)
n−q} (u ∈ I1

k−s) , l(v) = {l(v)
1 , . . . , l

(v)
q } –

какое-либо подмножество I1
n−1 , h(v) = I1

n−1\l(v) = {h(v)
1 , . . . , h

(v)
n−1−q} (v ∈ Ik−s+1

k−s+m) ,
b(a) = {b(a)

1 , . . . , b
(a)
q−1} (q>1) – какое-нибудь подмножество I1

n−1 , f (a) =I1
n−1 \ b(a) =

= {f (a)
1 , . . . , f

(a)
n−q} (a ∈ Ik−s+m+1

k ) . Напомним, что числа, входящие в рассматри-
ваемые множества, возрастают с увеличением нижнего индекса. Кроме того, мы
сохраняем смысл введенных выше обозначений. Тогда по аналогии с доказатель-
ством предложения 2 можно проверить, что справедливо

Предложение 4. Пусть n > 3 , 1 < q < n− 1 , m ∈ Is . Тогда

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
∑

t̄

∑

l̄

∑

b̄

sgnαt̄,ê sgn γl̄,ê sgn ηb̄,ê×

× Ckq−(s−m),e

(
x̄

(1)

d̂(1) , . . . , x̄
(k−s)

d̂(k−s) , x̄
(k−s+1)

ĥ(k−s+1) , . . . , x̄
(k−s+m)

ĥ(k−s+m) , x̄
(k−s+m+1)

f̂(k−s+m+1) , . . . , x̄
(k)

f̂(k)

)
×

× Ckp−m,e

(
x̄

(k−s+m+1)

b̂(k−s+m+1) , . . . , x̄
(k)

b̂(k) , x̄
(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(k−s)

t̂(k−s) , x̄
(k−s+1)

l̂(k−s+1) , . . . , x̄
(k−s+m)

l̂(k−s+m)

)
,

где
αt̄,ê = (αt(1) , . . . , αt(k−s))ê, γl̄,ê = (γl(k−s+1) , . . . , γl(k−s+m))ê,

ηb̄,ê = (ηb(k−s+m+1) , . . . , ηb(k))ê,

αt(u) =
(

1 . . . q q + 1 . . . q + p

t
(u)
1 . . . t

(u)
q d

(u)
1 . . . d

(u)
p

)
∈ Sn, u ∈ I1

k−s,
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γl(v) =
(

1 . . . q q + 1 . . . q + p− 1
l
(v)
1 . . . l

(v)
q h

(v)
1 . . . h

(v)
p−1

)
∈ Sn−1, v ∈ Ik−s+1

k−s+m,

ηb(a) =
(

1 . . . q − 1 q . . . q + p− 1
b
(a)
1 . . . b

(a)
q−1 f

(a)
1 . . . f

(a)
p

)
∈ Sn−1, a ∈ Ik−s+m+1

k .

Следствие 7. При m = s верно равенство

Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) =
∑

t̄

∑

l̄

sgnαt̄,ê sgn γl̄,ê×

× Ckq,e

(
x̄

(1)

d̂(1) , . . . , x̄
(k−s)

d̂(k−s) , x̄
(k−s+1)

ĥ(k−s+1) , . . . , x̄
(k)

ĥ(k)

)
×

× Ckp−s,e

(
x̄

(1)

t̂(1)
, . . . , x̄

(k−s)

t̂(k−s) , x̄
(k−s+1)

l̂(k−s+1) , . . . , x̄
(k)

l̂(k)

)
.

2. Некоторые соотношения между T -идеалами
кратных многочленов Капелли

Пусть X =
∞⋃

r=1
X(r) , где X(r) = {x(r)

n }n∈N , r = 1, 2, 3, . . . , – попарно непересека-

ющиеся счетные множества, {Ckn−s,e}T – T -идеал алгебры F{X} , порожденный
кратным многочленом Капелли Ckn−s,e(x̄(1), . . . , x̄(k)) . Далее, если e = ∅ , то вме-
сто Ckn−s,∅ будем писать Ckn−s . Заметим также, что C1·n = S−n (x̄(1)) , C1·n,{1} =
= S+

n (x̄(1)) .

Предложение 5. Для алгебры F{X} справедливы следующие утверждения:
1) Пусть s 6= 0 , r ∈ I0

s−1 , тогда {Ckn−s,e}T ⊇ {Ckn−r,e}T .
2) Пусть s = 0 , r ∈ I0

k−1 , тогда {Ckn,e}T ⊇ {Ck(n+1)−r,e}T .
3) Пусть m > n + 1 , r ∈ I1

k−1 , тогда {Ckn−s,e}T ⊇ {Ckm−r,e}T .

Доказательство этих утверждений следует из определения T -идеала и предло-
жения 3.

Следствие 8. Для алгебры F{X} справедливы следующие серии включений:
1) {[x(1)

1 , x
(1)
2 ]}T ⊇ {S−3 (x̄(1))}T ⊇ · · · ⊇ {S−n (x̄(1))}T ⊇ · · · ;

2) {〈x(1)
1 , x

(1)
2 〉}T ⊇ {S+

3 (x̄(1))}T ⊇ · · · ⊇ {S+
n (x̄(1))}T ⊇ · · · ,

где [x(1)
1 , x

(1)
2 ] = x

(1)
1 x

(1)
2 − x

(1)
2 x

(1)
1 , 〈x(1)

1 , x
(1)
2 〉 = x

(1)
1 x

(1)
2 + x

(1)
2 x

(1)
1 .

Следствие 9. Для любого натурального числа k > 1 и произвольного подмно-
жества e ⊆ I1

k для алгебры F{X} справедливы включения

{Ck·2−1,e}T ⊇ {Ck·2,e}T ⊇ {Ck·3−(k−1),e}T ⊇ · · · ⊇ {Ck·3−1,e}T ⊇ {Ck·3,e}T ⊇ · · ·

Теорема 1. Для алгебры F{X} справедливы следующие утверждения:
1) Пусть 1 ≤ l < k , a ⊆ I1

l , u ⊆ I l+1
k , e = a

⋃
u , k − l − |u| = 2c , тогда если

m = n , то {Clm,a}T ⊇ {Ckn,e}T , а если m < n , то {Clm,a}T ⊇ {Ckn−s,e}T .
2) Пусть 1 ≤ l < k , a ⊆ I1

l−1 (при l = 1 a = ∅), u ⊆ I l+1
k , e = a

⋃ {l} ⋃
u ,

k− l− |u| = 2c− 1 , тогда если m = n , то {Clm,a}T ⊇ {Ckn,e}T , а если m < n , то
{Clm,a}T ⊇ {Ckn−s,e}T .

Доказательство. Для эндоморфизма ϕl алгебры F{X} , определенного по
формуле

ϕl(x) =

{
x

(l)
j x

(l+1)
j · · ·x(k)

j , если x = x
(l)
j , j ∈ I1

m;

x, если x /∈ {x(l)
1 , . . . , x

(l)
m },
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справедливо равенство

ϕl(Clm,a(x̄(1), . . . , x̄(l))) =
∑

π∈Sm,l

sgnπâ ·
m∏

r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(l)
πl(r)

x
(l+1)
πl(r)

· · ·x(k)
πl(r)

.

Пусть σl+1, . . . , σk – произвольные элементы группы Sm , σ = (σl+1, . . . , σk) .
Определим эндоморфизм ζσ,u алгебры F{X} по формуле

ζσ,u(x) =





x
(v)
σv(j), если x = x

(v)
j , j ∈ I1

m−1, v ∈ I l+1
k ;

sgnσv,ûx
(v)
σv(m), если x = x

(v)
m , v ∈ I l+1

k ;

x, если x /∈ {x(l+1)
1 , . . . , x

(l+1)
m , . . . , x

(k)
m },

где sgn σv,û =

{
sgnσv при v /∈ u;
∅ при v ∈ u.

Тогда

∆ = ζσ,uϕl(Clm,a(x̄(1), . . . , x̄(l))) =
∑

π∈Sm,l

sgnπâ sgnσû×

×
m∏

r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(l)
πl(r)

x
(l+1)
σl+1πl(r)

· · ·x(k)
σkπl(r)

=

=
∑

π∈Sm,l−1

m!∑

i=1

sgn (π1 · · ·πl−1πi l)â sgnσû·
m∏

r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(l)
πi l(r)

x
(l+1)
σl+1πi l(r)

· · ·x(k)
σkπi l(r)

.

Полагая σv = πi vπ−1
i l , v ∈ I l+1

k , получаем, что

∆ =
∑

π∈Sm,l−1

m!∑

i=1

sgn (π1 · · ·πl−1πi l)â×

× sgn (πi l+1 · · ·πi k)û(sgnπi l)k−l−|u| ·
m∏

r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(l)
πi l(r)

x
(l+1)
πi l+1(r)

· · ·x(k)
πi k(r). (1)

Пусть k − l − |u| = 2c , тогда

ζσ,uϕl(Clm,a) =
∑

π∈Sm,l−1

m!∑

i=1

sgn (π1 · · ·πl−1πi l)âsgn (πi l+1 · · ·πi k)û×

×
m∏

r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(l)
πi l(r)

x
(l+1)
πi l+1(r)

· · ·x(k)
πi k(r).

Отсюда

∑

σl+1∈Sm

· · ·
∑

σk∈Sm

ζσ,uϕl(Clm,a) =
∑

πl+1∈Sm

· · ·
∑

πk∈Sm

∑

π∈Sm,l

sgn (π1 · · ·πl)â×

× sgn (πl+1 · · ·πk)û ·
m∏

r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(k)
πk(r) = Ckm,e(x̄(1), . . . , x̄(k)),

и значит, {Clm,a}T ⊇ {Ckm,e}T .
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Если m < n , то по следствию 9 {Ckm,e}T ⊇ {Ckn−s,e}T , отсюда вытекает, что
{Clm,a}T ⊇ {Ckn−s,e}T .

Пусть теперь k − l − |u| = 2c− 1 , l /∈ a , тогда равенство (1) примет вид

ζσ,uϕl(Clm,a) =
∑

π∈Sm,l−1

m!∑

i=1

sgn (π1 · · ·πl−1)â sgn πi l sgn(πi l+1 · · ·πi k)ûsgnπi l×

×
m∏

r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(l)
πi l(r)

x
(l+1)
πi l+1(r)

· · ·x(k)
πi k(r) =

∑

π∈Sm,l−1

m!∑

i=1

sgn (π1 · · ·πl−1)â×

× sgn(πi l+1 · · ·πi k)û ·
m∏

r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(l)
πi l(r)

x
(l+1)
πi l+1(r)

· · ·x(k)
πi k(r).

Отсюда

∑

σl+1∈Sm

· · ·
∑

σk∈Sm

ζσ,uϕl(Clm,a) =
∑

πl+1∈Sm

· · ·
∑

πk∈Sm

∑

π∈Sm,l

sgn (π1 · · ·πl−1)â×

× sgn (πl+1 · · ·πk)û ·
m∏

r=1

x
(1)
π1(r)

· · ·x(l)
πl(r)

x
(l+1)
πl+1(r)

· · ·x(k)
πk(r) =

= Ckm,a∪{l}∪u(x̄(1), . . . , x̄(k)) = Ckm,e,

и значит, {Clm,a}T ⊇ {Ckm,e}T .
Далее, если m < n , то по следствию 9 {Ckm,e}T ⊇ {Ckn−s,e}T , отсюда вытекает,

что {Clm,a}T ⊇ {Ckn−s,e}T . Теорема доказана.

Следствие 10. При любом натуральном n > 1 для алгебры F{X} справед-
ливы следующие серии включений:

1) {S−n }T ⊇ {C3n}T ⊇ {C5n}T ⊇ · · · ⊇ {C(2r+1)n}T ⊇ · · · ;
2) {S−n }T ⊇ {C2n,I1

1
}T ⊇ {C3n,I1

2
}T ⊇ · · · ⊇ {Ckn,I1

k−1
}T ⊇ · · · ;

3) {S−n }T ⊇ {C2n,{2}}T ⊇ {C3n,{2}∪{3}}T ⊇ · · · ⊇ {Ckn,I2
k
}T ⊇ · · ·

Доказательство. 1) В утверждении 1) теоремы 1 положим m = n , a = u =
= ∅ , c = 1 , l = 2r − 1 , r ∈ N , тогда k = l + 2 = 2r + 1 , и мы приходим к серии
включений 1) .

2) В утверждении 2) теоремы 1 положим m = n , l = 1 , a = u = ∅ , k = 2 ,
тогда {S−n }T ⊇ {C2n,{1}}T , затем полагаем l = 2 , a = {1} , u = ∅ , k = 3 , получаем
{C2n,{1}}T ⊇ {C3n,{1}∪{2}}T . Повторяя этот процесс, придем к включениям 2) .

3) В утверждении 1) теоремы 1 положим m = n , l = 1 , a = ∅ , k = 2 , u = {2} ,
c = 0 , тогда {S−n }T ⊇ {C2n,{2}}T , затем полагаем l = 2 , a = {2} , k = 3 , u = {3} ,
получаем {C2n,{2}}T ⊇ {C3n,{2}∪{3}}T . Повторяя этот процесс, придем к включе-
ниям 3) . Следствие доказано.

Следствие 11. При любом натуральном n > 1 для алгебры F{X} справед-
ливы следующие серии включений:

1) {C2n}T ⊇ · · · ⊇ {C(2r)n}T ⊇ · · · ;
2) {C2n}T ⊇ {C3n,{2}}T ⊇ {C4n,{2}∪{3}}T ⊇ · · · ⊇ {Ckn,I2

k−1)
}T ⊇ · · ·

Доказательство. 1) В утверждении 1) теоремы 1 положим m = n , a = u =
= ∅ , c = 1 , придем к включениям {C2n}T ⊇ {C4n}T ⊇ {C6n}T ⊇ · · · .

2) Полагая в утверждении 2) теоремы 1 m = n , l = 2 , a = ∅ , k = 3 , u = ∅ ,
получим {C2n}T ⊇ {C3n,{2}}T , затем полагаем l = 3 , a = {2} , k = 4 , u = ∅ ,
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получаем {C3n,{2}}T ⊇ {C4n,{2}∪{3}}T . Продолжая аналогичные рассуждения, по-
лучим последовательность

{C2n}T ⊇ {C3n,{2}}T ⊇ {C4n,{2}∪{3}}T ⊇ · · · ⊇ {Ckn,I2
k−1
}T ⊇ · · ·

Следствие доказано.

Предложение 6. При любом натуральном n > 1 для алгебры F{X} справед-
ливы следующие серии включений:

1) {S−n }T ⊇ {C2n}T ⊇ · · · ⊇ {C(2r)n}T ⊇ · · · ;
2) {S−n }T ⊇ {C2n}T ⊇ {C3n,{2}}T ⊇ {C4n,{2}∪{3}}T ⊇ · · · ⊇ {Ckn,I2

k−1
}T ⊇ · · ·

Доказательство. Включение {S−n }T ⊇ {C2n}T следует из теоремы Ченга [2],
остальное – из следствия 11. Предложение доказано.

Пусть A+
n = {π ∈ Sn | sgnπ = 1} , A−n = {τ ∈ Sn | sgn τ = −1} . Рассмотрим

четные квазимногочлены Капелли:

f2n(x̄(1), x̄(2)) =
∑

π∈A+
n

∑

τ∈A+
n

n∏
r=1

x
(1)
π(r)x

(2)
τ(r) −

∑

π∈A−n

∑

τ∈A−n

n∏
r=1

x
(1)
π(r)x

(2)
τ(r),

g2n(x̄(1), x̄(2)) =
∑

π∈A+
n

∑

τ∈A−n

n∏
r=1

x
(1)
π(r)x

(2)
τ(r) −

∑

π∈A−n

∑

τ∈A+
n

n∏
r=1

x
(1)
π(r)x

(2)
τ(r),

b2n(x̄(1), x̄(2)) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈A+
n

sgnπx
(1)
π(1)x

(2)
τ(1)x

(1)
π(2) · · ·x

(1)
π(n)x

(2)
τ(n),

h2n(x̄(1), x̄(2)) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈A−n

sgnπx
(1)
π(1)x

(2)
τ(1)x

(1)
π(2) · · ·x

(1)
π(n)x

(2)
τ(n),

a2n(x̄(1), x̄(2)) =
∑

π∈A+
n

∑

τ∈Sn

sgn τx
(1)
π(1)x

(2)
τ(1)x

(1)
π(2) · · ·x

(1)
π(n)x

(2)
τ(n),

c2n(x̄(1), x̄(2)) =
∑

π∈A−n

∑

τ∈Sn

sgn τx
(1)
π(1)x

(2)
τ(1)x

(1)
π(2) · · ·x

(1)
π(n)x

(2)
τ(n).

Стоит отметить, что квазимногочлены Капелли представляют интерес в связи
с задачей нахождения базиса Z2 -градуированных тождеств Z2 -градуированной
матричной алгебры M (m,k)(F ) . Основные свойства квазимногочленов Капелли
приведены в работах [7, 9]. Связь между введенными объектами устанавливает

Предложение 7. При любом натуральном n > 1 для алгебры F{X} справед-
ливы равенства:

1) f2n(x̄(1), x̄(2))− g2n(x̄(1), x̄(2)) = C2n,{1}(x̄(1), x̄(2)) ;
f2n(x̄(1), x̄(2)) + g2n(x̄(1), x̄(2)) = C2n,{2}(x̄(1), x̄(2)) ;

2) b2n(x̄(1), x̄(2))− h2n(x̄(1), x̄(2)) = C2n(x̄(1), x̄(2)) ;
b2n(x̄(1), x̄(2)) + h2n(x̄(1), x̄(2)) = C2n,{2}(x̄(1), x̄(2)) ;

3) a2n(x̄(1), x̄(2))− c2n(x̄(1), x̄(2)) = C2n(x̄(1), x̄(2)) ;
a2n(x̄(1), x̄(2)) + c2n(x̄(1), x̄(2)) = C2n,{1}(x̄(1), x̄(2)) ;

4) b2n(x̄(1), x̄(2))− a2n(x̄(1), x̄(2)) = g2n(x̄(1), x̄(2)) ;
h2n(x̄(1), x̄(2)) + a2n(x̄(1), x̄(2)) = f2n(x̄(1), x̄(2)) ;

5) h2n(x̄(1), x̄(2))− c2n(x̄(1), x̄(2)) = g2n(x̄(1), x̄(2)) ;
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b2n(x̄(1), x̄(2)) + c2n(x̄(1), x̄(2)) = f2n(x̄(1), x̄(2)) ;
6) если charF 6= 2 , то 2b2n(x̄(1), x̄(2)) = C2n,{2}(x̄(1), x̄(2)) + C2n(x̄(1), x̄(2)) ;

2h2n(x̄(1), x̄(2)) = C2n,{2}(x̄(1), x̄(2))− C2n(x̄(1), x̄(2)) ;

7) если charF 6= 2 , то 2a2n(x̄(1), x̄(2)) = C2n,{1}(x̄(1), x̄(2)) + C2n(x̄(1), x̄(2)) ;
2c2n(x̄(1), x̄(2)) = C2n,{1}(x̄(1), x̄(2))− C2n(x̄(1), x̄(2)) .

Доказательство. Проведем доказательство для первого равенства, по-
скольку для остальных оно аналогично. Итак,

C2n,{1}(x̄(1), x̄(2)) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈Sn

sgn τ

n∏
r=1

x
(1)
π(r)x

(2)
τ(r) =

=
∑

π∈A+
n

∑

τ∈A+
n

n∏
r=1

x
(1)
π(r)x

(2)
τ(r) −

∑

π∈A−n

∑

τ∈A−n

n∏
r=1

x
(1)
π(r)x

(2)
τ(r)−

−

 ∑

π∈A+
n

∑

τ∈A−n

n∏
r=1

x
(1)
π(r)x

(2)
τ(r) −

∑

π∈A−n

∑

τ∈A+
n

n∏
r=1

x
(1)
π(r)x

(2)
τ(r)


 =

= f2n(x̄(1), x̄(2))− g2n(x̄(1), x̄(2)).

Предложение доказано.

Предложение 8. Пусть charF 6= 2 . Тогда при любом натуральном n > 1
для алгебры F{X} справедливы включения: {S−n }T ⊇ {f2n}T ; {S−n }T ⊇ {g2n}T ;
{S−n }T ⊇ {b2n}T ; {S−n }T ⊇ {h2n}T ; {S−n }T ⊇ {a2n}T ; {S−n }T ⊇ {c2n}T .

Доказательство. Проведем доказательство для первых двух включений,
так как для остальных оно аналогично. В силу следствия 10 {S−n }T ⊇ {C2n,{1}}T ,
{S−n }T ⊇ {C2n,{2}}T . Отсюда и из утверждения 1) предложения 7 получаем, что
{S−n }T ⊇ {f2n − g2n}T , {S−n }T ⊇ {f2n + g2n}T . Из этих включений и из того,
что charF 6= 2 , вытекает, что {S−n }T ⊇ {f2n}T , {S−n }T ⊇ {g2n}T . Предложение
доказано.

Предложение 9. Пусть e = ∅ либо e = {2} . Тогда при любом натуральном
n > 1 для алгебры F{X} справедливы включения:

{K2n−1}T ⊇ {C2n−1,e}T ⊇ {C2n,e}T ⊇ {C2(n+1)−1,e}T ⊇ {C2(n+1),e}T ⊇ · · ·

Доказательство. Пусть τ – произвольный элемент группы Sn . Определим
эндоморфизм ξτ,e алгебры F{X} по формуле

ξτ,e(x) =





x
(2)
τ(j), если x = x

(2)
j , j ∈ I1

n−2 (при n > 2);

sgn τê x
(2)
τ(n−1), если x = x

(2)
n−1;

x, если x /∈ {x(2)
1 , . . . , x

(2)
n−1},

где sgn τê =

{
sgn τ, если e = ∅,
∅, если e 6= ∅. Тогда

ξτ,e(K2n−1) =
∑

π∈Sn

sgnπ sgn τê x
(1)
π(1)x

(2)
τ(1)x

(1)
π(2) · · ·x

(2)
τ(n−1)x

(1)
π(n).
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Отсюда
∑

τ∈Sn−1

∑

π∈Sn

sgnπ sgn τê x
(1)
π(1)x

(2)
τ(1)x

(1)
π(2) · · ·x

(2)
τ(n−1)x

(1)
π(n) = C2n−1,e(x̄(1), x̄(2)) .

Следовательно, {K2n−1}T ⊇ {C2n−1,e}T . Остается заметить, что оставшаяся часть
включений вытекает из следствия 9. Предложение доказано.

Замечание 1. По аналогии с предложениями 2 и 3 можно доказать, что для
любого 1 ≤ q ≤ n− 1 справедливо равенство

K2n−1(x̄(1), x̄(2)) =
∑

t1<...<tq

sgnαt K2q−1(x
(1)
t1 , . . . ,

x
(1)
tq

, x
(2)
1 , . . . , x

(2)
q−1) · x(2)

q ×
×K2(n−q)−1(x

(1)
d1

, . . . , x
(1)
dn−q

, x
(2)
q+1, . . . , x

(2)
n−1).

Отсюда следует, что {K2·2−1}T ⊇ {K2·2}T ⊇ {K2·3−1}T ⊇ {K2·3}T ⊇ · · · , где
K2·2−1 = C2·2−1 = x

(1)
1 x

(2)
1 x

(1)
2 − x

(1)
2 x

(2)
1 x

(1)
1 .

Замечание 2. Кемер показал [10], что для некоторого числа m(n) справедливо
включение {S−n }T ⊇ {K2m−1}T .

Пусть A – произвольная ассоциативная алгебра над F , Mm(F ) – матричная
алгебра с элементами из поля F , T [A] – идеал тождеств A в алгебре F{X} .

Замечание 3. Применяя полученные выше результаты к алгебрам со стан-
дартным тождеством S−m , для любого n ≥ m будем иметь следующие цепочки
включений

1) T [A] ⊇ {S−n }T ⊇ {C3n}T ⊇ {C5n}T ⊇ · · · ⊇ {C(2r+1)n}T ⊇ · · · ;
2) T [A] ⊇ {S−n }T ⊇ {C2n,I1

1
}T ⊇ {C3n,I1

2
}T ⊇ · · · ⊇ {Ckn,I1

k−1
}T ⊇ · · · ;

3) T [A] ⊇ {S−n }T ⊇ {C2n,{2}}T ⊇ {C3n,{2}∪{3}}T ⊇ · · · ⊇ {Ckn,I2
k
}T ⊇ · · · ;

4) T [A] ⊇ {S−n }T ⊇ {C2n}T ⊇ {C4n}T ⊇ · · · ⊇ {C(2r)n}T ⊇ · · · ;
5) T [A]⊇{S−n }T ⊇{C2n}T ⊇{C3n,{2}}T ⊇{C4n,{2}∪{3}}T ⊇· · ·⊇ {Ckn,I2

k−1
}T⊇· · · ;

6) T [A] ⊇ {S−n }T ⊇ {f2n}T , T [A] ⊇ {S−n }T ⊇ {g2n}T ,
T [A] ⊇ {S−n }T ⊇ {b2n}T , T [A] ⊇ {S−n }T ⊇ {h2n}T , T [A] ⊇ {S−n }T ⊇ {a2n}T ,
T [A] ⊇ {S−n }T ⊇ {c2n}T при условии, что charF 6= 2 .

В частности, если A = Mm(F ) , то в силу теоремы Амицура –Левицкого [11]
цепочки включений будут выполняться при любом n ≥ 2m .

Замечание 4. Пусть N(k, m) означает наименьшее n ∈ N , при котором
{Ckn}T ⊆ T [Mm(F )] . В работах [4, 5] показано, что N(k, m) = 2m . Отметим,
что случай k = 2 был впервые исследован Ченгом [2] (см. также [3, 6, 12]). Анало-
гичную задачу можно рассмотреть и для многочленов f2n, g2n, b2n, h2n, a2n, c2n .

Предложение 10. Наименьшее n ∈ N , при котором каждый из квазимного-
членов Капелли f2n, g2n, b2n, h2n, a2n, c2n ∈ T [Mm(F )] , равно 2m .

Доказательство. Проведем доказательство для многочлена f2n , поскольку
для остальных оно аналогично. Пусть charF 6= 2 , и d(m,F ) означает наименьшее
n ∈ N , при котором f2n ∈ T [Mm(F )] . Тогда из утверждения 6) замечания 3 выте-
кает, что d(m,F ) ≤ 2m , а из теоремы 4 работы [8] следует, что d(m, F ) > 2m− 1 .
Отсюда d(m,F ) = 2m . Так как коэффициенты многочлена f2n равны ±1 , то огра-
ничение charF 6= 2 для матричной алгебры Mm(F ) становится несущественным,
и его можно снять. Предложение доказано.
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Abstract

This paper deals with the class of Capelli polynomials in free associative algebra F{Z}
(where F is an arbitrary field, Z is a countable set) generalizing the construction of multiple
Capelli polynomials. The fundamental properties of the introduced Capelli polynomials are
provided. In particular, decomposition of the Capelli polynomials by means of the same type
of polynomials is shown. Furthermore, some relations between their T -ideals are revealed.
A connection between double Capelli polynomials and Capelli quasi-polynomials is established.

Keywords: matrix algebra, Capelli polynomial, polynomial identity, free associative
algebra, symmetric group, standard polynomial, T -ideal
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