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 О КАТЕГОРИИ ПРОНИЛЬПОТЕНТНЫХ АЛГЕБР ЛИ 

Вводятся основы категории топологических нильпотентно аппроксимируемых алгебр 
Ли над полем, а также ее подкатегории пронильпотентных алгебр Ли над полем, изу-
чаются свойства объектов этих категорий. Приведено конструктивное построение 
свободного объекта в категории пронильпотентных алгебр Ли над полем. А.И. Шир-
шов ввел конструкцию свободного произведения алгебр Ли [13], мы строим аналог 
этой конструкции в категории пронильпотентных алгебр Ли над полем. 
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Введение 
Основные сведения по структуре свободных алгебр Ли и их свободных 

произведений смотреть в работах [7; 8; 14–17]. Основная цель статьи – вве-
дение основ категории топологических нильпотентно аппроксимируемых
алгебр Ли над полем k. Для этого на абстрактной алгебре Ли A над k фик-
сируется нильпотентно аппроксимирующее семейство идеалов алгебры A, 
индексированных элементами индуктивного частично упорядоченного
множества I. Заданное таким образом аппроксимирующее семейство опре-
деляет такую топологию на A, что лиевы операции на этой алгебре стано-
вятся непрерывными, следовательно, A становится топологической алгеб-
рой Ли. Топологии, определенные указанным выше способом, далее будем
называть пронильпотентными. В пункте 1 приводятся некоторые свойства 
алгебр этой категории, объектами которой являются топологические алгеб-
ры Ли с пронильпотентной топологией, а морфизмами – непрерывные го-
моморфизмы между ними. 

Далее в определенной таким образом категории выделяется подкате-
гория алгебр Ли над k, представимых в виде обратного предела нильпо-
тентных алгебр Ли над k. Топологические алгебры Ли над полем, полные в 
топологии обратного предела, называются пронильпотентными алгебрами 
Ли над k. В этой подкатегории определяется понятие свободного объекта
и приводится его конструктивное построение. 

Заключительный раздел посвящен построению свободного прониль-
потентного произведения в категории пронильпотентных алгебр Ли над 
полем. Если на свободном произведении алгебр Ли задать специальным 
образом аппроксимирующее семейство идеалов, то предельный объект в 
топологии обратного предела будет свободным пронильпотентным произ-
ведением в категории пронильпотентных алгебр Ли над полем. Основны-
ми результатами, на которые опирается наше исследование, являются 
теорема А.И. Мальцева [4] о том, что свободное произведение нильпо-
тентно аппроксимируемых алгебр Ли является нильпотентно аппрокси-
мируемой алгеброй Ли, и теорема Г.П. Кукина [6] о строении порождаю-
щих декартовой подалгебры свободного произведения алгебр Ли над по-
лем, которая является свободной алгеброй Ли. 

Отметим, что в работах [11; 12] рассматривается более узкая катего-
рия пронильпотентных алгебр Ли над полем, ибо в них топология опреде-
ляется жестко фиксированным множеством аппроксимирующих идеалов 
– множеством членов нижнего центрального ряда алгебры Ли над k. 

Кроме этих работ, существует еще несколько публикаций, касающих-
ся пронильпотентных алгебр Ли над полем, где рассматриваются отдель-
ные элементы категории пронильпотентых алгебр Ли над полем без опре-
деления данной категории (см., напр.: [5; 10]). 
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Известная теорема Столлингса – Суона [2] 
утверждает, что абстрактная группа имеет 
когомологическую размерность 1 тогда и 
только тогда, когда она свободна. Отметим, 
что в классе алгебр Ли над полем этот во-
прос остается открытым. В работе [12] фор-
мулируется (без доказательства) аналогич-
ная теорема в категории пронильпотентных 
алгебр Ли. Для проведения полного доказа-
тельства теоремы (если она верна) необхо-
димо построение теории когомологий в рас-
сматриваемой категории алгебр Ли, что вы-
ходит за рамки нашего исследования, так 
что формулировка этого результата в работе 
[12] – поспешное решение. 

1. Нильпотентно аппроксимируемые 
алгебры Ли 

Определение 1.1. Пусть A – алгебра Ли 
над полем k. Говорят, что алгебра A аппрок-
симируется нильпотентными алгебрами, 
если для любого ненулевого элемента Aa ∈  
существует гомоморфизм BAa →:ϕ  алгеб-
ры A в нильпотентную алгебру Ли над k та-
кой, что 0≠aϕ  в B.  

Введем следующие обозначения для ис-
пользуемых ниже категорий алгебр Ли: 

• NA∈  означает, что алгебра A есть 
нильпотентная алгебра Ли; 

• NsA Re∈ означает, что алгебра A ап-
проксимируется нильпотентными алгебрами 
Ли. 

Предложение 1.2. Для алгебры Ли A 
над полем k следующие условия эквива-
лентны: 

1) алгебра NsA Re∈ , т. е. A аппрокси-
мируется нильпотентными алгебрами Ли; 

2) алгебра A вкладывается в декартово 
произведение нильпотентных алгебр Ли; 

3) пересечение всех членов нижнего 
центрального ряда алгебры A равно нулю. 

Доказательство стандартно. 
2. Обратные спектры и обратные 

пределы 
Определение 2.1. Пусть I – индуктив-

ное множество индексов, }|{ IiAi ∈  – сис-
тема алгебр Ли над некоторым полем k. 
Предположим, что для любой пары индек-
сов , ,i j I∈  таких, что ,i j≤ , задан гомо-

морфизм ij
j

i AA →:ϕ , удовлетворяющий 

следующим условиям: 
1) i

iϕ есть тождественное отображение 

алгебры iA  для любого Ii ∈ ; 

2) для любой тройки индексов Ikji ∈,, , 
таких, что ,i j k≤ ≤  имеет место 

k
i

k
j

j
i ϕϕϕ =D . 

Тогда систему });(;{ j
ii IiAI ϕ∈  называ-

ют обратным (проективным) спектром сис-
темы }|{ IiAi ∈ . 

Определение 2.2. Обратным (проек-
тивным) пределом ∗A  обратного спектра 

});(;{ j
ii IiAI ϕ∈  называется подмножество 

прямого произведения ∏
∈

____

Ii
iA , состоящее из 

всех таких элементов ,...),...,(..., ji aaa = , 

называемых нитями, что для любой пары 
индексов , ,i j I∈  таких, что ,i j≤  имеет ме-

сто ij
j

i aa =)(ϕ . 

Определение 2.3. Пусть I – индуктив-
ное множество индексов, }|{ IiAi ∈  – сис-
тема топологических алгебр Ли над некото-
рым полем k. Тогда });(;{ j

ii IiAI ϕ∈  – про-
ективная система топологических алгебр 
Ли, если: 

1) });(;{ j
ii IiAI ϕ∈  – проективная сис-

тема алгебр Ли; 
2) все j

iϕ  непрерывны. 
Определение 2.4. Пусть задана проек-

тивная система });(;{ j
ii IiAI ϕ∈  топологи-

ческих алгебр Ли над полем k, ∗A  – под-
множество прямого произведения, являю-
щееся обратным пределом этой системы. 
Топологическую алгебру ∗A  с топологией, 
индуцированной топологией произведения 

на 
____

,i
i I

A
∈
∏  будем называть обратным преде-

лом проективной системы { ; ( ); }ji iI A i I ϕ∈  
топологических алгебр Ли. 

Нетрудно проверить, что ∗A  является 

замкнутой подалгеброй в 
____

.i
i I

A
∈
∏  

3. Алгебры Ли с пронильпотентной 
топологией  

Пусть алгебра Re ,A s N∈  при этом на A 

задана фильтрация { | }A iF A i I= ∈  – система 
идеалов алгебры A, индексированная неко-
торым индуктивным множеством индексов 
I, таким, что выполнены следующие усло-
вия: 

• Ii ∈∀ алгебра / ;iA A N∈ ; 
• ,i j I∀ ∈  найдется такой индекс 

( , ),k I i k j k∈ ≤ ≤  что ;i j kA A A⊇∩  

• 0.i
i I

A
∈

=∩ . 

Тогда алгебру A можно рассмотреть как 
топологическую, определив базис окрестно-
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стей нуля системой { | }.iA i I∈  Для ненулево-
го элемента a A∈  базисом его окрестностей 
служат классы ( ),ia A+  где .i I∈  Нетрудно 
проверить, что все операции на алгебре A 
непрерывны в рассмотренной топологии. 

Определение 3.1. Топологию, базис ок-
рестностей нуля которой определен с помо-
щью некоторой фильтрации { | },A iF A i I= ∈  
будем называть пронильпотентной и обо-
значать ( ).AFτ  

Легко проверить, что для алгебры 
NsA Re∈  с фильтрацией AF  система 

}|/{ IiAA i ∈  является обратным топологи-

ческим спектром, если положить ,i j∀ ∈  

( ) : / /j
i j iI i j A A A Aϕ∈ ≤ →  – каноническое 

отображение. Обозначим обратный предел 
построенного спектра через , .

AFA∗  

Таким образом, фильтрация, заданная 
на алгебре A, определяет обратный предел 
обратного спектра топологических алгебр 
Ли, который является пополнением алгебры 
A в пронильпотентной топологии. 

Теорема 3.2. Для топологической ал-
гебры 

AFA ,∗ , построенной выше, выполнены 

следующие условия: 
1) существует каноническое вложение 

AFAAi ,: ∗→ ; 

2) )(Ai  является всюду плотным под-

множеством в 
AFA ,∗ ; 

3) каноническое вложение i является 
непрерывным отображением топологиче-

ской алгебры τ,A  в )(,, AF FA
A

τ∗ . 

Доказательство. 
1. Поставим элементу Aa ∈  в соответ-

ствие нить 
____

(..., ,..., ,...) ,i j i
i I

a a A
∈

∈∏  такую, что 

i I∀ ∈  выполнено условие ( )i ia aϕ=  и при 
,i j I∈  таких, что ji ≤ , верно, что 

( ) .j
i j ia aϕ =  

Согласованность элементов нити обес-
печивается коммутативностью диаграммы 

j

j
ii

i

A
ji

AA i

)( ≤↵↓

⎯→⎯

ϕϕ

ϕ

.  

Если для каждого Aa ∈  положить 
),...)(),...,((...,)( aaai ji ϕϕ= , то получим ис-

комое вложение. 
2. Покажем, что )(Ai  плотно в , .

AFA∗  

Пусть iϕ  – каноническое отображение 
AFA ,∗  

на iAA / , т. е. iϕ  – ограничение проекции 

____

: / / ( )i i i
i I

pr A A A A i I
∈

→ ∈∏  на , ,
AFA∗  тогда 

i i iψ ϕ= D  есть каноническое отображение 

алгебры A на iAA / . Хорошо известно, что 
для любого непустого открытого множества 

, AFU A∗⊂  существует индекс Ii ∈  и непус-

тое открытое множество / ,i iU A A⊂  такие, 

что UUii ⊂− )(1ψ  [3]. Тогда 1 1( ) ( ),i ii U Uϕ− −⊃  

причем )(1 Ui−  не пусто, т. е. пересечение 

UAi ∩)( не пусто. Мы получили, что для 
любого непустого открытого подмножества 
в 

AFA ,∗  пересечение его с )(Ai  не пусто, 

следовтельно, )(Ai  плотно в , .
AFA∗  

3. Базу окрестностей нуля на алгебре 

AFA ,∗  можно задать так: 1
, {0},

Ai F iV A pr−
∗= ∩  

где 
____

: / / ( )i i i
i I

pr A A A A i I
∈

→ ∈∏  – непрерыв-

ный канонический гомоморфизм. Тогда 
очевидно, что 

AFAAi ,: ∗→  есть непрерыв-

ное отображение топологических алгебр Ли. 
Теорема 3.3. Пусть NsBA Re, ∈ , при-

чем )(,,)(, BA FBFA ττ  – топологические 
алгебры, на которых топологии заданы с 
помощью фильтраций BA FF ,  соответствен-
но, при этом фильтрации индексированы 
одним и тем же множеством индексов. То-
гда непрерывное отображение :f A B→  
продолжается до непрерывного гомомор-
физма , ,: .

A BF Ff A B∗ ∗ ∗→   
Доказательство. Заданная на алгебре 

A фильтрация AF  определяет обратный то-

пологический спектр });(/;{ j
ii IiAAI ϕ∈ , 

где для любых , ,i j I∈  таких, что ji ≤ , ото-

бражение ij
j

i AAAA //: →ϕ  – каноничес-

кий гомоморфизм. Если обратный тополо-
гический спектр { ; ( ); },j

i iI B i I ψ∈  где 

: / / ,j
i j iB B B Bψ →  имеет то же множество 

индексов I, то можно определить гомомор-
физм обратных спектров с помощью системы 
гомоморфизмов : / / ,i i if A A B B→  индуциро-
ванный заданным отображением : .f A B→  

Система гомоморфизмов }|{ Iifi ∈  такова, 
что диаграмма 

jj

ij

ij

BBBB

jiff

AAAA

j
i

j
i

//

)(

//

⎯→⎯

≤↓↓

⎯→⎯

ψ

ϕ
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коммутативна, поэтому гомоморфизмы 

}|{ Iifi ∈  индуцируют предельный гомо-

морфизм 
____ ____

: / / .i i
i I i I

f A A B B
∈ ∈

→∏ ∏�  В силу 

коммутативности диаграмм (см. выше) об-
раз элемента 

AFi Aaa ,,...)(..., ∗∈=  при гомо-

морфизме f~  содержится в , .
BFB∗  

Определим ∗f  как ограничение f~  на , ,
AFA∗  

тогда ( ) ( ) ( ),i i i i if a f a f aϕ ψ ∗= =D D  где iϕ  – 
ограничение проекции 

____

: / / ( )i i i
i I

pr A A A A i I
∈

→ ∈∏  на , ,
AFA∗  iψ  – ог-

раничение проекции 
____

: / / ( )i i i
i I

pr B B B B i I
∈

→ ∈∏  на , ,
BFB∗  что 

обеспечивает коммутативность диаграммы 

,

,

/

.
/

A

B

F i

i

F i

A A A

f f
B B B

∗

∗

∗

→

↓ ↓

→

  

4. Пронильпотентные алгебры Ли 
над полем 

4.1. Определение пронильпотентной 
алгебры Ли  

Определение 4.1.1. Пусть { ; ( ); }ji iI B i I ψ∈  
– обратный топологический спектр нильпо-
тентных алгебр Ли над полем k. Тогда топо-
логическая алгебра Ли B, являющаяся об-
ратным пределом спектра });(;{ j

ii IiBI ψ∈ , 
называется пронильпотентной алгеброй Ли 
над k. 

Введем следующее: A pro N∈ −  означа-
ет, что алгебра A есть пронильпотентная 
алгебра Ли. 

4.2. Топологический линейный базис 
пронильпотентной алгебры Ли 

Определение 4.2.1. Пусть A – прониль-
потентная алгебра Ли над полем k. Тогда 
множество AB ⊂  называется топологиче-
ским линейным базисом для A, если выпол-
нены следующие условия: 

1) ,A lin B=  т. е. замыкание линейной 
оболочки множества B совпадает с A; 

2) для любого элемента Bb∈  верно, что 

{ \ } .lin B b A≠  
Пусть A – пронильпотентная алгебра Ли 

над полем k, тогда ее можно представить 
как обратный предел обратного топологиче-
ского спектра });(;{ j

ii IiAI ϕ∈  топологиче-
ских нильпотентных алгебр Ли над k. 

Для каждого Ii ∈  выберем линей- 
ный базис iB  алгебры .iA  Пусть 

{ | , }i i iZ a i I Mα α= ∈ ∈  – множество элемен-
тов алгебры ,A  являющихся ненулевыми 

прообразами элементов множества iB при 

гомоморфизме : .i iA Aϕ →  При этом прооб-
разы выберем так, чтобы выполнялось сле-
дующее условие: для всякой пары индексов 
, ,i j I∈  таких, что ,i j≤  верно, что 

).( αα ϕ j
j

ii aa =  И пусть теперь .∪
Ii

iZZ
∈

=  

Любой ненулевой элемент Af ∈  един-
ственным образом записывается в виде 

),,( iii
Ii M

ii Zakaf
i

∈∈= ∑ ∑
∈ ∈

αα

α

αα λλ  где для 

каждого Ii ∈  множество ненулевых коэф-

фициентов αλi  конечно или пусто, поэтому 

множество ,Z  построенное выше, естест-
венно назвать топологическим линейным 
базисом для пронильпотентной алгебры .A  

4.3. Конструкция свободной про-
нильпотентной алгебры Ли над полем 

Напомним основные определения и ре-
зультаты теории алгебр Ли, необходимые 
для дальнейшего. 

Пусть }{ αxX =  – некоторое множество 
символов, где α  пробегает какое-то непус-
тое множество индексов .L  

Определение 4.3.1. Слова длины 1, т. е. 
элементы множества ,X  назовем правиль-
ными словами и произвольно упорядочим. 
Считая, что правильные слова, длины кото-
рых меньше ,1, >nn  уже определены и 
упорядочены, назовем слово s  длины n  
правильным, если выполнены следующие 
условия: 

1) ,uvs =  где vu,  – правильные слова, 
причем ;vu >  

2) если ,21uuu =  то .2 vu ≤  
Определенные таким образом правиль-

ные слова длины n  произвольно упорядо-
чим и положим, что они больше правильных 
слов меньшей длины. 

Лемма 4.3.2 [1]. В каждом правильном 
ассоциативном слове одним и только одним 
способом можно расставить скобки так, 
чтобы получившееся при этом неассоциа-
тивное слово было правильным. 

Теорема 4.3.3 [13]. Пусть ][XFF =  
свободная алгебра Ли над произвольным 
полем k  с множеством свободных порож-
дающих .X  Тогда правильные (неассоциа-
тивные) слова в алфавите X  составляют 
линейную базу алгебры .F  

Согласно этой теореме, любой элемент 
)0( ≠∈ fFf  единственным образом мож-

но представить в виде линейной комбина-
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ции правильных неассоциативных слов, 

т. е. ∑
=

=
n

i
iisf

1
,γ  где iii sk ),0( ≠∈ γγ  – раз-

личные правильные слова. 
Пусть ][XFF =  – свободная алгебра Ли 

над полем ,k  )(Fnγ  – n -й член нижнего 

центрального ряда алгебры [ ].F F X=  Тогда 

/ ( )nF Fγ  есть свободная нильпотентная 

ступени )1( −n  алгебра Ли (с множеством 

свободных порождающих X ). Пусть 

1: / ( ) / ( )n n nF F F Fϕ γ γ+ →  – естественные 

эпиморфизмы 1/ ( )nF Fγ +  на / ( ).nF Fγ  Лю-

бой элемент / ( )nf F Fγ∈  единственным 
образом записывается в виде линейной 
комбинации правильных слов (в упорядо-
ченном алфавите X ), длина которых не 
превосходит .n  

Элемент )0( ≠ff  пронильпотентной 

алгебры ],[XFF ∗∗ =  которая является об-
ратным пределом обратного спектра 

},);()(/;{ nn nFF ϕγ Ν∈Ν  единственным 

образом записывается в виде ,∑
Ν∈m

mf  где mf  

– линейная комбинация правильных слов 
длины m  в алфавите .X  

Определение 4.3.4. Пусть ∗F  – про-

нильпотентная алгебра Ли над полем ,k  

,∗⊂ FX ∗→ FXi :  – вложение множества 

X  в алгебру ∗F . Тогда ∗F  называется сво-
бодной пронильпотентной алгеброй Ли с 
множеством X  свободных топологических 
порождающих, если выполнены следующие 
условия: 

1) множество )(Xi  является множест-
вом топологических порождающих алгебры 

∗F ; 
2) для любой пронильпотентной алгебры 

Ли ∗B  и отображения ∗→ BX:ψ  существу-

ет непрерывный гомоморфизм : ,F Bθ ∗ ∗→  

такой, что диаграмма 

∗

∗

↵↓

⎯→⎯

B

FX i

θψ  комму-

тативна. 
Теорема 4.3.5. Построенная выше ал-

гебра ][XFF ∗∗ =  является свободной про-

нильпотентной алгеброй Ли (над k ) с мно-
жеством свободных топологических порож-
дающих .X  

Доказательство. Проверим, что ал-
гебра ∗F , построенная выше, удовлетворяет 

условиям определения 2.2.1. Напомним, что 
lim [ ]/ ( ),nF F X FγΝ∗ = HJJJ  где [ ]F F X=  – сво-

бодная алгебра Ли над полем k  с множест-
вом X  свободных порождающих, а тополо-
гия на ][XF  задается с помощью фильтра-
ции, определенной членами нижнего цен-
трального ряда. 

Пусть ∗→ FXi :  – отображение множе-

ства X  в алгебру ∗F , при этом )(Xi  можно 
считать множеством топологических поро-
ждающих алгебры ∗F . 

Пусть ∗B  – произвольная пронильпо-

тентная алгебра Ли над полем k  и 

∗→ BX:ψ  – отображение множества X  в 

алгебру ∗B . Покажем, что существует един-
ственный непрерывный гомоморфизм 

: ,F Bθ ∗ ∗→  такой, что диаграмма 

∗

∗

↵↓

⎯→⎯

B

FX i

θψ  коммутативна. 

Так как множество )(Xψ  является 
множеством топологических порождающих 

алгебры ,∗B  т. е. ,)(XB ψ=∗  то построим 

алгебру .)(XB ψ=  Поскольку пронильпо-

тентную алгебру Ли можно представить в 
виде обратного предела спектра 

});(/;{ j
ii IiBBI ϕ∈  для некоторой фильт-

рации },|{ IiBF iB ∈=  то ./lim iI BBB =∗  

Далее, для любого индекса Ii ∈  найдет-
ся такое натуральное число ,)( Ν∈in  что 

).()( BB ini γ⊇  Для каждого Ii ∈  выберем 

),(in  максимальное с этим свойством. Рас-

смотрим на алгебре B  фильтрацию ),(ΝBF  
заданную членами нижнего центрального 
ряда, и обозначим пополнение алгебры B  в 
топологии, заданной с помощью этой 
фильтрации, через ).(Ν∗B  

Так как по построению алгебра F  сво-
бодна, то найдется единственный гомомор-
физм ,][: BXF →δ  определяющий для лю-
бого Ν∈n  естественные отображения 

).(/)(/][: BBFXF nnn γγδ →  Согласно тео-
реме 3.3, существует непрерывный гомо-
морфизм ),(][: Ν→ ∗∗∗ BXFδ  индуцируемый 

отображениями .nδ  
Покажем существование непрерывного 

гомоморфизма .)(: ∗∗ →Ν BBη  Поскольку 

для каждого Ii ∈  можно выбрать индекс 
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)( in  так, как описано выше, то построим 

отображения iinin BBBB /)(/: )()( →γη . Мно-

жество }|)({ Iiin ∈  бесконечно, следова-
тельно, кофинально. Кроме того, если ,ij >  
то, согласно выбору индексов ( )n i  и ( ),n j  

выполнено условие ).()( injn ≥  Отсюда сле-
дует коммутативность диаграммы 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

/ ( ) / ( )

/ / ,

n j
n i

j
i

n j n i

n j n i

j j

B B B B

B B B B

φ

ψ

γ γ

η η

⎯⎯⎯→

↓ ↓

⎯⎯⎯→

  

откуда и получаем существование гомомор-
физма .η  Далее, положив ,θ η δ= D  полу-

чим требуемый гомоморфизм .: ∗∗ → BFθ  
5. Свободное произведение алгебр 

Ли над полем 
Напомним определение свободного про-

изведения в категории алгебр Ли.  
Определение 5.1. Алгебра Ли A  назы-

вается свободным произведением алгебр Ли 
{ | }A Jα α ∈  тогда и только тогда, когда 
можно так задать мономорфизмы 

: ( ),A B Jα αϕ α→ ∈  что для любой алгебры 
Ли B  и любого набора гомоморфизмов 

: ( )A B Jα αψ α→ ∈  существует такой един-
ственный гомоморфизм : ,A Bθ →  что для 
любого J∈α  выполнено условие 

.θϕψ αα D=  
Вопрос о линейной базе свободного 

произведения алгебр Ли решен А.И. Шир-
шовым в статье [13]. Сформулируем неко-
торые определения, необходимые для пони-
мания теоремы А.И. Ширшова. 

Пусть }|{ αα Iiai ∈  – линейный базис ал-

гебры αA  для каждого .J∈α  Предполо-

жим, что все множества αI  линейно упоря-
дочены при каждом J∈α  и что множество 
J  также линейно упорядочено. Положим 

ji aa βα > , если βα >  или βα =  и .ji >  

Определение 5.2. Правильное слово 
(см. определение 4.3.1) в алфавите 

},|{ JIiai ∈∈ ααα  называется особым, если 
его ассоциативный носитель (слово, полу-
ченное из исходного опусканием скобок) не 
содержит подслов вида }|{ jiaa ji >αα . 

Теорема 5.3 [13]. Пусть }|{ JA ∈αα  – 
набор алгебр Ли над полем ,k  алгебра 

αα
AA

J∈
∗=  – свободное произведение алгебр 

αA  с линейными базами, введенными вы-

ше, тогда линейный базис алгебры A  состо-
ит из всех особых слов в алфавите 

},|{ JIiai ∈∈ ααα . 
Пусть теперь рассматриваемые алгебры 

αA  аппроксимируются нильпотентными 
алгебрами, т. е. для всех J∈α  выполнено 
условие Re .A s Nα ∈  Напомним, что алгебра 
A  аппроксимируется нильпотентными ал-
гебрами, если для любого ненулевого эле-
мента Aa ∈  существует гомоморфизм 

BAa →:ϕ  алгебры A  в нильпотентную ал-

гебру Ли над k  такой, что 0)( ≠aaϕ  в .B  
Вопрос об аппроксимируемости свободного 
произведения алгебр в этом классе был ре-
шен А.И. Мальцевым в статье [9], где в п. 4 
приводится доказательство следующей тео-
ремы. 

Теорема 5.4. Пусть ,A Res N∈  
NResB ∈  и .C A B= ∗  Тогда алгебра 

.C Res N∈   

Если αα
AA

J∈
∗=  – свободное произведе-

ние алгебр }|{ JA ∈αα , то существует ка-

нонический эпиморфизм αα
χ AA

J∈
⊕→:  сво-

бодного произведения алгебр Ли на их пря-
мую сумму, определяемый тождественными 
отображениями алгебр }|{ JA ∈αα  на себя. 
Ядро эпиморфизма χ  называется декарто-
вой подалгеброй свободного произведения 
алгебр Ли }|{ JA ∈αα . 

В работе Г.П. Кукина [6] изучаются не-
которые подалгебры свободного произведе-
ния алгебр Ли, в частности доказана теоре-
ма о том, что декартова подалгебра свобод-
ного произведения алгебр Ли является сво-
бодной алгеброй Ли. Для описания системы 
свободных порождающих декартовой по-
далгебры, найденной Г.П. Кукиным, сфор-
мулируем некоторые определения. 

Определение 5.5. Правонормирован-
ные слова от элементов множества }{ irR =  

вида ,...21 mrrr  где 1,m >  1 2 ,r r>  

2 3 ... ,mr r r≤ ≤ ≤  называются 1R -словами. 

Определение 5.6. 1R -слова (в смысле 
предыдущего определения) от элементов 
{ | , }ie i I Jα α α∈ ∈  вида 11

1 1 1
... ... ... ,l l n

l m l nj i i j j i ie e e e e e eα α ααα α α +

+
 

где 1, ( 1,..., ),tn t nα α≥ ≠ =  элементы 
αα

mjj ee ...
1

 либо отсутствуют, либо ,jjm ≤  на-

зываются d -словами от { | , }.ie i I Jα α α∈ ∈  
 Теорема 5.7 [6]. Декартова подалгебра 

D  свободного произведения αα
AA

J∈
∗=  ал-

гебр Ли }|{ JA ∈αα  с линейными базисами 
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{ | , },ie i I Jα α α∈ ∈  соответственно, является 
свободной алгеброй Ли. Множество d -слов 

от },|{ JIiei ∈∈ ααα  является множеством 
ее свободных порождающих. 

6. Свободное пронильпотентное 
произведение в категории пронильпо-
тентных алгебр Ли над полем 

Определение 6.1. Пусть }|{ JA ∈αα  –  
семейство пронильпотентных алгебр Ли над 
полем k  и S  – пронильпотентная алгебра 
Ли над k  со свойствами: 

• }:{ SA →ααϕ  – семейство морфизмов 

алгебр αA  в алгебру S ; 
• S  как топологическая алгебра порож-

дена множеством ∪
J

A
∈α

ααϕ )( ; 

• если }:{ PA →ααψ  – семейство морфиз-

мов алгебр αA  в произвольную пронильпо-
тентную алгебру Ли P  (над k ), то существует 
единственный морфизм : ,S PΦ →  такой, что 

диаграмма 

P

SA

Φ↵↓

⎯→⎯

α

ϕ
α

ψ

α

 коммутативна. 

Тогда алгебра S  называется свободным 

пронильпотентным произведением 
pro

J
Aαα∈

∗  

пронильпотентных алгебр αA  (в категории 
пронильпотентных алгебр Ли над полем k ). 

Пусть BA,  – пронильпотентные алгеб-
ры Ли над полем k  с множествами YX ,  
топологических порождающих соответст-
венно. Пусть XAA 00 = , YBB 00 =  – ал-

гебры Ли над ,k  с множествами порож-
дающих YX ,  соответственно. Рассмотрим 

алгебру Ли 00 BA ∗  – свободное произведе-
ние алгебр Ли. 

Рассмотрим фильтрации на алгебрах 0A  
и 0B , задающие на них топологии, которые 
и определяют пополнения A  и B  соответ-
ственно. Итак, на 0A  задана фильтрация 

}|{ IiAF iA ∈= , определяющая на ней про-
нильпотентную топологию )(Aτ . На алгебре 

0B  задана фильтрация }|{ JjBF jB ∈= , оп-

ределяющая на ней пронильпотентную то-
пологию )(Bτ . 

Известно, что свободное произведение 
алгебр Ли 000 BAP ∗=  – прямая сумма век-
торных пространств своих подалгебр: 

DBAP ⊕⊕= 000 , где D  – декартова подал-
гебра, являющаяся свободной алгеброй Ли. 

Тогда любой элемент 0Pf ∈  имеет вид 

dbaf ++= , где 0Aa ∈ , 0Bb ∈ , Dd ∈ . 

Пусть )}(|{ AkakA Λ∈=ℜ  – специаль-
ный линейный базис алгебры ,A  построен-
ный в пп. 4.2, линейно упорядочим его про-
извольным образом. Аналогично 

)}(|{ BlblB Λ∈=ℜ  – линейно упорядочен-
ный специальный линейный базис алгебры 
B . Теперь линейно упорядочим множество 

BA ℜℜ=ℜ ∪ , сохранив имеющуюся упоря-

доченность и положив lk ba >  для всех ин-
дексов. 

Согласно теореме 5.7, множество сво-
бодных порождающих M  декартовой  
подалгебры D  свободного произведения 

BA∗  состоит из элементов вида 
,......

11 μλ kklllk aabbba  где расстановка скобок 

правая, а ,...1 μkkk ≤≤≤  1 ... ,l l lλ≤ ≤ ≤  

0, 0.μ λ≥ ≥  
Объявим элементы множества M  эле-

ментами веса 1, тогда множество порождаю-
щих n -го члена нижнего центрального ряда 

)(Dnγ  декартовой подалгебры D  будет со-
стоять из элементов веса n≥  в алфавите .M  

Определение 6.2. Пусть BA,  – алгеб-
ры Ли над полем .k  Свободным с-нильпо-
тентным произведением BA

cN
∗  называется 

факторалгебра )(/ 1 DBA c+∗ γ  свободного 
произведения BA∗  алгебр Ли по ( 1)c + -му 
члену нижнего центрального ряда декарто-
вой подалгебры .D  

Рассмотрим свободное с-нильпотент- 
ное произведение 1/ ( )

c
cN

A B A B Dγ +∗ = ∗ =  

1/ ( ) .c cA B D D A B Dγ += ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕  В силу 

строения порождающих алгебр D  и )(1 Dc+γ  

подалгебра cD  – свободная нильпотентная 
ступени )1( +c  алгебра Ли. 

Определим на алгебре 00 BA ∗  фильтра-
цию, задающую на ней пронильпотентную 
топологию. 

Построим множество индексов 
Ν××=Λ JI , где I  – множество, индекси-

рующее фильтрацию на алгебре 0 ,A  J  – 
множество, индексирующее фильтрацию на 
алгебре 0 ,B  Ν  – множество натуральных 
чисел, и введем на нем частичный порядок 
следующим образом: );;();;( 222111 njinji ≥  
в том и только том случае, если выполнены 
условия: 21 ii ≥ , 21 jj ≥ , 21 nn ≥ . В силу ин-
дуктивности множеств Ν,, JI , множество 
Λ  также будет индуктивным [4]. 
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Пусть });;(|{ ,, Λ∈njiC nji  – множество 

идеалов алгебры 00 BA ∗ , где njiC ,,  – это  

идеал, порожденный компонентами 
)(;; DBA nji γ . 

Лемма 6.3. Для всякого неравного ну-
лю элемента Dd ∈  можно подобрать пару 
индексов );( ji , где Ii ∈ , Jj ∈  так, что при 

гомоморфизме ji BBAABA //: ∗→∗δ  образ 

элемента d  не равен нулю. 
Доказательство. Любой ненулевой 

элемент d  декартовой подалгебры D  пред-
ставим в виде линейной комбинации пра-
вильных слов в алфавите ,M  построенном 
выше. Следовательно, в запись элемента d  
может входить лишь конечное число эле-
ментов множества ℜ . Обозначим подмно-
жество элементов из Aℜ , входящих в за-

пись элемента ,d  через Aℜ
~

, а подмножест-

во элементов из Bℜ , входящих в запись 

элемента ,d  через Bℜ
~

. Выберем такой ин-
декс ,i I∈  что при гомоморфизме 

ii AAA /: →ϕ  для всех Aa ℜ∈
~

 выполнено 

условие ( ) 0.i aϕ ≠  Аналогичным образом 
выберем индекс .j J∈  

Рассмотрим свободное с-нильпотентное 
произведение / / ,

c
i jN

A A B B∗  его можно 

представить в виде прямой суммы вектор-
ных пространств ijji DBBAA ⊕⊕ // , где ijD  

– свободная нильпотентная ступени )1( +с  
алгебра Ли. Тогда при гомоморфмизме 

ji BBAABA //: ∗→∗δ  образ элемента d  не 

равен нулю. 
Лемма 6.4. Система идеалов 

});;(|{ ,, Λ∈njiC nji  задает на алгебре 
00 BA ∗  фильтрацию. 

Доказательство. Необходимо прове-
рить выполнение следующих свойств: 

• Λ∈∀ );;( nji алгебра ;/)( ;;
00 NCBA nji ∈∗  
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Первые два условия выполняются оче-
видным образом в силу того, что системы 
идеалов }|{ IiAi ∈  и }|{ JjBj ∈  являются 

фильтрациями на 0A  и 0B  соответственно. 

Предположим, что ; ;
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∈ ∩  При этом ,f a b d= + +  где 

Aa ∈ , Bb ∈ , Dd ∈ . Нетрудно проверить, 
что 0=a  и 0=b . Пусть 0≠d . Но тогда, 
согласно лемме 6.3, можно так подобрать 
пару индексов );( ji , где ,i I∈  Jj ∈  так, 
что при гомоморфизме : A Bδ ∗ →  

/ /i jA A B B→ ∗  образ элемента d  не равен 

нулю. Тогда можно найти такой индекс 
Ν∈n , что )(Dd nγ∉  и, следовательно, 

njiCd ;;∉ , что и доказывает утверждение 

леммы. 
Теорема 6.5. Пусть BA,  – пронильпо-

тентные алгебры Ли над полем k  с множе-
ствами YX ,  топологических порождающих 

соответственно. Если 000 BAP ∗=  – свобод-
ное произведение алгебр Ли XAA 00 =  и 

0 0 ,B B Y=  тогда алгебра 0
; ;lim / ,i j nP P CΛ= HJJJ  

где на алгебре 0P  фильтрация задана сис-
темой идеалов });;(|{ ,, Λ∈njiC nji , опреде-

ленной выше, является свободным прониль-

потентным произведением BA
pro
∗  прониль-

потентных алгебр Ли. 
Доказательство. Пусть заданы не-

прерывные вложения : ,Ai A P→  : .Bi B P→  

Рассмотрим алгебры Ли 0 0 ,A A X=  

YBB 00 =  и 000 BAP ∗=  – свободное про-
изведение алгебр Ли. 

Если E  – произвольная пронильпотент-
ная алгебра Ли над полем k  с множеством 
топологических порождающих Z , то ее 
можно представить как обратный предел 
некоторого спектра, где на алгебре Ли 

ZEE 00 =  с множеством порождающих Z  
задана пронильпотентная топология. В силу 
того, что алгебра 0P  является свободной 
алгеброй Ли, для заданных вложений 

000 : EAjA → , 000 : EBjB →  существует един-

ственный гомоморфизм 000 : EP →δ , такой, 
что следующие диаграммы коммутативны: 
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Если 000 : EP →δ  – гомоморфизм ал-
гебр, на которых задана пронильпотентная 
топология, то по теореме 3.3 его можно про-



О  категории пронильпотентных алгебр Ли 

 

75
должить до непрерывного гомоморфизма 

EP →:δ  пронильпотентных алгебр Ли. Для 
применения теоремы необходимо прове-
рить, что алгебры sNEP Re, 00 ∈ . Алгебра 

sNP Re0 ∈  в силу теоремы 1.5 как свобод-
ное произведение алгебр с пронильпотент-
ной топологией. Алгебра же sNE Re0 ∈  в 
силу задания на ней пронильпотентной то-
пологии, определенной фильтрацией из 
леммы 6.4. Теорема доказана. 
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