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О ДИСКРЕТНО-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЯХ
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Рассматривается общее линейное разностно-дискретное уравнение на вещественной
прямой и на полуоси и описываются условия однозначной разрешимости простейшего
класса таких уравнений в пространстве L2 . Исследование опирается на периодический
аналог краевой задачи Римана.

1. Рассмотрим общее линейное разностное уравнение вида

+∞∑

−∞
ak(x)u(x+ βk) = v(x), x ∈ D, (1)

где D – это R или положительная полуось R+ для континуального случая и Z и дис-
кретная положительная полуось Z+ для дискретного случая, {βk}+∞

−∞ ⊂ D – заданная чис-
ловая последовательность. Для континуального случая мы используем термин «разностное
уравнение», а для дискретного – «дискретное уравнение».

Ситуации сильно различаются в зависимости от того, рассматриваем ли мы это урав-
нение на всей прямой или только на полуоси; здесь мы рассмотрим случай Z+ .

Такие уравнения возникают во многих прикладных задачах, например, в теории управ-
ления и цифровой обработки сигналов, и, следовательно, целесообразно исследование их
разрешимости. В качестве исходного функционального пространства выбирается L2(D) ,
хотя можно рассматривать эти уравнения и в более общих пространствах Lp(D) . Ключе-
вую роль в нашем исследовании будет играть специальный (лакунарный) ряд Фурье

σ(x, ξ) =
+∞∑

−∞
ak(x)e

iβk·ξ, (2)

в предположении, что ряд (2) сходится почти всюду.

О п р е д е л е н и е 1. Функция σ(x, ξ) называется символом уравнения (1) или символом
дискретно-разностного оператора

D : u(x) 7−→
+∞∑

−∞
ak(x)u(x+ βk), x ∈ D.

З а м е ч а н и е 1. Очевидно, что функция σ(x, ξ) – периодическая функция по пере-
менной ξ , поскольку {βk}+∞

−∞ ⊂ Z+ . Ее период обозначим 2T , и, если {βk}+∞
−∞ = Z+ , то

T = π .

2. Первым шагом будет исследование следующего дискретного уравнения с постоянны-
ми коэффициентами

+∞∑

−∞
aku(x̃+ βk) = v(x̃), x̃ ∈ Z+, {βk}+∞

−∞ ⊂ Z+, (3)
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или, другими словами, нахождение условий обратимости для оператора

Dx̃0 : u(x̃) 7−→
+∞∑

−∞
ak(x̃0)u(x̃+ βk), x̃ ∈ Z+, (4)

где точка x̃0 ∈ Z+ фиксирована.
Для каждого оператора (4) определяется символ

σ(x̃0, ξ) =
+∞∑

−∞
ak(x̃0)e

iβk·ξ,

и вводится
О п р е д е л е н и е 2. Символ σ(x̃, ξ) называется эллиптическим, если σ(x̃, ξ) 6= 0, ∀x̃ ∈

∈ Z+, ξ ∈ [−T, T ] .
Далее рассматривается более общее уравнение с разностно-дискретными операторами

A,B с постоянными коэффициентами и двумя проекторами P± на полуоси Z± . Более
подробно, обозначим

A : u(x̃) 7−→
+∞∑

−∞
aku(x̃+ βk), B : u(x̃) 7−→

+∞∑

−∞
bku(x̃+ βk),

x̃ ∈ Z+, {βk}+∞
−∞ ⊂ Z+,

и рассмотрим уравнение

(AP+ + BP−)U = V (5)

в пространстве L2(Z) . Символы операторов A,B будем обозначать σA(ξ), σB(ξ) .
Хорошо известно, что уравнение (3) эквивалентно уравнению (5) с B = I, I – тожде-

ственный оператор; в связи с этим изучается уравнение (5).
Вид операторов P± в образах Фурье был найден в работах [1-3]. Здесь приводится

основной результат для уравнения (5).
Т е о р е м а. Пусть σA(ξ), σB(ξ) – эллиптические символы, непрерывные на [−T, T ] .

Уравнение (5) однозначно разрешимо в пространстве L2(Z) для произвольной правой ча-
сти V ∈ L2(Z) тогда и только тогда, когда

T∫

−T

d arg(σ−1
A (ξ)σB(ξ)) = 0.
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Vasilyev A.V. ON DISCRETE-DIFFERENCE EQUATIONS
One considers a general difference-discrete equation on a real line and a half-axis and describes

conditions for a unique solvability for simplest class of such equations in the space L2 . This studying is
based on a periodic analogue of the Riemann boundary value problem.
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Описывается конструкция общего решения модельного эллиптического псевдодиффе-
ренциального уравнения в области многомерного пространства, представляющей собой
объединение выпуклых конусов.

1. При исследовании псевдодифференциальных уравнений на многообразиях с краем
важную роль играет локальный принцип, утверждающий, грубо говоря, что фредгольмо-
вость уравнения вытекает из обратимости локальных представителей оператора, входя-
щего в уравнение. Таким образом, для описания фредгольмовости уравнения нужно зна-
ние локальных представителей оператора, входящего в уравнение, в каждой точке мно-
гообразия (включая край) и условия обратимости этих локальных операторов. Такие ло-
кальные представители мы называем модельными, а области m -мерного пространства,
диффеоморфные окрестности точки многообразия – каноническими. В зависимости от ти-
па точки многообразия каноническая область выглядит по-разному, возможные варианты:
Rm для внутренней точки, Rm

+ для граничной точки гладкости, Ca+ = {x ∈ Rm : x =
= (x′, xm), xm > a|x′|, a > 0}, x′ = (x1, ..., xm−1), для конуса и т.д.

2. Нас будет интересовать разрешимость уравнения

(Au)(x) = f(x), x ∈ C+, (1)

в пространствах Соболева–Слободецкого Hs(C+) , где C+ – m -мерный конус, состоящий
из объединения непересекающихся выпуклых конусов, C+ = ∪nj=1Cj , где конус Cj имеет

вид C
aj

+ после поворота на соответствующий угол αj , A – модельный эллиптический
псевдодифференциальный оператор с символом A(ξ) порядка α [1, 2]:

(Au)(x) =

∫

C+

∫

Rm

A(ξ)ũ(ξ)ei(x−y)·ξdξdy.
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