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Целью работы является исследование скорости сходимости 
четырехслойной итерационной схемы. Рассматривается 
задача нахождения приближенного решения линейного 
операторного уравнения Au = f. Для решения такой задачи 
используются двухслойные и трехслойные итерационные 
методы. При этом трехслойные методы сопряженных 
направлений сходятся значительно быстрее, чем двухслойные 
градиентные методы. Задача исследования — установить, 
имеет ли четырехслойная схема преимущество в скорости 
сходимости по сравнению с трехслойной схемой. Для этого 
приводится четырехслойная итерационная схема решения 
сеточных уравнений, и рассчитываются ее параметры.
Доказано, что четырехслойная итерационная схема 
вариационного типа для решения сеточных уравнений 
выражается к трехслойной схеме.

The work objective is to study the four-layer scheme convergence 

rate. The problem of finding an approximate solution to the linear 

operator equation Au = f is considered. Two-layer and three-layer 

iterative methods are used to solve this problem. At that, the three-

layer conjugate directions methods converge faster than the two-

layer gradient methods. The research problem is to establish 

whether the four-layer scheme has a speed advantage as compared 

to the three-layer scheme. The four-layer scheme is constructed, 

and its parameters are calculated for this purpose. It is proved that 

the four-layer iterative scheme of a variational type for solving

finite-difference equations downs to the three-layer scheme.

Ключевые слова: сеточные уравнения, трехслойная схема, 
четырехслойная схема, методы вариационного типа.

Keywords: finite-difference equations, three-layer scheme, four-
layer scheme, variational methods.

Введение. Большинство прикладных задач таких, как задача транспорта веществ [1–3], гидродинамики 
мелководных водоемов [4–5], аэродинамики [6–7], динамики популяций [8] и других, сводятся к решению системы 
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Для решения таких систем уравнений используются двух- и 
трехслойные итерационные схемы.

Рассмотрим задачу нахождения приближенного решения линейного операторного уравнения [9].
Au f= , (1)

где A — симметричный положительно определенный оператор, действующий в вещественном гильбертовом 
пространстве H.

Для увеличения скорости сходимости вместо двухслойных итерационных методов используются трехслойные 
итерационные методы. Эти методы исследованы в работе [10]. Ниже приведено исследование четырехслойной 
итерационной схемы. Условия устойчивости такой схемы получены в работе [11].

Четырехслойная итерационная схема решения сеточных уравнений имеет вид
( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 2 1 11k k k k k k k k k k kBy B A y By By f+ + + + − + + − + += β − τ + −α + α −β +β τ , (2)
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Белова Ю. В. и др. О четырехслойной итерационной схеме

для k = 2,3,…, ( )1 1 0 1By B A y f= β − τ + τ , ( ) ( )2 2 2 1 2 0 2 21By B A y By f= β − τ + −α +β τ , 0y H∈ .

Необходимо найти параметры { }kτ , { }kα и { }kβ , при которых норма эквивалентной погрешности 

k kx y u= − была бы минимальной для любого k.
Расчет параметров схемы. Перепишем (2) в виде

( ) ( )( )1 1 1 1 1 2 1

1

1k k k k k k k k
k

k

y y y y
B f Ay+ + − + + − +

+

+ α − + β −α β −
= −

τ
.

Действительно, для уравнения погрешности схемы (2)
( ) ( )1 1 1 1 1 2

1
1

1k k k k k k
k k k

k

x x x
x Cx+ + − + + −

+
+

+ α − + β −α
− = −τ

β
, 1C B A−= .

Или ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 21k k k k k k k k kx E C x x x+ + + + − + + −= β − τ + −α + α −β . (3)

Для минимизации нормы kx в H ( 1n ≥ ) необходимо и достаточно, чтобы

( )1, 0k jx Cx+ = , 0,j k= , (4)

или ( ) ( )1 1 1, , 0k j k k k jx Cx Cx Cx+ + += −β τ = .

При k = j получим ( ) ( )1 1 1, , 0k k k k k kx Cx Cx Cx+ + += −β τ = .

Из (3), (4) следует

( ) ( )( ) ( )( )2 1 1 2 1 1 2 1, , 1 ,k k k k k k k k kCx x Cx E C x Cx x− + + − + + − −= β − τ + −α +

( )( )1 1 2 2,k k k kCx x+ + − −+ α −β ,

( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1, , 1 ,k k k k k k k k kCx x Cx E C x Cx x− + + − + + − −= β − τ + −α +

( )( )1 1 1 2,k k k kCx x+ + − −+ α −β ,

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 2, , 1 , ,k k k k k k k k k k k k kCx x Cx E C x Cx x Cx x+ + + + − + + −= β − τ + −α + α −β .

Запишем систему для расчета { }kτ , { }kα и { }kβ

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )

1 1 2 1 1 2 2

1 1 1 1 1 1

1

, , 0,

, 1 , 0,

, , 0.

k k k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k

Cx Cx Cx x

Cx Cx Cx x

Cx x Cx Cx

+ + − + + − −

+ + − + − −

+

−τ β + α −β =

−τ β + −α =
 − τ =
Преобразуем систему уравнений

( )
( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2
1 1

2 2 1 2

2 2 1
1 1 1 1 1 1 1

2 2 1 2

1

,
,

, ,

, ,
, , ,

, ,

,
.

,

k k
k k

k k k k k

k k k k
k k k k k k k

k k k k k

k k
k

k k

Cx x
Cx x Cx Cx

Cx x Cx Cx
Cx x Cx x

Cx x Cx Cx

Cx x
Cx Cx

− −
+ +

− − + −

− − −
+ + + − − − −

− − + −

+


β = α

+ τ
τ α +α =

+ τ

τ =

Введем обозначение 

( )
( ) ( )

2 2
1

2 2 1 2

,
, ,

k k
k

k k k k k

Cx x
Cx x Cx Cx

− −
+

− − + −
φ =

+ τ
, тогда

( )
( )1

,
,

k k
k

k k

Cx x
Cx Cx+τ = ,

( )
( ) ( )

1 1
1

1 1 1 1 1

,
, ,

k k
k

k k k k k k

Cx x
Cx x Cx Cx

− −
+

− − + + −
α =

+ τ φ
,

1 1 1k k k+ + +β = α φ .
Преобразуем выражение (3)

( ) ( )( ) ( )2 1 1 2 1 3 1 1 4 1 11k k k k k k k k k k kCx x x x x− − − − − − − − − − −= − +β + −α + α −β τ β .

Запишем выражение ( )2 ,k kCx Cx− с учетом полученного выражения

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 1 1 2 1 3 1 1 4 1 1, 1 , 0k k k k k k k k k k k k kCx Cx x x x x Cx− − − − − − − − − − −= − +β + −α + α −β τ β = .
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Таким образом, получим 1 1k+φ = . Следовательно, 1 1k k+ +β ≡ α .
В итоге выражение (3) преобразуется к виду

( ) ( )1 1 1 1 11k k k k k kx E C x x+ + + + −= α − τ + −α .

Выводы. В итоге получили, что 1kx + зависит только от kx , 1kx − и не зависит от nx , 0, 2n k= − . Другими 
словами, доказано, что четырехслойная итерационная схема решения сеточных уравнений преобразуется к 
трехслойной схеме, поэтому использование первой не дает увеличения скорости сходимости по сравнению со второй.
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