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Все группы в статье предполагаются абелевыми, кольца – ассоциативными.
Пусть A – группа. Тогда E(A) обозначает кольцо ее эндоморфизмов. N – множест-
во всех натуральных чисел, Z – аддитивная группа (или кольцо) целых чисел.
Z(R) – центр кольца R. Подгруппа G группы A называется чистой (или сервант-
ной), если G∩nA = nG для каждого n ∈ N; инвариантной, если fG ⊆ G для каждого
автоморфизма f группы A.

Напомним, что если R – кольцо и a,b ∈ R, то элемент [a,b] = ab – ba называется
коммутатором элементов a и b. Если a1,…,an ∈ R, то положим по индукции
[a1,…,an] = [[a1,…,an–1],an].

Подгруппу H группы A назовем коммутаторно инвариантной (обозначение
H ≤ ki A), если [φ,ψ]H ⊆ H для всех φ,ψ ∈ E(A). Коммутаторно инвариантные под-
группы изучались в [1 – 4].

Группу A назовем E-нильпотентной класса n, если [α1,…,αn+1] = 0, эквивалент-
но [α1,…,αn] ∈ Z(E(A)), для любых αi ∈ E(A), i = 1,…,n+1, и [β1,…,βn] ≠ 0 для неко-
торых βj ∈ E(A), j = 1,…,n.

Группу назовем E-энгелевой, класса ≤ n, если [ , , , ] 0
n

α β β =…�	
  для любых ее эн-

доморфизмов α,β.
Напомним, что кольцо называется нормальным, если все его идемпотенты

центральны.
Предложение 1 [4, предложение 1.2]. В E-энгелевой группе A все ее прямые

слагаемые вполне инвариантны. В частности, кольцо E(A) нормальное.
Группы с нормальным кольцом эндоморфизмов изучались в [4].
Свойства аддитивной группы R+ кольца R приписываются самому кольцу. Так,

кольцо R называется редуцированным, если редуцирована группа R+.
Для удобства ссылок приведем следующий результат.
Теорема 2 (теорема Корнера [5, теорема 110.1]). Всякое счетное редуцирован-

ное кольцо без кручения с единицей изоморфно кольцу эндоморфизмов некото-
рой счетной редуцированной группы без кручения.

Как хорошо известно, коммутатор [x,y] является билинейной знакопеременной
функцией от x,y; справедливы тождества Якоби [[x,y],z] + [[y,z],x] + [[z,x],y] = 0 и
[x,[y,z]] + [y,[z,x]] + [z,[x,y]] = 0, а также

                                                          
1 Работа выполнена при финансовой поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инно-
вационной России» на 2009 – 2013 годы. Государственный контракт П 937 от 20 августа 2009 г.
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1. [a,b,c,d] + [b,a,d,c] + [c,d,a,b] + [d,c,b,a] = 0.
Ряд других свойств приведены в [1 – 4]. Отметим еще
2. [x1,…,xn–1,xn] = [[x1,…,xn–2]xn–1,xn] – [xn–1[x1,…,xn–2],xn];  3. [x1,…,– xi,…,xn] = –

 [x1,…,xi,…,xn];
4. [[a,b],[c,d]] = [a,b,c,d] + [b,a,d,c].
В частности, [[c,d],[a,b]] = [c,d,a,b] + [d,c,b,a]. Из последних двух равенств по-

лучается свойство 1. Кроме того, из 4 следует, что у E-нильпотентной группы
класса ≤ 3 перестановочны любые два коммутатора ее эндоморфизмов.

5. [[a,b,c,d]] = [[a,b]c,d] – [c[a,b],d].
В 6 предполагается, что xi – любые элементы кольца R.
6. Для кольца R с единицей следующие условия эквивалентны:
а) [x1,…,xn–1] ∈ Z(R);
б) [x1,…,xn–2,xn–1,xn] = [xn,xn–1,[x1,…,xn–2]];
в) [[x1,…,xn–2]xn–1,xn] = [xn–1[x1,…,xn–2],xn];
г) [[x1,…,xn–1]xn,xn+1] = [x1,…,xn–1][xn,xn+1].
Доказательство. а) ⇒ б). Обозначим a = [x1,…,xn–2], тогда в силу тождества

Якоби
[a,xn–1,xn] + [xn–1,xn,a] + [xn,a,xn–1] = 0.

Здесь [a,xn–1,xn] = 0 и [xn,a,xn–1] = – [a,xn,xn–1] = 0. Значит, [xn–1,xn,a] = 0, т.е. выпол-
нено б). Эквивалентность а) и в) вытекает из свойства 2 коммутаторов.

а) ⇒ г). Если a = [x1,…,xn–1], то [axn,xn+1] = axnxn+1 – xn+1axn = a[xn,xn+1].
При xn = 1 в г) получаем [x1,…,xn–1,xn+1] = 0, т.е. г) ⇒ а).
б) ⇒ а). Обозначим a = [x1,…,xn–2]. Из [a,xn–1,xn] = [xn,xn–1,a] после сокращения

получаем
xn–1xna + axnxn–1 – xn–1axn – xnaxn–1 = 0 или [xn–1,[xn,a]] = 0,

что в силу произвольности элементов влечет а).
Из п. г) свойства 6 следует, что кольцо R с единицей удовлетворяет тождест-

вам [x1,x2][x3,x4] = 0 и [x1,x2,x3] = 0 тогда и только тогда, когда c[a,b] ∈ Z(R) для
любых a,b,c ∈ R.

7. Если кольцо R с единицей удовлетворяет тождеству [x1,x2,x3] = 0, то
[a,b][c,d] = [a,d][b,c] = [a,c][d,b] для любых a,b,c,d ∈ R. В частности, если b пере-
становочен с a или c, то [a,c][b,d] = 0. Поэтому если кольцо R не содержит нену-
левых нильпотентных элементов, то оно коммутативно.

Доказательство. Действительно из 6, п. г) имеем [a,b][c,d] = [[a,b]c,d] =
= [a[b,c] + [ac,b],d] = [[b,c]a,d] = [b,c][a,d]. Оставшиеся утверждения доказываются
аналогично.

8. Пусть R – кольцо и [a,b] ∈ Z(R) для некоторых a,b ∈ R. Тогда множество
Na,b = {c ∈ R | c[a,b] ∈ Z(R)} является подкольцом в R, содержащим Z(R). Кроме
того, если x,y ∈ Na,b, то R[x,y]R ⊆ Na,b.

Доказательство. Пусть c,d ∈ Na,b. Допустим, что cd[a,b] ∉ Z(R). Тогда
[cd[a,b],x] ≠ 0 для некоторого x ∈ R. Так как [a,b] ∈ Z(R), то [cd[a,b],x] = [a,b][cd,x].
Имеем

xcd[a,b] = x(d[a,b])c = ([a,b]c)xd = cxd[a,b].
Откуда [cd,x][a,b] = (cdx – cxd)[a,b] = c[d,x][a,b].

Но [a,b][d,x] = [[a,b]d,x] = 0 в силу условия [a,b]d ∈ Z(R). Противоречие.
Аналогично показывается, что [x,s] ∈ Na,b для любых s ∈ R и x ∈ Na,b, т.е. Na,b

является идеалом Z-алгебры Ли, ассоциированной с R. Пусть теперь x,y ∈ Na,b.
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Если r,s ∈ R, то
[x,y]s = (xy – yx)s = x(ys) – (ys)x – y(xs – sx) = [x,ys] – y[x,s], т.е. [x,y]R ⊆ Na,b.

Откуда следует, что
r[x,y]s = [x,y]sr + r[x,y]s – [x,y]sr = [x,y]sr + [r,[x,y]s] ∈ [x,y]R + [R,Na,b] ⊆ Na,b.
E-центром группы A назовем следующую ее подгруппу:

Z(A) = {a ∈ A | [φ,ψ]a = 0 для всех φ,ψ ∈ E(A)}.
Подгруппу A′ = 〈[φ,ψ]A | φ,ψ ∈ E(A)〉 назовем E-коммутантом группы A. Ясно,

что коммутативность E(A) эквивалентна любому из равенств Z(A) = A, A′ = 0. Если
a ∈ A, то через [φ,ψ]a обозначим коммутатор элемента a.

Очевидно, что если H ≤ ki A и H∩A′ = 0, то H ⊆ Z(A). Поэтому если H – мини-
мальная ki-подгруппа, то H ⊆ A′ или H ⊆ Z(A). В частности, если A порождается
минимальными ki-подгруппами, то A = A′ + Z(A).

Определим по индукции A(0) = A, A(1) = A′,…, A(n+1) = (A(n))′ и A(α) = ∩ρ<αA(ρ) при
предельном ординале α.

Группу A назовем E-разрешимой, если A(n) = 0 для некоторого n ∈ N. Такое
наименьшее n назовем классом E-разрешимости группы A. Прямые слагаемые E-
разрешимой группы являются E-разрешимыми группами.

Различные свойства и описание E-центров и E-коммутантов групп из ряда
классов получены в [1 – 4].

Пример 1. Пусть X = {a,b} – полугруппа левых нулей, т.е. xy = x для всех
x,y ∈ X. Присоединим к X единицу 1 и нуль 0, S = X∪{0,1} и рассмотрим на S це-
лочисленное полугрупповое кольцо K. Элементами K служат всевозможные ко-
нечные суммы вида α = n·1 + m·a + s·b + u·0, где n,m,s,u ∈ Z. Если β = k·1 + l·a + r·b
+ v·0, то [α,β] = (mr – ls)(a – b). Поэтому [α,β] ≠ 0 при mr ≠ ls. Если [γ,δ] = t(a – b),
то [γ,δ][α,β] = t(mr – ls)(a – b)2 = 0. По теореме Корнера (теорема 2) существует
группа без кручения A, кольцо эндоморфизмов которой изоморфно K, A является
E-разрешимой группой класса 2. Далее, [ , , , ]

n

α β β…�	
 = (mr – ls)(r + l)(a – b) ≠ 0 при

r ≠ – l, mr ≠ ls, поэтому A не является E-энгелевой.
E-центр группы без кручения – чистая подгруппа, а E-коммутант может не

быть чистой подгруппой.
Пример 2. Пусть n > 1 – натуральное число и K – кольцо всех матриц вида

0
0 0

a nb c
a d

a

⎛ ⎞
⎜ ⎟α =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где a,b,c,d ∈ Z.

Если 0
0 0

x ny z
x t

x

⎛ ⎞
⎜ ⎟β =
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, то 
0 0 ( )
0 0 0 ( )
0 0 0

n bt yd
Z K

−⎛ ⎞
⎜ ⎟αβ−βα = ∈
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. По теореме

Корнера существует группа без кручения, кольцо эндоморфизмов которой изо-
морфно K; эта группа E-нильпотентна класса 2, коммутант которой не является
чистой подгруппой.

Легко привести примеры, когда подгруппы и факторгруппы E-нильпотентной
группы не являются E-нильпотентными. Так, пусть A = B⊕C, где B и C – вполне
инвариантные подгруппы с коммутативными кольцами эндоморфизмов группы
без кручения A и pB ≠ B, pC ≠ C. Кольцо E(A) также коммутативно, поэтому A – E-
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нильпотентная группа. Однако для любых 0 ≠ b ∈ B и 0 ≠ c ∈ C подгруппа 〈b〉⊕〈c〉
и фактор-группа A/pA ≅ (B/pB)⊕(C/pC), как это следует из предложения 1, не яв-
ляются E-нильпотентными.

Пример 3. Пусть K = T2(Z) – кольцо целочисленных треугольных матриц по-

рядка 2. Коммутатор любых двух матриц из K имеет вид ua ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

0
0 0

 для некото-

рого u ∈ Z. Поэтому произведение любых двух коммутаторов есть 0 кольца K.
Согласно теореме Корнера, существуют группы A с кольцом эндоморфизмов K,

эти группы будут E-разрешимыми группами класса 2. Если x yb K
z

⎛ ⎞= ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠0

, где

x ≠ z, то ( )u z xab ba −⎛ ⎞− = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

0
0 0

. Откуда [ , , , ] 0
n

a b b ≠…�	
  для любого n, т.е. A не бу-

дут E-энгелевыми.
Отметим, что для каждого n существуют E-разрешимые группы класса n, не

являющиеся E-нильпотентными.
Пример 4. Пусть Z[i] = {m + ki | m,k ∈ Z} – кольцо целых гауссовых чисел.

Рассмотрим кольцо (Z[i])[x,¯ ], состоящее из многочленов от x с коэффициентами
из Z[i], для которых выполняется равенство xa = āx, где ā – комплексное число из
Z[i], сопряженное к a. Пусть теперь Kn = (Z[i])[x,¯ ]/(xn), где (xn) – идеал, порож-
денный xn. Тогда [f,g] = fg–gf ∈ xKn для любых f,g ∈ Kn. Поэтому [f2n–1, f2n]…
… [f1,f2] = 0 для всех fi ∈ Kn при i = 1,…,2n. Аддитивная группа кольца Kn является
счетной редуцированной группой без кручения. Как и в примере 2 в качестве A
можно взять группу, кольцо эндоморфизмов которой изоморфно Kn. Поскольку,
например, N[ , , , ] ( 2 ) 0n

n

x i i i x= − ≠… , то A не является E-энгелевой. Если рассмотреть

подкольцо в Kn, состоящее из многочленов f(x) = a0xm + … + am со свободным ко-
эффициентом am ∈ Z, то группа с соответствующим кольцом эндоморфизмов бу-
дет E-нильпотентной.

Пусть R – кольцо со свойством [x,y,y] = 0 для любых x,y ∈ R. Тогда
0 = [x,y+z,y+z] = [x,y,z] + [x,z,y]. Согласно тождеству Якоби, [x,z,y] = [x,y,z] + [y,z,x].
Откуда 2[x,y,z] + [y,z,x] = 0. Из 0 = [y,z+x,z+x] = [y,z,x]+[y,x,z] получаем [y,z,x] =
= – [y,x,z] = [x,y,z]. Поэтому 3[x,y,z] = 0. Аналогичным образом, используя свойст-
во 1 и уже доказанное равенство 3[x,y,z] = 0, можно показать, что [x,y,z,t] = 0 для
любых x,y,z,t ∈ R.

Как и для абелевых групп, можно определить E-разрешимые, E-нильпо-
тентные и E-энгелевы модули. Из вышеприведенных рассуждений следует, что
всякий E-энгелев модуль M класса ≤ 2 является E-нильпотентным класса ≤ 3, а ес-
ли для каждого m ∈ M из 3m = 0 следует m = 0, то и E-нильпотентным класса ≤ 2.
Если же M – абелева группа и M имеет ненулевую 3-компоненту, то M = B⊕C, где
B – неразложимая 3-группа и E(B) – коммутативное кольцо. Из предложения 1
следует, что C не имеет элементов порядка 3. Поэтому в силу вышесказанного
всякая E-энгелева группа класса ≤ 2 является E-нильпотентной класса ≤ 2.

Если H ≤ ki A и R = E(A), то положим ZR(A/H) = {ā ∈ A/H | [α,β]ā = 0 для всех
α,β ∈ R}. Ясно, что если A′ ⊆ B ≤ A, то B ≤ ki A.

Если H ⊆ A, то через NR(H) = {a ∈ A | [α,β]a ∈ H для всех α,β ∈ R} обозначим
E-нормализатор подмножества H в группе A. Индекс R иногда будем опускать.
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Инвариантность подгруппы H влечет инвариантность N(H). Ясно, что H = N(H)
для H ≤ A в точности тогда, когда H ≤ ki A и A/H – коммутаторно точная фактор-
группа, т.е. для любого 0 ≠ a = a + H ∈ A/H найдутся φ,ψ ∈ E(A) со свойством
[φ,ψ] a ≠ 0 (факт, отмеченный в [1]). Отсюда несложно вывести, что для прямого
слагаемого H выполняется равенство H = N(H) тогда и только тогда, когда H
вполне инвариантно и Z(C) = 0 для каждого (эквивалентно – для некоторого в си-
лу их изоморфизма) дополнительного прямого слагаемого C.

Ряд Ai ⊆ Ai+1 ⊆ … ⊆ Ai+n ⊆ … подгрупп Ai (i ∈ I) группы A назовем E-цен-
тральным, если Ai ≤ ki A и Ai+1/Ai ⊆ ZR(A/Ai) (эквивалентно, Ai+1 ⊆ NR(Ai)) для всех
i ∈ I. Если же Ai ≤ ki A для всех i ∈ I, то ряд назовем E-нормальным.

Если A – группа, R = E(A), то положим по индукции Z0(A) = 0, Z1(A) = Z(A), …,
Zi(A)/Zi–1(A) = ZR(A/Zi–1(A)) и ( ) ( )Z A Z Aα ρ<α ρ= ∪  при предельном ординале α.

Обозначим для краткости Zα = Zα(A). Ряд 0 ⊆ Z1 ⊆ … ⊆ Zα ⊆ … назовем верх-
ним E-центральным рядом группы A. Подгруппы Zα назовем E-гиперцентрами
группы A. Все E-гиперцентры являются вполне инвариантными подгруппами. В
группе без кручения все E-гиперцентры являются чистыми подгруппами, поэтому
все факторы верхнего E-центрального ряда также группы без кручения.

Если H ⊆ A, то подгруппу 〈[φ,ψ]h | h∈ H, φ,ψ ∈ E(A)〉 назовем E-коммутантом
подмножества H в A и обозначим через [H,A]. Если H ≤ ki A, то [H,A] ≤ ki A, а если
H ≤ fi A, то [H,A] ≤ fi A. Всегда [B+C,A] = [B,A] + [C,A] для B,C ≤ A. Обозначим

[H,A]1 = H + [H,A] и [H,A]n+1 = [H,A]n + [[H,A]n, A] при n ≥ 1.
Тогда 1[ , ]n nH H A∞

== ∪  – наименьшая ki-подгруппа, содержащая H. Действи-
тельно, H ≤ ki A и всякая ki-подгруппа, содержащая H, содержит и H . Инвари-
антность H влечет инвариантность H . Заметим, что если H ⊆ A′, то H ⊆ A′.

Положим по индукции L1(A) = A, Li+1(A) = [Li(A),A] и α ρ α ρ( ) ( )L A L A<= ∩ , если

α – предельное порядковое число. Отметим, что Ln(A) = A(n–1) для n ∈ N и
Lα(A) ≤ fi A для каждого ординала α.

Заметим, что
Ln+1(A) = 〈[α2n–1,α2n]…[α1,α2]a | a ∈ A, αi ∈ E(A), i = 1,…,2n〉,

а Zn(A) = {a ∈ A | [α2n–1,α2n]…[α1,α2]a = 0, αi ∈ E(A), i = 1,…,2n}.
E-разрешимые группы класса n являются подклассом класса BLn-групп –

групп A со свойством [φ,ψ]n = 0 для всех φ,ψ ∈ E(A). Группы из класса BL2 изуча-
лись в [2 – 4].

Если 0 = A0 ⊆ A1 ⊆ … ⊆ An–1 ⊆ An = A – E-центральный ряд, то получаем вклю-
чения Ai ⊆ Zi и Li ⊆ An–i+1, где Li = Li(A). Ряд L1(A) ⊇ L2(A) ⊇ … назовем нижним E-
центральным рядом группы A. Из вышеприведенных включений следует, что в E-
разрешимой группе верхний и нижний E-центральные ряды обрываются, причем
их длины равны классу E-разрешимости группы. В частности, в E-разрешимой
группе все ее E-центральные ряды обрываются, минимальная длина таких рядов
совпадает с классом E-разрешимости группы.

Хотя верхний и нижний E-центральные ряды E-разрешимой группы имеют
одинаковую длину, они сами не обязаны совпадать. Так, в вышеприведенном
примере E-разрешимой группы A = B⊕C⊕D верхний E-центральный ряд имеет
вид 0 ⊂ C⊕D ⊂ A, а нижний 0 ⊂ Hom(B,C)B ⊂ A.

I. Пусть R – такое кольцо, что соотношение 2a = 0 влечет за собой a = 0, U –
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коммутативное подкольцо в R, являющееся идеалом Z-алгебры Ли, ассоцииро-
ванной с R. Тогда если x ∈ U, s ∈ R то ([x,s]t)3 = 0 и (t[x,s])3 = 0 для любого t ∈ R.

Доказательство. Имеем y = [x,s] ∈ U. Поэтому [x,s]2 = xs(xs – sx) – s(xs – sx)x =
= (xs – sx)xs – (xs – sx)sx. Откуда 2[x,s]2 = x2s2 – xs2x – xs2x + s2x2 = x(xs2 – s2x) –
– (xs2 – s2x)x = 0, так как x перестановочен с xs2 – s2x. Значит, y2 = [x,s]2 = 0. Анало-
гично [y,t]2 = 0. Далее [y,t]2 = (yt – ty)(yt – ty) = (yt)2 – yt2y + (ty)2. Поэтому (yt)3 = 0 и
(ty)3 = 0.

Будем говорить, что кольцо R удовлетворяет условию (∗), если для любого
0 ≠ α ∈ R найдется такой β ∈ R, что αβ или βα не является нильпотентным элементом.

II. Пусть A – E-нильпотентная группа класса ≤ 3. Тогда если кольцо E(A) удов-
летворяет условию (∗), то оно является коммутативным.

Доказательство. Согласно предложению 1, прямые слагаемые группы A
вполне инвариантны. Поэтому если A имеет ненулевую 2-компоненту, то
A = B⊕C, где B – неразложимая 2-группа, а 2-компонента группы C нулевая. Сле-
довательно, можно предполагать, что 2-компонента группы A является нулевой,
т.е. кольцо E(A) удовлетворяет условию (∗). Согласно замечанию после свойства 4,
коммутаторы эндоморфизмов группы A перестановочны, поэтому они порождают
коммутативное подкольцо в E(A). Из I следует, что если x ∈ U, s ∈ E(A) то
[x,s] = 0, т.е. A – E-нильпотентная группа класса ≤ 2. Если [α,β] ≠ 0 для некоторых
α,β ∈ E(A), то [α,β] ∈ Z(E(A)). Поэтому ввиду свойства 7 ([α,β]γ)2 = 0 для любого
γ ∈ E(A), что противоречит условию на E(A). Это доказывает утверждение.

Пример 5. Пусть M – множество всех натуральных чисел, не делящихся на
квадраты. Каждому m ∈ M сопоставим циклическую группу 〈am〉 порядка 2 и обо-
значим через B прямое произведение всех 〈am〉, т.е. B состоит из функций f:
M →

m M∈
∪ 〈am〉 с условием f(m) ∈ 〈am〉 и конечным носителем {m ∈ M | f(m) ≠ e},

где e – единица соответствующей группы.
Каждому простому числу p сопоставим эндоморфизм φp группы B, задаваемый

на порождающих следующим образом:
/ при |
в противном случае.

p m p
m

m

a p m
a

a
ϕ ⎧= ⎨

⎩

Очевидно, что 2
p pϕ = ϕ  и φpφq = φqφp, так что полугруппа Φ, порожденная все-

ми φp, коммутативна. Пусть G – полугруппа, состоящая из элементов {φa | φ ∈ Φ,
a ∈ B} с умножением φa · φb = φψaψb. Под носителем элемента g = φa ∈ G будем
понимать носитель элемента a в B. Пусть, далее, K – целочисленное полугруппо-
вое кольцо, заданное на G, т.е. элементами K служат всевозможные конечные
суммы вида x = n1g1 + … + nkgk, где ni ∈ Z, gi ∈ G. Некоммутативность полугруп-
пы G влечет некоммутативность кольца K. Всякий коммутатор элементов из K
имеет вид [x,y] = s1[ ]1 + … + sm[ ]m, где si ∈ Z, [ ]i =[ , ]

i il tg g  для некоторых

,
i il tg g G∈ . Заметим, что [g1,g2]g[g1,g2] = 0 для любых g,g1,g2 ∈ G. Действительно,

если g = fc, g1 = φa, g2 = ψb, то [φa,ψb] = φψaψb – φψbφa. Откуда
[g1,g2]g[g1,g2] = (φψaψb – φψbφa)(fc)(φψaψb – φψbφa) =

= (φψaψb – φψbφa)(fφψcφψaψb – fφψcφψbφa) =
= fφψafφψbfφψcφψaψb – fφψafφψbfφψcφψaψb – fφψafφψbfφψcφψabφ + fφψafφψbfφψcφψabφ = 0.
Значит, [x,y]m+1 = (s1[ ]1 + … + sm[ ]m)m+1 = 0.
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Пусть теперь u = [ ]1…[ ]k ≠ 0 и N ⊂ M – такое конечное подмножество, что но-
ситель каждого элемента g ∈ G, входящего в произведение u, содержится в N. Ес-
ли p,q – такие простые числа, что p,q ∤ m для каждого m ∈ N, [φpc,φqd] ≠ 0, и носи-
тели элементов c,d содержатся в M \ N, то u[φpc,φqd] ≠ 0.

Пусть теперь a = ap, ψ = φp, а bφ = b, bψ = b. Тогда aψ = e и

{ при 2 ,0 [ , , , ]
при 2 1.

n

a e n ma b b
b ba n m

ϕψ −ϕψ =
≠ ϕ ψ ψ =

ϕψ −ϕψ = +
…��	�


Если A – группа, кольцо эндоморфизмов которой изоморфно K, то A ∈ BL, но
не является ни E-разрешимой, ни E-энгелевой. Отметим, что в [6 – 9] автор изучал
проективно инвариантные подгруппы. Близкие вопросы исследовались в [10 – 46].
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