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Координаты пространства закреплены за соревнующимися участ-
никами, а дискретные значения координат определяют номера пунктов пе-
редачи эстафеты. В пространстве определен M-мерный вектор состояния  

( ) ( ) ( )[ ]Mimii ...,,...,,1=S ,                                         (4) 
где i(m) - номер этапа, на котором в текущий момент времени находится  
m-й участник. 

Всего эстафета может быть в одном из ( )MJ 1+  состояний. Старт 
моделируется начальным состоянием вектора Sb = (0, ..., 0, ..., 0). Блужда-
ния по M-параллельному полумарковскому процессу имеют характер эво-
люции, которая происходят за счет инкрементирования на единицу эле-
ментов вектора S. При любых переключениях инкрементирующий элемент 
является единственным. Переключения происходят до достижения конеч-
ного состояния Se = (J, ..., J, ..., J). Общее количество переключений со-
стояний полумарковского процесса при эволюции равно R = JM.  

2. Общие зависимости для определения параметров эволюции 
При эволюции ординарные полумарковские процессы вступают 

между собой в соревнование [2, 5]. В том случае, если соревнование начи-
нается одновременно, и в нем участвуют плотности распределения 

( ) ( ) ( )ttt Αα θθθ ...,,...,,1 , то первой зависимостью, необходимой для моде-
лирования эстафет, является плотность распределения времени до первого 
переключения, которая определяются как 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑ ∏∑
=α

Α

α≠β
=β

βα
=α

α Θ−θ=θ=θ
AA

ww tttt
1 11

1 ,                        (5) 

где ( )twαθ  - взвешенная плотность распределения того, что победителем в 

соревновании будет α-й процесс; ( ) ( )∫ ττθ=Θ ββ
t

dt
0

 - функция распределе-

ния. 
Вероятность победы α-го процесса и невзвешенная плотность рас-

пределения равны, соответственно: 

( ) ( )
α

α
α

∞
αα π

θ=ϕθ=π ∫
w

w
www

t
dtt ;

0

.                              (6) 

Справедливо следующее утверждение 
Утверждение 1. Если для плотности распределения ( )tαθ  выпол-

няется ограничение (3), т.е. ( ) ( )τ−δ=θ
∞→τ

α tt lim , то 0=π αw . 

Действительно, в этом случае  

( ) ( )[ ] ( )[ ] 01lim1lim
,10 ,1

=τΘ−=Θ−τ−δ=π ∏∫ ∏
Α

α≠β
=β

β
∞→τ

∞ Α

α≠β
=β

β
∞→τ

α dtttw
. 
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Если среди функций распределения ( )tβΘ  имеются функции, для 

которых ( ) ( )τ−η=Θ
∞→τ

β tt lim , где ( )τ−η t  - смещенная единичная функция 

Хэвисайда, то всегда можно потребовать, чтобы возникающая неопреде-

ленность разрешалась как ( ) ( )
0

lim 0t t dt
∞

τ→∞
δ − τ η − τ =∫ . Таким образом ут-

верждение 1 доказано. 
Второй зависимостью, необходимой для моделирования эстафет, 

является зависимость для плотности распределения времени ожидания. В 
том случае, если в соревновании участвуют два процесса, ( )tαθ  и ( )tβθ , и 

победителем оказывается процесс ( )tβθ , то плотность распределения вре-

менем ожидания процессом ( )tβθ , когда завершится процесс ( )tαθ , опре-

деляется как [2, 5] 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )∫

∫

∞
αβ

∞
αβ

α→β
ΘΘ

ξξ+θξθη
=θ

0

0

tdt

dtt

t .                                   (7) 

Утверждение 2. Если для плотности распределения ( )tαθ  выполня-
ется ограничение (3), то нижняя граница области определения и математи-
ческое ожидание плотности распределения времени ожидания стремятся к 
бесконечности. 

Действительно, в этом случае знаменатель (7) принимает вид  

( ) ( )∫
∞

∞→τ
β τ−δΘ

0
lim dttt  = 1. 

Нижняя граница области определения плотности распределения 
( )tβθ  имеет значение ( )[ ]{ } 00argmin min ≥=>θ ββ Tt . Нижняя граница чис-

лителя (7) определяется как 

( ) ( ) ( ) ∞→τ+=>ξξ+τ−δξθ β
∞→τ

∞

∞→τ
β∫ min

0
lim0limargmin Tdt . 

Известно [8], что для любой случайной величины математическое 
ожидание лежит в интервале maxmin TTT ≤≤ , где T - математическое ожи-
дание, maxmin,TT  - нижняя и верхняя границы области определения. Сле-

довательно, если ∞→βminT , то ∞→βT , где ( )∫
∞

ββ θ=
0

dtttT  - математиче-

ское ожидание времени, завершения процесса ( )tβθ .  

Таким образом, утверждение 2 доказано. 
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Утверждение 3. Если плотность распределения ( )tαθ  обладает 
свойством ( ) ∞→=θ αα minargmin Tt , то 

( ) ( )[ ] 01
0 ,1

=Θ−θ=π ∫ ∏
∞ Α

α≠β
=β

βαα dtttw . 

Действительно, плотность ( )tαθ  может быть представлена как ре-
зультат мультипликативной дискретизации функции с бесконечно малым 
периодом дискретизации: 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
α

→ζ
α ζ−δθ=θ

00
lim

l
lttt ,                                      (8) 

где ζ→0 - период дискретизации. 
Все отсчеты функции (8) лежат в области ∞→> α minTt , поэтому 

( ) ( ) ( )∑
∞

=
αα

→ζ→∞
α ζ−−δθ=θ

α 0
min

0
limlim

min lT
lTttt , 

откуда, в соответствии с утверждением 1, 

( ) ( ) ( )[ ] 01limlim
0 ,10

min
0min

=Θ−







ζ−−δθ=π ∫ ∏∑

∞ Α

α≠β
=β

β
∞

=
αα

→ζ∞→
α

α
dttlTtt

lT
w . 

Утверждение 4. Если плотности распределения ( )tαθ  обладает 
свойством ( ) ∞→=θ αα minargmin Tt , то нижняя граница области опреде-
ления и математическое ожидание плотности распределения времени ожи-
дания стремятся к бесконечности. 

Действительно, в соответствии с промежуточным результатом ут-
верждения 2 этом случае знаменатель (7) принимает вид 

( ) ( ) ( )∫ ∑
∞ ∞

=
αα

→ζ∞→
β ζ−−δθΘ

α0 0
min

0
limlim

min

dtlTttt
lT

 = 1. Нижняя граница числи-

теля (7) в данном случае определяется как 

( ) ( ) ( ) ∞→=>ξζ−−δθξθ α
∞ ∞

=
αα

→ζ∞→
β∫ ∑

α
min

0 0
min

0
0limlimargmin

min

TdlTtt
lT

. 

С использованием полученных зависимостей и доказанных утвер-
ждений может быть построена рекурсивная процедура эволюции эстафеты. 

2. Рекурсивная процедура эволюции эстафеты 
Эволюция эстафеты развивается в результате соревновательного 

процесса [9, 10, 11, 12]. 
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Введем понятие реализации траектории переключений в простран-
стве состояний s (рис. 2). Под траекторией понимается реализация случай-
ной последовательности переключений вектора S, начиная с состояния Sb, 
и оканчивая состоянием Se. Траектория является случайной, реализация 
траектории конкретна для каждого конкретного случая эволюции [6, 8].  

Рассмотрим некоторую k-ю реализацию эстафеты.  
При старте с состояния Sb = (0, ..., 0, ..., 0), r = 0, соревнующиеся 

участники начинают проходить нулевые этапы своих дистанций. При этом 
в соревновании участвуют исходные плотности распределения из первых 
строк матриц (2). Пусть на общем для всех участников нулевом этапе по-
беждает n-й участник. Вероятность его победы определяется зависимо-
стью, полученной из (5) [13] 

( )( ) ( )( )[ ]∫ ∏
∞

≠
=

−=π
0 ,1

0
0

0
0

,0 1 dttGtg
M

nj
j

jnk ,                                   (8) 

где ( ) ( )∫ ττ−
t

dgtG
0

...
...

...
...  - функция распределения; ( )( ) ( )( )tftg jj 00

0 =  - 

плотности распределения, участвующие в соревновании на нулевом этапе, 
( ) ( ) ( )Mj 0010 ≤≤ ; верхний левый индекс указывает на количество предше-

ствующих переключений; правый нижний индекс указывает на номер эта-
па, на котором находится j-й частник. 

Плотность распределения времени, затраченного n-м участником (в 
данной реализации победителем нулевого этапа), на прохождение своего 
отрезка дистанции определяется по зависимости, полученной из (5) 

( )

( )( ) ( )( )[ ]

k

M

nj
j

jn

k

tGtg

t
,0

,1
0

0
0

0

,0

1

π

−

=ϕ

∏
≠
=

.                                    (9) 

После победы n-го участника на нулевом этапе он приступает к 
прохождению первого этапа, при этом все оставшиеся участники продол-
жают проходить нулевые этапы. Поэтому в соревновании после r = 1 пере-
ключений участвуют следующие плотности распределения:  

( )( ) ( ) ( )( )
( )( )




=
≠

= →
;when ,

;when ,

1

001
njtf

njtg
tg

n

jn
ji                          (10) 

где ( ) ( )( )tg jn 00 →  - плотность распределения времени ожидания n-м участ-

ником, когда j-й участник завершит нулевой этап, определяемая по зави-
симости (7).  

В ( )( )tg ji
1  из (10), в данной конкретной рассматриваемой реализа-

ции, i(1) = 0, ..., i(m) = 0, ..., i(n) = 1, ..., i(M) = 0. 
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Далее проведем анализ ситуации, которая сформировалась в рас-
сматриваемой k-й реализации после r переключений. В соответствии с ус-
ловиями эволюции общее количество переключений равно 

( )∑
=

=
M

j
rji

1
,                                                  (11) 

где i(1), ..., i(m), ..., i(n), ..., i(M) - в общем случае разные значения индек-
сов, определяющих номера этапов, проходимых участниками в рассматри-
ваемой k-й реализации после r переключений. 

Обозначим плотности распределения, участвующие в соревновании 
после r переключений, как rgi(1)(t), ..., 

rgi(m)(t), ..., 
rgi(n)(t), ..., 

rgi(M)(t). Пусть в 
ситуации, сложившейся в k-й реализации в результате рекурсивной проце-
дуры побеждает l-й участник. Вероятность его победы определяется зави-
симостью, полученной из (5) 

( ) ( ) ( ) ( ),
1,0

1
M

r r
r k i l i j

j
j l

g t G t dt
∞

=
≠

 π = −
 ∏∫ .                           (12) 

где  ( )( )tg ji
r  - плотности распределения, участвующие в соревновании по-

сле r переключений.  
В частности, если после r переключений в k-й реализации побежда-

ет первый участник, то вероятность его победы равна 

( )( ) ( )( )[ ]∫ ∏
∞

≠
=

−=π
0

1
,1

1, 1 dttGtg
M

j
j

ji
r

i
r

kr . 

Плотность распределения времени, затраченного l-м участником, в 
общем случае равна  

( )

( )( ) ( )( )[ ]

kr

M

lj
j

ji
r

li
r

kr

tGtg

t
,

,1

,

1

π

−

=ϕ

∏
≠
=

,                             (13) 

в k-й реализации 

( )

( )( ) ( )( )[ ]

kr

M

j
j

ji
r

i
r

kr

tGtg

t
,

1
,1

1

,

1

π

−

=ϕ

∏
≠
=

. 

Отметим, что после J переключений в M из JM реализаций возни-
кает ситуация, когда вектор S принимает одно из следующих значений: (J, 
0, ..., 0, ..., 0), ..., (0, ..., 0, J, 0, ..., 0), ..., (0, ..., 0, ..., 0, J). После этого количе-
ство возможных исходов соревнований при следующем переключении из 
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указанных состояний уменьшается на единицу. Если m-й участник дости-
гает состояния J, то вероятность выхода из этого состояния, в соответствии 
с доказанными выше утверждениями 1 и 3, равна нулю.  

После победы l-го участника при r-м переключении он приступает к 
прохождению [i(l)+1]-го этапа. При этом все оставшиеся участники про-
должают проходить i(j)-е, этапы, 1 ≤ j ≤ M, j ≠ l. Поэтому в соревновании за 
(r+1)-е переключение в общем случае участвуют следующие плотности 
распределения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

, when ;

, when ,

r
r i l i j

i j
i l

g t j l
g t

f t j l
+ →

+

 ≠=  =

                      (14) 

где ( ) ( ) ( )i l i jg t→  - плотность распределения времени ожидания, опреде-

ляемая по зависимости (7). 
В частном случае, при k-й реализации побеждает первый участник, 

за (r+1)-е переключение участвуют следующие плотности распределения:  

( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )




=
≠=

+
→+

.1when ,
;1when ,

11

11
jtf

jtgtg
i

jii
r

ji
r  

И наконец, пусть в рассматриваемой k-й реализации после (R-1)-го 
переключения установилось состояние   

( ) { ;when,1
;when,

mlJ
mlJli =−

≠=   

 ( )∑
=

−=
M

l
Rli

1
1. 

Вероятность победы m-го участника определяется зависимостью, 
получаемой из (6) 

( ) ( ) ( )( )[ ]∫ ∏
∞

≠
=

−
−

−
− −=π

0 ,1

1
1

1
,1 1 dttGtg

M

ml
l

lJ
R

mJ
R

kR .                   (15) 

В силу утверждений (1) и (3) эта 1,1 =π − kR . Вероятности побед ос-

тальных участников, как достигших состояния J, равны нулю. Плотности 
распределения времени пребывания в состояниях после R переключений 
равны:  

( )( )
( ) ( )( )

( )( )






 ≠

=
→−

−

(3). емограничени сяопределяет,

;4 и 2 ямиутверждени сяопределяет

,when ,1
1

tf

mltg

tg

mJ

lJmJ
R

ji
R  

Результаты применения рекурсивной процедуры для k-й реализации 
сведены в табл. 1. 



Информатика, вычислительная техника, обработка и защита информации 
 

 61 

Таблица 1 
Применение рекурсивной процедуры для k-й реализации 

 
r S Плотности распределения 

0 0, ..., 0, ..., 0, ..., 0 
f0(1), ..., f0(m), ..., f0(n),  ...,  f0(M) 

0g0(1), ..., 
0g0(m), ..., 

0g0(n), ..., 
0g0(M) 

1 0, ..., 0, ..., 1, ..., 0 

0g0(n)→0(1), ..., 
0g0(n)→0(m), ..., f1(n), ..., 

0g0(n)→0(M) 

1g0(1), ..., 
1g0(m), ..., 

1g1(n), ..., 
1g0(M) 

2 0, ..., 1, ..., 1, ..., 0 

1g0(m)→0(1), ..., f1(m), ..., 
1g0(m)→1(n), ..., 

0g0(m)→0(M) 

2g0(1), ..., 
2g1(m), ..., 

2g1(n), ..., 
2g0(M) 

3 0, ..., 1, ..., 2, ..., 0 

2g1(n)→0(1), ..., 
2g1(n)→1(m), ..., f2(n), ..., 

2g2(n)→0(M) 

3g0(1), ..., 
3g1(m), ..., 

3g2(n), ..., 
3g0(M)

 

4 0, ..., 1, ..., 3, ..., 0 

3g2(n)→0(1), ..., 
3g2(n)→1(m), ..., f3(n), ..., 

3g2(n)→0(M) 

4g0(1), ..., 
4g1(m), ..., 

4g3(n), ..., 
4g0(M)

 

... ... ... 

r 
i(1), ..., i(m), ..., 

i(n), ..., i(M) 

... 
rgi(1), ..., 

rgi(m), ..., 
rgi(n), ..., 

rgi(M) 

r+ 1 
i(1) + 1, ..., i(m), ..., 

i(n), ..., i(M), 

fi(1)+1, ..., 
rgi(1)→i(m), ..., 

rgi(1)→i(n), ..., 
rgi(1)→i(M) 

r+1gi(1), ..., 
r+1gi(m), ..., 

r+1gi(n), ..., 
r+1gi(M) 

... ... ... 

R-2 
J(1), ..., J(m)-1, ..., 

J(n), ..., J(M)-1, 

... 
R-2gJ(1), ..., 

R-2gJ(m)-1, ..., 
R-2gJ(n), ..., 

R-2gJ(M)-1 

R-1 
J(1), ..., J(m)-1, ..., 

J(n), ..., J(M), 

R-2gJ(M)-1→J(1), ..., 
R-2gJ(M)-1→J(m)-1, ..., 

R-2g J(M)-1→J(n), ..., fJ(M) 

R-1gJ(1), ..., 
R-1gJ(m)-1, ..., 

R-1gJ(n), ..., 
R-1gJ(M) 

R 
J(1), ..., J(m), ..., 

J(n), ..., J(M), 

R-1gJ(m)-1→J(1), ..., fJ(m), ..., 
R-1gJ(m)-1→J(n), ..., 

R-1gJ(m)-1→J(M) 

RgJ(1), ..., 
RgJ(m), ..., 

RgJ(n), ..., 
RgJ(M) 
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Вероятность k-й реализации эстафеты и плотность распределения 
времени завершения эстафеты при условии k-й реализации определяется 
по зависимости [14] 

∏
−

=
π=π
1

0
,

R

r
rkk                                                (16) 

( ) ( )[ ]∏
−

=

− ϕ=ϕ
1

0
,

1
R

r
rkk tLLt ,                                     (17) 

где [ ]...L  и [ ]...1−L  - прямое и обратное преобразование Фурье соответст-
венно. 

Общее количество реализаций K быстро растет как с увеличением 
количества участников, так и с увеличением количества этапов («прокля-
тие размерности» Р. Беллмана [1]). Ограничивает рост количества тот 
факт, что при переключениях часть участников достигает J-го этапа, и 
дальнейшая эволюция по этой ветви, в соответствии с доказанными утвер-
ждениями, невозможна. 

3. Оценка эффективности стратегии эстафеты 
Естественной для оценки эффективности является модель, в кото-

рой:  
рассматриваются пары участников, например m-й и n-й; 
участник, достигший этапа с большим номером, получает от участ-

ника, находящегося на этапе с меньшим номером, штраф; 
штраф определяется в виде распределенного платежа ( ) ( )( )tc nimi , , 

величина которого определяется как доля суммы, которую в момент вре-
мени t получает участник, находящийся на этапе с большим номером от 
участника, находящегося на этапе с меньшим номером.  

Элементы ( ) ( )( )tc nimi ,  укладываются в четырехмерную матрицу 

размером (J + 1) × (J + 1) × M × M: 
( ) ( )[ ]tt nm,ññ = , 1 ≤ m, n ≤ M,                                  (18) 

где  

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 

















=

tctctc

tctctc

tctctc

t

mJmJnimJnmJ

nJminiminmi

nJmnimnm

nm

,,0,

,,0,

,0,00,0

,

......
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......
...

......

c .      (19) 

Матрицы ( ) =tmm,c 0 для 1 ≤ m ≤ M , где 0 = 














0...0
...

0...0
 - нулевая 

матрица. В общем случае ( )tnm,c  является несимметричной. Элементы, 

лежащие на главной диагонали ( ) ( )( )tc nimi ,  = 0, если ( ) ( )nimi = . Элементы 
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матрицы, лежащие выше главной диагонали, характеризуют платежи m-го 
участника n-му. Элементы, лежащие ниже главной диагонали, характери-
зуют платежи n-го участника m-му. 

Выделим из общей k-й реализации только элементы ( )mi  и ( )ni , и 
составим таблицу k2,m,n-й реализации рекурсивной процедуры парной эста-
феты. 

Анализ эволюции показывает, что ситуация, которая изменяет ус-
ловия штрафных платежей, возникает при победе одного из участников и 
кончается при следующем переключении. Если после r переключений со-
ревнуются плотности rgi(m)(t) и rgi(n)(t), то сумма платежа, может быть най-
дена с использованием формулы (5): 

( )( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ]{ } ( ) ( )∫
∞

−+−=
0

,
,

11,,2 dtctGtgtGtgC nimimini
r

nimi
r

nm
kr nm .   (20) 

 
Таблица 2 

k2,m,n-я реализация парной эстафеты 
 

r S Плотности  r S Плотности 
0 0, 0 f0(m), f0(n), 

0g0(m), 
0g0(n) 

 r+1 i(m)+1, 
i(n) 

fi(m)+1, 
r+1gi(m)→i(n) 

r+1gi(m)+1, 
r+1gi(n) 

1 0, 1 0g0(n)→0(m), f1(n) 
0g0(m), 

1g1(n) 
   ... 

R-2 J(m)-1, J(n)-
1 

R-2gJ(m)-1, 
R-2gJ(n)-1 

2 1, 1 f1(m) , 
1g0(m)→1(n)  R-1 J(m)-1, 

J(n) 

R-2gJ(m)-1→J(n)-1, fJ(n) 
R-1gJ(m)-1, 

R-1gJ(n)   ...  
r i(m), 

i(n) 

rgi(m), 
rgi(n)  R J(m), J(n) fJ(m), 

R-1gJ(n) →J(m)-1 

 
При этом n-й участник платит m-му, если i(m) > i(n), и m-й участник 

платит n-му, если i(m) < i(n). 
Для k2,m,n-й реализации эстафеты по зависимостям, полученным из 

(5), могут быть найдены вероятности nmkr ,, 2
π , соответствующие конкрет-

ному порядку переключений. Таким образом, суммарный выигрыш m-го 
участника определяется как  

∑ ∑ ∏ ∑

≠
= = = =
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,1 1

2
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2

0
,
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,,,

2

,,2

2
2

.            (21) 

где K2 - общее количество реализаций парной эстафеты, включающей J 
этапов. 

Очевидно, что сумма выигрыша всех участников равна нулю. 
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4. Заключение 
Мы представили соревновательную игру как эстафету, в которой 

участники проходят дистанцию, разбитую на этапы, время прохождения 
которых известно с точностью до плотностей распределения. Использова-
ние понятия M-параллельного полумарковского процесса и зависимости 
для оценки времени ожидания позволило разработать рекуррентную про-
цедуру эволюции эстафеты. На основании общей рекуррентной процедуры 
построена процедура парной эстафеты, для которой с использованием по-
нятия распределенного штрафа получено выражение для оценки штрафа за 
этап. Суммирование поэтапных штрафов позволило оценить общую сумму 
штрафа в эстафете. Оценка обшей суммы штрафа является ключом к фор-
мированию оптимальных стратегий многостадийных динамических сорев-
нований, если стратегия и тактика могут менять плотности распределения 
времени прохождения участниками этапов дистанции.  

Дальнейшие исследования в данной области могут быть направле-
ны на отыскание зависимости, связывающей количество участников, коли-
чество этапов и общее количество траекторий эволюции эстафеты, а также 
генерации траектории, по номеру реализации (пока это делается алгорит-
мически), что позволит преодолеть «проклятие размерности». Также воз-
можна разработка математического аппарата, который свяжет предложен-
ную модель эстафет с классической теорией игр и метода генерации опти-
мальных стратегий эволюции в эстафете [15, 16]. 
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MULTISTAGE CONCURRENT GAMES  
 

E.V. Larkin  
 

It is shown that multistage concurrent games, or relay-races, are widely used in 
practice. It is proposed to model relay-races in the state space, in which discrete co-ordinates 
are the mathematical analogue of stages, which participants pass in the current time, and ba-
sic principle of modeling of residence of participant in space states is the M-parallel semi-
Markov process. With use the proposed formalisms formulae for evaluation of stochastic and 
time characteristics of relay-races evolution are obtained For arbitrary realization of switch-
ing trajectory the recurrent procedure of evolution with evaluation of stochastic and time 
characteristics of realization under investigation is worked out. Conception of distributed for-
feit, which depends on difference of stages of participants compete in pairs is introduced. De-
pendence for evaluation of total forfeit of every participant is obtained. 

Key words: relay-race, concurrent game, M-parallel semi-Markov process, distance, 
stage, state space, evolution, distributed forfeit, trajectory realization, recurrent procedure. 


