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В данной работе рассматривается процесс поверхностно-реакционной диффузии. Была 
построена модель в виде системы уравнений в частных производных, одно из которых с под-
вижной границей. На основе метода дифференциальных рядов и экспериментальных фактов 
медленного продвижения границы реакции, удалось получить качественно верное решение и 
исследовать влияние геометрии опыта на продвижение длины поверхностного слоя образо-
вавшегося вещества. 
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Поверхностная реакционная диффузия – это 
химический процесс, заключающийся в твердофаз-
ном растекании при высокотемпературном отжиге 
реагента, называемого диффузантом, по поверхно-
сти пористого вещества (подложки), сопровождаю-
щейся диффузионным внутрипоровым проникнове-
нием и последующей химической реакцией. Общая 
схема исследовании [1–4] выглядит следующим об-
разом: цилиндрический образец твердого диффузан-
та приводят в тесный механический контакт с твер-
дой пористой гранулированной подложкой другого 
оксида, также имеющей цилиндрическую форму. 
При отжиге за счет низкой поверхностной энергии 
диффузанта происходит его быстрое диффузионное 
распространение по поверхности подложки, которое 
сопровождается проникновением диффузанта вглубь 
подложки и химической реакцией. 

Экспериментальное изучение выявило осо-
бенность не типичную для диффузионных задач: 
наблюдается стабилизация продвижения по по-
верхности подложки прореагировшего вещества. 
Также была установлена зависимость характери-
стик процесса от геометрии расположения реаген-
тов: радиальной, представленной на рис 1, и про-
дольной, когда диффузант располагается под под-
ложкой и распространение происходит по боковой 
поверхности. В работе обсуждается модель поверх-
ностной реакционной диффузии и исследуется ско-
рость роста длины поверхностного слоя нового 
вещества для различных геометрии.  

 

Рис 1. Распределение диффузионных потоков в радиаль-
ной геометрии. 

Отметим особенности модели, характерные 
для двух случаев. Полный диффузионный поток 
разбивается на два взаимосвязанных: поток вдоль 
поверхности подложки в тонком приповерхност-
ном слое, и поток диффузанта с поверхностного 
слоя в глубь подложки. Каждый поток характери-
зуется собственным коэффициентом диффузии. 
Для облегчения анализа модель не учитывает по-
ристую структуру подложки. 

В обоих случаях u(t,r,z) − концентрацию диф-
фузанта на поверхности через, а внутри – w(t,r,z). 
Приведем сначала модель для радиальной геомет-
рии и на ее примере опишем основные этапы ис-
следования. Диффузионный поток по поверхности 
подложки в системе координат рис. 1 будет описы-
ваться уравнением (1), в котором учитывается ци-
линдрическая форма подложки и отток диффузанта 
с поверхности. 
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Процесс диффузии внутри подложки может 
быть описан следующим образом: 
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Пусть ϕ концентрация вещества подложки, то-
гда уравнение движения границы, на которой идет 
химическая реакция первого порядка, примет вид: 
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Из экспериментальных наблюдений известно, 
что 1 2D D>>  и наблюдается медленное движение 

границы, то есть можно считать Σ&  малой величи-
ной. Тогда можно считать характерное время диф-
фузионного процесса внутри подложки Σ<< ττ D

 

времени движения границы реакции, а значит в 
подзадаче (2) можно не искать точное решение 
уравнения параболического типа с подвижной гра-
ницей, которое является весьма громоздким, и по-
лагать, что wt≈0. Это является основанием исполь-
зования метода дифференциальных рядов, описан-
ного например в [5], и того, что в нем можно огра-
ничиться первым приближением. Строгое обосно-
вание этих шагов для разных геометрии располо-
жения реагентов выходят за рамки данной статьи. 

Для дальнейшего изучения введем безразмер-
ные переменные и функции:  
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Перепишем первое уравнение системы (4), 
проинтегрировав по τ и учтя начальные условия: 

0

u ud PS
τ

ρ τ= ∆ −∫ , где, как и в предыдущем выраже-

нии 2 0P D h uϕ δ=  − безразмерный параметр модели.  

Тогда, использовав факт 1<<S&  и второе соот-
ношение в (4), сведем исходную задачу (1–3) к сле-
дующей нелинейной краевой задаче на луче:  
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где 1 0d dr D tρ = , а S0(τ) является решением диффе-

ренциального уравнения ( )( )( , ) ( , ) 1 ,d d du S Sτ ρ τ ρ τ ρ= +&  

при условиях ( , ) 1du τ ρ =  и (0, ) 0S ρ = . 

Задача (5) ввиду её нелинейности решалась чис-
ленно. Для применения численных методов луч [ρd,∞) 
заменой dρ ρ ρ= был переведен в отрезок [0, 1]:  
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Функция ( )( ) 1 2 1f v P v= + −  непрерывна и огра-

ничена вместе со своими производными на любом 
конечном отрезке изменения параметров, допус-

каемых физическим смыслом задачи, то есть неот-
рицательности функции, что обеспечивает сходи-
мость конечно-разностного метода для краевых 
задач. Введем на отрезке [0,1] равномерную сетку с 
шагом h количеством точек 1N h=  и заменим 

производные разностными выражениями 
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Подставляя их в дифференциальное уравнение 
(6), получим систему алгебраических уравнений: 
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Уравнения (8) решается методом Ньютона:  
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Линеаризованная система в свою очередь ре-
шается методом прогонки.  

В качестве критерия окончания итерации для 
решения (8) выбрано условие ( ) ( 1)s s

i ig g ε+− < , что 

согласно [6] является хорошей оценкой для метода 
Ньютона решения нелинейных систем, ввиду его 
квадратичной скорости сходимости. 

Длина поверхностного слоя ls(τ) нового веще-
ства определяется из алгебраического соотношения 

( )( ), 0sS lτ τ = . Корень этого уравнения находился 

методом деления отрезка пополам, а также с уче-
том монотонности функции S, которая следует из 
неотрицательности величин u, S и второго уравне-
ния в системе (4). Алгоритм был реализован в сис-
теме MathCad. Результаты численных расчетов 
представлены на рис. 2. 

Перейдем теперь к рассмотрению продольной 
геометрии расположения реагентов. Отличительные 
особенности этого случая хорошо видны на рис. 3.  

  

Рис. 2. Длина поверхностного слоя при различных пара-
метрах в радиальной геометрии.  
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Рис. 3. Распределение диффузионных потоков в продольной 
геометрии. 

Приведем сразу модель, описывающую этот случай:  
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Уравнение (10) вместе с начальными условиями 
описывает диффузионный поток по поверхности под-
ложки. В описании процесса диффузии в подложки 
учитываем цилиндрическую форму, поэтому в урав-
нении (11) в отличие от предыдущего случая опера-
тор Лапласа в цилиндрических координатах. Соотно-
шение (12) определяет закон движения границы.  

Безразмерные переменные введем таким обра-
зом, чтобы обеспечить максимальную согласован-
ность с предыдущим случаем: 

0 2 1 0

, , ,
t h z

r
t D D t

τ ρ η= = =

0 0 2

, ,
u w h

u w S
u u D

= = = Σ , где 2
0 2

0

D
t

h u

ϕ=  

К модели для продольной геометрии приме-
нимы такие же рассуждения о характерных временах  
 

диффузионного процесса внутри подложки и дви-
жения фронта реакции, что и для радиальной моде-

ли, то есть можно считать wt≈0. Тогда из (11) полу-
чим следующее выражение для w: 
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Подставив (13) в (10) и (12), придем к системе: 
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Проведя с системой (14) те же действия, что с 
системой (4) проинтегрировав по τ и учтя медленное 
движение границы реакции, исходную систему урав-
нении можно свести к нелинейной краевой задаче 
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Аналогично предыдущему случаю 
0( )S τ , которое 

определяется из решения дифференциального уравне-
ния ( ) ( )( )( ,0) ,0 ln / 1 ( ,0)su S S Sτ τ ρ τ= − &  при условиях 

( ),0 1u τ =  и (0, ) sS η ρ= , а именно уравнения (16). 
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Уравнение не зависит от свободной переменной, 
поэтому можно понизить его порядок: сделаем замену 
и перейдем к системе уравнений первого порядка. 
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Запишем её в симметрической форме 

( ) ( )( )2 2 ln / 1

2
s s

s

S S Sg P

S g

ρ ρ
ρ

− −∂ =
∂

.
 
Это уже уравнение с

 

разделяющимися переменными. Тогда учитывая 

здесь условие ( ), sS τ η ρ→ ∞ =  и решив квадратное 

уравнение относительно g, можно найти:  
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Учитывая, что функция S в данной геометрии 

возрастает и на интервале 0 sS ρ< <  ( )ln / 1 0sS S ρ − < , 

необходимо выбрать знак минус. Теперь можно за-
писать формальное решение исходной задачи. Знак 
минус учтем, поменяв пределы интегрирования.  

 

На рис. 4 представлен график ls(τ) для про-
дольной геометрии, а на рис. 5 объединены случаи 
разных геометрии. 

Длина поверхностного слоя определяется из 
условия ( , ( ))s sS lτ τ ρ=  или, принимая во внимание 

рассходимость интеграла в точке S=ρs, можно вы-
брать ( , ( ))s sS lτ τ ρ ε= − . Тогда: 
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Рис.4. Длина поверхностного слоя при различных параметрах в продольной геометрии. 

  

 

Рис.5. Сравнение длин поверхностного слоя для продольной (сплошная линия) 
 и радиальной геометрии. 
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Заключение 
Функции заданные неявным образом, а также 

величины связанные с ними исследовались с по-
мощью математического пакета MathCAD. И в ра-
диальной, и продольной геометрии в результате 
моделирования поверхностной реакционной диф-
фузии была получена система, состоящая из двух 
уравнений в частных производных параболическо-
го типа. Одно из уравнений имеет подвижную гра-
ницу, движение которой описывалось обыкновен-
ным дифференциальным уравнением. 

Благодаря оценкам параметров, полученных 
из экспериментов, удалось упростить полученную 
модель и найти решение в виде неявных функцио-
нальных зависимостей в случае продольной гео-
метрии. Для случая радиальной геометрии был по-
строен и реализован алгоритм численного решения. 
Их исследование показало, что сделанные предпо-
ложения позволили получить результат, качествен-
но верно передающий особенность поставленной 
задачи такие продвижение границы реакции с тече-
нием времени, независимость роста длины поверх-
ностного слоя от геометрии в начальные моменты 
времени. Также модели предсказывают при опре-

деленных значениях параметров разное соотноше-
ние предельных длин поверхностного слоя для 
продольной и радиальной геометрии, в том числе и 
наблюдаемые экспериментально. Однако сама мо-
дель позволяет получить лишь достаточно медлен-
ное движение поверхностного слоя (порядка 4τ , 
что хорошо видно, если построить соответствую-
щие графики в логарифмических координатах) и 
возможность квазистационарного состояния слоя, 
но не позволяет получить его полной остановки. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ, грант №07-01-96091-р_урал_а. 
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