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Рассмотрены линейно-квадратичные отображения, действующие в вещественных ли-
нейных конечномерных пространствах. Получены условия, необходимые и достаточные
для того, чтобы линейно-кваратичное отображение было гомеоморфизмом.
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1. Критерий гомеоморфности линейно-квадратичных отображений

Пусть заданы линейное отображение A :Rn→Rn и симметричное билинейное отображение
Q :Rn×Rn→Rn. Зададим отображение f :Rn→Rn по формуле

f(x) = Ax+Q[x, x] ∀x ∈ Rn. (1)

Отображения такого вида называются линейно-квадратичными. Цель настоящей работы –
получить условия, необходимые и достаточные для того, чтобы отображение f было гомео-
морфизмом.

Известная теорема Адамара (см., например, теорему 5.3.10 в [1]) утверждает, что если неко-
торое отображение g :Rn →Rn является непрерывно-дифференцируемым, в каждой точке

x∈Rn линейный оператор
∂g

∂x
(x) невырожден, и существует c>0 такое, что

∥∥∥∥∂g∂x(x)−1
∥∥∥∥≤ c

для любого x∈Rn, то g является гомеоморфизмом.
Предположения теоремы Адамара являются достаточными, но не необходимыми условия-

ми гомеоморфности гладких отображений. Далее мы покажем, что для линейно-квадратичных
отображений f необходимым и достаточным условием гомеоморфности является только невы-

рожденность производной отображения f, а условие ограниченности
∥∥∥∥∂f∂x (x)−1

∥∥∥∥ на Rn для

таких отображений может нарушаться.

Т е о р е м а 1. Пусть f :Rn→Rn – линейно-квадратичное отображение. Тогда отображе-
ние f является гомеоморфизмом тогда и только тогда, когда при любом x∈Rn линейный

оператор
∂f

∂x
(x) невырожден.

Д о к а з а т е л ь с т в о. I. Предположим, что при любом x∈Rn линейный оператор
∂f

∂x
(x) невырожден, и докажем, что f является гомеоморфизмом.
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Пусть для f имеет место представление (1). Тогда поскольку
∂f

∂x
(0) =A, то линейный

оператор A невырожден. Положим f̃(x) :=A−1f(x) и Q̃[x, u] :=A−1Q[x, u] для любых x, u∈
∈ Rn. В приведенных обозначениях

f̃(x) = x+ Q̃[x, x] ∀x ∈ Rn,

и, очевидно, при любом x∈Rn линейный оператор
∂f̃

∂x
(x) невырожден. Достаточно доказать,

что f̃ является гомеоморфизмом.
Докажем, что f̃ инъективно. Предположим противное, т. е., что для некоторых x, u∈Rn,

x ̸=u, выполняется равенство f(x)= f(u). Тогда x+ Q̃[x, x] =u+ Q̃[u, u] и, значит,

Q̃

[
x+ u

2
, x− u

]
=
u− x

2
.

Из последнего равенства получаем

∂f̃

∂x

(
x+ u

2

)
(x− u) = (x− u) + 2Q̃

[
x+ u

2
, x− u

]
= 0,

что противоречит предположению невырожденности производной отображения f̃ . Итак, до-
казано, что f̃ инъективно.

В [2] было показано, что любое инъективное полиномиальное отображение сюръективно.
Следовательно, f̃ сюръективно. Осталось доказать, что f̃−1 непрерывно.

Возьмем произвольную точку y ∈Rn и последовательность {yj} ∈Rn, сходящуюся к y.

Положим xj := f̃−1(yj) для каждого j, x := f̃−1(y). Покажем, что {xj} сходится к x. Для
произвольного ε> 0 обозначим замкнутую ε -окрестность точки x через Uε, а ее образ при
отображении f̃ – через Vε. Как известно (см., например, [2], §II.6.2, теорема 7), непрерыв-
ное инъективное отображение компакта на свой образ является гомеоморфизмом. А так как
x – внутренняя точка множества Uε, то по теореме Брауэра об инвариантности области
(см., например, теорему VI.9 в [4]) y – внутренняя точка множества Vε. Следовательно,
существует номер N такой, что yj ∈ Vε для любого j ≥N. Отсюда в силу инъективности
отображения f из равенства Uε = f̃−1(Vε) следует, что xj ∈ Uε для любого j ≥N. Зна-
чит, xj → x при j→∞, что доказывает непрерывность отображения f̃−1. Следовательно,
f̃ – гомеоморфизм, а, значит, и f является гомеоморфизмом.

II. Пусть отображение f, определенное формулой (1), является гомеоморфизмом. Дока-

жем, что при любом x∈Rn линейный оператор
∂f

∂x
(x) невырожден. Предположим противное,

т. е., что существует точка x∈Rn и ненулевой вектор h∈Rn такой, что
∂f

∂x
(x)h=0. Поскольку

∂f

∂x
(x)h = Ah+ 2Q[x, h],

то

f(x+ h) = A(x+ h) +Q[x+ h, x+ h] = Ah+ 2Q[x, h] +Ax+Q[x, x] +Q[h, h] = f(x) +Q[h, h],

и

f(x−h) = A(x−h)+Q[x−h, x−h] = −(Ah+2Q[x, h])+Ax+Q[x, x]+Q[h, h] = f(x)+Q[h, h],

и, значит, f(x−h)=f(x+h). Последнее противоречит тому, что f является гомеоморфизмом.
Полученное противоречие доказывает невырожденность линейного оператора ∂f

∂x (x) в каждой
точке x∈Rn. 2
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2. Обсуждение. Сравнение основного результата с теоремой Адамара

В связи с приведенным утверждением возникает естественный вопрос. Выполнены ли пред-
положения теоремы Адамара для линейно-квадратичных, но не линейных, отображений, удо-
влетворяющих предположениям теоремы 1? Отрицательный ответ на этот вопрос дает следу-
ющий пример.

П р и м е р 2. Пусть

f : R2 → R2, f(x) = (x1, x
2
1 + x2) ∀x = (x1, x2) ∈ R2.

Очевидно, отображение f является линейно-квадратичным и не является линейным. При
этом

∂f

∂x
(x) =

(
1 0

2x1 1

)
∀x ∈ R2,

и, значит, линейный оператор
∂f

∂x
(x) не вырождается ни при каком x∈R2. В то же время

∥∥∥∥∂f∂x (x)−1
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥( 1 0
−2x1 1

)∥∥∥∥ ≥
∣∣∣∣( 1 0

−2x1 1

)(
1
0

)∣∣∣∣ =√1 + 4x21 ∀x ∈ R2.

Следовательно,
∥∥∥∥∂f∂x (x)−1

∥∥∥∥ не ограничена на Rn.

В связи с приведенным примером зададимся еще одним вопросом. Выполнены ли предпо-
ложения теоремы Адамара для хотя бы одного линейно-квадратичного, но не линейного, отоб-
ражения, удовлетворяющего предположениям теоремы 1? Ответ на этот вопрос автору неиз-
вестен. Однако можно показать, что для достаточно широкого класса линейно-квадратичных
отображений, удовлетворяющего предположениям теоремы 1, предположения теоремы Ада-
мара не выполняются. Сделаем это.

Пусть заданы линейное над полем C отображение A :Cn→Cn и симметричное билинейное
над полем C отображение Q :Cn ×Cn →Cn. Зададим линейно-квадратичное отображение
f :Cn→Cn по формуле

f(x) = Ax+Q[x, x] ∀x ∈ Cn. (2)

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть при любом x∈Rn линейный оператор
∂f

∂x
(x) невырожден

(производная понимается в комплексном смысле). Тогда существует последовательность
{xk}⊂Cn такая, что ∥∥∥∥(∂f∂x (xk)

)−1∥∥∥∥→ ∞ при k → ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что линейный оператор A невырожден. Покажем,
что спектральный радиус σ(A−1Q[x, ·]) равен нулю при любом x∈Cn.

Предположим противное, т.е. существуют векторы x, h∈Cn и число λ∈C такие, что h ̸=0,
λ ̸=0 и A−1Q[x, h]=λh. Тогда A−1Q[−λ−1x, h]=−h, и, значит, для u :=−2−1λ−1x линейный
оператор 2A−1Q[u, ·] имеет своим собственным числом минус единицу. Следовательно, ли-
нейный оператор I +2A−1Q[u, ·] вырождается, а, значит, вырождается и линейный оператор
A+2Q[u, ·]. Последнее противоречит предположению невырожденности производной, так как
∂f

∂x
(u)=A+2Q[u, ·]. Таким образом, доказано, что σ(A−1Q[x, ·])= 0.
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Поскольку σ(A−1Q[x, ·])= 0, то(
∂f

∂x
(x)

)−1

=

(
A+ 2Q[x, ·]

)−1

=

(
I + 2A−1Q[x, ·]

)−1

A−1 =

n∑
j=0

(2A−1Q[x, ·])jA−1.

Возьмем вектор x такой, что Q[x, ·] ̸=0 (указанный вектор x существует, поскольку по пред-
положению предложения отображение Q является ненулевым). Положим xk := kx для нату-
ральных k. Обозначим через N наибольшее из всех чисел j=0, n такое, что (2A−1Q[x, ·])j ̸=0.
Имеем N > 0, так как линейный оператор Q[x, ·] является ненулевым. Тогда∥∥∥∥(∂f∂x (xk)

)−1∥∥∥∥= ∥∥ N∑
j=0

(2A−1Q[xk, ·])jA−1
∥∥ ≥

≥ kN
∥∥(2A−1Q[x, ·]A−1)N

∥∥− N−1∑
j=0

(kj∥(2A−1Q[x, ·])jA−1∥).

Поскольку коэффициент при kN отличен от нуля, то выражение в правой части неравенства
стремится к бесконечности при k→∞. Значит, последовательность {xk} является искомой.
2
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