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ËÅÊÖÈÎÍÍÛÅ È ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒÅÐÈÀËÛ

Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ1)

Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã.

Çàêàí÷èâàåòñÿ ïóáëèêàöèÿ êóðñà «Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ». Â
ýòîì íîìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ íå-
ñòàöèîíàðíûìè ðåãðåññîðàìè, ïîíÿòèå êîèíòåãðàöèè è åå ñâÿçü ñ VAR-
ïðåäñòàâëåíèåì ìíîãîìåðíîãî ïðîöåññà, òåñòèðîâàíèå íàëè÷èÿ êîèí-
òåãðàöèîííîé çàâèñèìîñòè, îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðè íàëè-
÷èè êîèíòåãðàöèè. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ñ êëàñòåðèçî-
âàííîé âîëàòèëüíîñòüþ, íàøåäøèå øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè àíàëèçå
ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ.

Ëåêöèÿ 14

Êîèíòåãðàöèÿ

Ðàññìîòðåííûå äî ñèõ ïîð ìåòîäû îöåíêè ADL-óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ
íåñêîëüêî ýêîíîìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ïðèìåíèìû òîëüêî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðÿ-
äîâ. Áîëåå òî÷íî, ïåðåìåííûå ìîãóò áûòü è íåñòàöèîíàðíûìè, íî òèïà TSP, òîãäà
â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ðåãðåññîðà â ïðàâóþ ÷àñòü ìîäåëè äîáàâëÿåòñÿ äî-
ïîëíèòåëüíàÿ îáúÿñíÿþùàÿ ïåðåìåííàÿ – ëèíåéíûé òðåíä, è îñíîâíûì ñïîñîáîì
îöåíèâàíèÿ îñòàåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Åñëè æå ïåðåìåííûå
ÿâëÿþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè òèïà DSP (ñîäåðæàò åäèíè÷íûé êîðåíü), òî, êàê ìû
óæå âèäåëè, âîçíèêàåò îïàñíîñòü êàæóùèõñÿ (spurious) ðåãðåññèé. Ðåêîìåíäóå-
ìûé äî ñèõ ïîð ïðèåì ñîñòîÿë â óñòðàíåíèè òðåíäà âçÿòèåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ðàçíîñòåé è äàëüíåéøèì ïîñòðîåíèåì ADL-ìîäåëè ìåæäó ïðåîáðàçîâàííûìè òà-
êèì îáðàçîì ïåðåìåííûìè.

Ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åííûå ìîäåëè îïèñûâàþò òîëüêî êðàò-
êîñðî÷íóþ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ýêîíîìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè. Óñòðàíèâ òðåíä, ìû,
ïî ñóòè, îòêàçûâàåìñÿ àíàëèçèðîâàòü äîëãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå ïåðåìåííîé è îò-
ðèöàåì âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ äîëãîñðî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ íåñòàöèîíàð-
íûõ ïåðåìåííûõ òèïà DSP. À ðåçóëüòàòû Íåëüñîíà è Ïëîññåðà ïîêàçûâàåò, ÷òî
áîëüøèíñòâî ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ îòíîñÿòñÿ èìåííî ê òèïó DSP [15].
Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àëî áû îòñóòñòâèå äîëãîñðî÷íûõ çàâèñèìîñòåé â ìàêðîýêî-

                                                          
1) Ïîäãîòîâëåíî ïðè ñîäåéñòâèè Íàöèîíàëüíîãî ôîíäà ïîäãîòîâêè êàäðîâ (ÍÔÏÊ) â

ðàìêàõ ïðîãðàììû «Ñîâåðøåíñòâîâàíèå ïðåïîäàâàíèÿ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ äèñöèï-
ëèí â âóçàõ».

Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã. – ïðîôåññîð, ê. ôèç.-ìàò. í., ïðîðåêòîð ÃÓ–ÂØÝ, çàâ. êàôåäðîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ýêîíîìåòðèêè.
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íîìèêå. Îäíîé èç ïîïûòîê ïðåîäîëåíèÿ ýòîãî ïðîòèâîðå÷èÿ áûëî ðàñøèðåíèå
Ïåððîíîì êëàññà TSP-ìîäåëåé çà ñ÷åò äîïóùåíèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîãî òðåíäà, ñ
÷åì ìû óæå ïîçíàêîìèëèñü. Êàðäèíàëüíûì ðåøåíèåì ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ââå-
äåííîå Ãðýíæåðîì è Ýíãëîì [6, 4] ïîíÿòèå êîèíòåãðàöèè.

Ïî ýòèìîëîãèè ýòîò òåðìèí îçíà÷àåò ñîâìåñòíóþ èíòåãðàöèþ, è äî ñèõ ïîð
ñîñóùåñòâóþò ïðàêòèêè åãî íàïèñàíèÿ ñ äåôèñîì è ñëèòíî. Íà÷íåì ñ íåñêîëüêèõ
ôîðìàëüíûõ îïðåäåëåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî ìû íàçûâàåì ïðîöåññ tx  èíòåãðèðîâàí-

íûì ïîðÿäêà d è îáîçíà÷àåì ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì: )(~ dIxt , åñëè ðÿä åãî êî-

íå÷íûõ ðàçíîñòåé ïîðÿäêà d ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì. Â ýòèõ òåðìèíàõ ñòàöèî-
íàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì íóëåâîãî ïîðÿäêà èíòåãðàöèè, à
ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå (ñ äðåéôîì èëè áåç) – ïîðÿäêà èíòåãðàöèè 1.

Ðàññìîòðèì äëÿ íà÷àëà äâà âðåìåííûõ ðÿäà ïåðâîãî ïîðÿäêà èíòåãðàöèè:
)1(~),1(~ IyIx tt , ò.å. îáà îíè èìåþò åäèíè÷íûé êîðåíü, ÿâëÿþòñÿ íåñòàöèîíàð-

íûìè ðÿäàìè òèïà DSP. Èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, ò.å. ñóììà ñ íåêîòîðûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè, )1(~ IyxZ ttt βα += , âîîáùå ãîâîðÿ, òîæå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì ïîðÿäêà

èíòåãðàöèè 1. Îäíàêî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîýôôèöèåíòû
),( βα , ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ ýòèìè êîýôôèöèåíòàìè îêàæåòñÿ ïðîöåññîì

íóëåâîãî ïîðÿäêà èíòåãðàöèè, ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì. È åñëè òàêàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñóùåñòâóåò, òî ðÿäû tx  è ty  íàçûâàþòñÿ êîèíòåãðèðîâàí-

íûìè, à âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè ),( βα  íàçûâàåòñÿ êîèíòåãðèðóþùèì âåêòîðîì.
Ýòî îïðåäåëåíèå ëåãêî îáîáùèòü íà îáùèé ñëó÷àé äâóõ ðÿäîâ ïîðÿäêà èíòåãðà-
öèè âûøå ïåðâîé.

Ïóñòü ïðîöåññû )(~),(~ dIydIx tt  èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê èíòåãðà-

öèè d. Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð ),( βα , òàêîé ÷òî )(~ bdIyx tt −+ βα , ãäå

0>b , òî ïðîöåññû tx  è ty  íàçûâàþòñÿ êîèíòåãðèðîâàííûìè. È ýòî çàïèñûâàåòñÿ

òàê: ),(~, bdCIyx tt . Ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç d èñõîäíûé ïîðÿäîê èíòåãðà-

öèè, à ÷åðåç b – íà ñêîëüêî ïîðÿäîê ïîíèæàåòñÿ. Èñõîäÿ èç òàêèõ îáîçíà÷åíèé, â
ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ìû ìîæåì çàïèñàòü )1,1(~, CIyx tt . Â ýòîì íàèáîëåå ðàñ-

ïðîñòðàíåííîì ñëó÷àå ÷àñòî îïóñêàþò ïàðàìåòðû â ñêîáêàõ, ò.å. ïèøóò ïðîñòî
CIyx tt ~, .

Îïðåäåëåíèå ëåãêî ìîæíî îáîáùèòü íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ïóñòü ìíîãî-
ìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ twr  èìååò ïîðÿäîê èíòåãðàöèè d: )(~ dIwt

r
, ò.å. âñå

êîìïîíåíòû âåêòîðà ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà èíòåãðàöèè
d, è ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà, êîòîðàÿ
èìååò ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ d–b (b>0). Òîãäà êîìïîíåíòû ïðîöåññà twr  íàçû-

âàþòñÿ êîèíòåãðèðîâàííûìè: )(~)( bdIwt
T −

rr
α , à âåêòîð α

r
 íàçûâàåòñÿ êîèíòåã-

ðèðóþùèì âåêòîðîì. Ïðàâäà, êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå
ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íåñêîëüêî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ.

Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ äâóõ ïðîöåññîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà èíòåãðàöèè. Íà ïåðâûé
âçãëÿä íåïîíÿòíî, êàêèì îáðàçîì ñóììèðîâàíèå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìîæåò ïî-
íèçèòü ïîðÿäîê èíòåãðàöèè. Îäíàêî èäåÿ ïîëó÷åíèÿ êîèíòåãðàöèè âåñüìà ïðîñòà.
Ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî íàïîìèíàåò ñëåäóþùóþ. Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî ó âàñ åñòü äâå
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ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíû. Âîîáùå ãîâîðÿ, èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òàêæå åñòü ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Îäíàêî áûâàþò òàêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ÷òî èõ íåêîòîðàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé âåëè÷èíîé. Íàïðèìåð,
îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Y êàê ñóììó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z è äåòåðìè-
íèðîâàííîé âåëè÷èíû. Òîãäà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Y è Z ñ
êîýôôèöèåíòàìè 1 è –1 ñîîòâåòñòâåííî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé
âåëè÷èíîé. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü ñî ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè. Ìîæåò
ñóùåñòâîâàòü èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé.

Ïðåæäå ÷åì àíàëèçèðîâàòü ôîðìàëüíûå ïîñëåäñòâèÿ îïðåäåëåíèÿ êîèíòå-
ãðàöèè è ðàçëè÷íûå ïðèìåðû, äàâàéòå ðàññìîòðèì, ÷òî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå
êîèíòåãðèðóþùèõ ïðîöåññîâ ñîäåðæàòåëüíî. Åñëè )1,1(~, CIyx tt , òî êàæäûé èç

ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì òèïà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, êîòîðûé èìååò ñòî-
õàñòè÷åñêèé òðåíä. À êîèíòåãðàöèÿ îçíà÷àåò, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèå òðåíäû ýòèõ
ïðîöåññîâ äâèæóòñÿ â óíèñîí äðóã ñ äðóãîì, ïîýòîìó åùå ãîâîðÿò, ÷òî îíè èìåþò
îáùèé ñòîõàñòè÷åñêèé òðåíä. Åñëè ïîïðîáîâàòü èçîáðàçèòü ýòî ñâîéñòâî ãðàôè÷å-
ñêè, òî ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèìâîëè÷åñêóþ êàðòèíêó:

X

Y

Ðèñ. 1.

Ãðàôèê äåìîíñòðèðóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâó-
ìÿ ýêîíîìè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè (ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ tt yx βα + ), êîòîðîå ÿâëÿåò-

ñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðîöåññîì. Ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ttt uxy += γ ,

ãäå tu  – ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ. Åñëè âçÿòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò îáåèõ

÷àñòåé, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ íå-
ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ tx  è ty  ñâÿçàíû äåòåðìèíèðîâàííûì ñîîòíîøåíèåì:

ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò äîëãîñðî÷íàÿ ñâÿçü. Âîò â ÷åì ñóùåñòâåííàÿ ðàçíèöà.
Êîèíòåãðàöèÿ ñîâìåñòèìà ñ ïîíÿòèåì äîëãîñðî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Õîòÿ êàæäûé èç
íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ «áëóæäàåò» ñëó÷àéíûì îáðàçîì, íàëè÷èå êîèíòåãðà-
öèè «çàñòàâëÿåò» èõ «áëóæäàòü» âìåñòå, íå óõîäÿ äàëåêî äðóã îò äðóãà. Ïîñêîëü-
êó òåðìèí «ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå» ïðîèñõîäèò èç øóòî÷íîé çàäà÷è îïèñàíèÿ òðà-
åêòîðèè äâèæåíèÿ ïüÿíîãî â ÷èñòîì ïîëå, ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü êîèíòåãðà-
öèþ êàê äâèæåíèå â ÷èñòîì ïîëå äâóõ ïüÿíûõ, ñâÿçàííûõ ýëàñòè÷íûì æãóòîì.
Êàæäûé äâèæåòñÿ ñàì ïî ñåáå, íî äàëåêî ðàçîéòèñü îíè íå ìîãóò.

Åñëè æå ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ äâóõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèî-
íàðíîé (ïðîöåññû íå êîèíòåãðèðîâàíû), òî îêðåñòíîñòü ëþáîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæ-
äó ïåðåìåííûìè íàáëþäàåòñÿ ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ. Ìû îòìå÷àëè, ÷òî îäíèì
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èç ñâîéñòâ íåñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî âîçðàñòàþùàÿ äèñïåð-
ñèÿ, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé âîçâðàùåíèå ê èñõîäíîé òî÷êå ñ âåðîÿòíîñòüþ íóëü è
óõîä îò íåå ñêîëü óãîäíî äàëåêî. È ïîýòîìó ãîâîðèòü î ðàâíîâåñíîì ñîîòíîøåíèè
áåññìûñëåííî ñ ñîäåðæàòåëüíîé è ñòàòèñòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ. Åñëè æå ñóùåñò-
âóåò ñòàöèîíàðíîå ñîîòíîøåíèå, òî ýêîíîìè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíî íàáëþäà-
åòñÿ î÷åíü ÷àñòî, è åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê äîëãîñðî÷íîå ðàâíîâåñèå. À åñ-
ëè íåò êîèíòåãðèðóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ, òî ïðîñòî áåññìûñëåííî íàçûâàòü ðàâíî-
âåñèåì òî çíà÷åíèå, ê êîòîðîìó ïðîöåññ ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå âåðíåòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ìå-
æäó ðàññìàòðèâàåìûìè âåëè÷èíàìè ñóùåñòâóåò äîëãîñðî÷íîå ðàâíîâåñèå. È òî-
ãäà îáùàÿ äèíàìèêà ïîâåäåíèÿ ïîêàçàòåëåé ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà íà äâå ñî-
ñòàâëÿþùèå: äîëãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå è êðàòêîñðî÷íîå ïîâåäåíèå. Ïðè÷åì äîëãî-
ñðî÷íîå ïîâåäåíèå îïèñûâàåòñÿ êîèíòåãðèðóþùèì ñîîòíîøåíèåì. Ïîñìîòðèì, êàê
îïèñûâàåòñÿ êðàòêîñðî÷íîå ïîâåäåíèå. Ïóñòü êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â íîðìèðîâàííîì âèäå ñëåäóþùèì îáðàçîì: ttt xy εγ += , ãäå

WNt ~ε  – áåëûé øóì. Ïîñêîëüêó )1(~, Iyx tt  ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè I(1), òî ïðî-

öåññû èõ ðàçíîñòåé tx∆  è ty∆  ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè òèïà )0(I , ò.å. ñòàöèîíàðíû-

ìè. Ñîäåðæàòåëüíî tx∆  è ty∆  îïèñûâàþò ñîáîé êðàòêîñðî÷íûå èçìåíåíèÿ èñõîä-

íûõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó óæå çíàêîìàÿ íàì ìîäåëü êîððåêöèè îøèáêàìè (ECM)

ttttt xyxy νγβα +−+∆⋅=∆ −− )( 11  ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ñòàöèîíàðíóþ âåëè÷è-

íó ty∆ , ñòàöèîíàðíóþ tx∆  è ñòàöèîíàðíîå êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå. Ïî-

ñêîëüêó âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðå-
òàöèÿ ìîäåëè êîððåêöèè îøèáêàìè ñîõðàíÿåòñÿ òàêîé æå, êàê åñëè áû ïåðåìåí-
íûå ty è tx  áûëè ñòàöèîíàðíûìè. Êðàòêîñðî÷íîå èçìåíåíèå ïåðåìåííîé ty  çàâè-

ñèò îò êðàòêîñðî÷íîãî èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé tx  è îò îòêëîíåíèÿ îò äîëãîñðî÷-

íîãî ðàâíîâåñèÿ â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Òî åñòü ââîäèòñÿ êîððåêöèÿ â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, íà ñêîëüêî ïåðåìåííûå îòêëîíèëèñü îò ñâîåãî äîëãîñðî÷íîãî
ðàâíîâåñèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ýêîíîìè÷åñêè òàêîé ïîäõîä îêàçàëñÿ î÷åíü ïëîäî-
òâîðíûì. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ìîæíî â îäíîì óðàâíåíèè ñîâìåñòèòü âìåñòå êðàòêî-
ñðî÷íîå è äîëãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå. Îòìåòèì, ÷òî ECM èìååò îäèí è òîò æå âèä
êàê äëÿ ñòàöèîíàðíûõ, òàê è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ, íî êîèíòåãðèðîâàííûõ ïåðå-
ìåííûõ.

Òåïåðü óáåäèìñÿ, ÷òî êîèíòåãðèðîâàííûå ïðîöåññû ñóùåñòâóþò. Ðàññìîò-

ðèì, ñëåäóÿ Ýíãëó è Ãðýíæåðó [4, p. 263], ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïóñòü ñëó÷àéíûå

ïðîöåññû tX  è tY  îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. ttt uYX =+ β , ttt YX να =+ .

Ïóñòü òàêæå ttt uu 11 ε+= −  è ttt 21 ερνν += − , ãäå tt и 21 εε  – íåêîððåëèðî-

âàííûå áåëûå øóìû. Ïðè óñëîâèè, ÷òî 1<ρ , tν  ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðî-

öåññîì, à tu  – ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì áåç äðåéôà. Äðóãèìè ñëîâàìè: )1(~ Iu t ,

)0(~ Itν . Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå tX  è tY  ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïðèâå-

äåííûìè óðàâíåíèÿìè. Îòìåòèì, ÷òî èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü òîëüêî

ïðè βα ≠ , òàê êàê èíà÷å ñèñòåìà ïðîòèâîðå÷èâà.

http://www.pdffactory.com


2003 ËÅÊÖÈÎÍÍÛÅ È ÌÅÒÎÄÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÀÒÅÐÈÀËÛ 83

Îïðåäåëèì ïîðÿäîê èíòåãðàöèè ïðîöåññîâ tX  è tY . Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì îò

ñòðóêòóðíîé ê ïðèâåäåííîé ôîðìå ìîäåëè, ò.å. ðàçðåøèì ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî

tX  è tY . Ïîëó÷àåì:

)1(~ IuX ttt ν
βα

β
βα

α
−

−
−

=

)1(~11 IuY ttt ν
βαβα −

+
−

−= .

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé èç ïðîöåññîâ tX  è tY  ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì ïåðâîãî

ïîðÿäêà èíòåãðàöèè. Â òî æå âðåìÿ, î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò èõ ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ tt YX α+ , ðàâíàÿ ñòàöèîíàðíîìó ïðîöåññó, ïîýòîìó îíè ÿâëÿþòñÿ êîèí-

òåãðèðîâàííûìè â ñìûñëå ðàíåå äàííîãî îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó )1,1(~, CIYX tt .

Ïðèâåäåííûé ïðîñòîé ïðèìåð ïîäñêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâî êîèíòåãðàöèè
ñâÿçàíî ñ ïðåäñòàâëåíèåì ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â âèäå ëèíåéíîé ìî-
äåëè. Îñîáåííî óäîáíûì îêàçàëîñü èñïîëüçîâàíèå VAR-ìîäåëè. Íàëè÷èå èëè îò-
ñóòñòâèå êîèíòåãðàöèè ìîæíî óñòàíîâèòü ïî çíà÷åíèÿì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîð-
íåé VAR-ìîäåëè.

Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ ìîäåëè VAR(1) äëÿ äâóìåðíîãî ïðîöåññà. Ñî-
õðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðåäûäóùåé ãëàâû, ðàññìîòðèì ìîäåëü



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
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
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43421
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Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû óæå èñïîëüçîâàëè ïðèâåäåíèå ñèñòåìû ê ïðîñòåé-
øåé ôîðìå, ïðèìåíÿÿ äèàãîíàëüíûé âèä ìàòðèöû 1A  äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñîáñò-
âåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû ðàçëè÷íû. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëÿåò
èñ÷åðïûâàþùå èññëåäîâàòü ñâîéñòâî êîèíòåãðàöèè.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïåðåéäåì ê öåíòðèðîâàííûì ïåðåìåííûì. Ïóñòü ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû 1A  ðàçëè÷íû: 21 λλ ≠ . Êàê è â ïðåäûäóùåé ëåêöèè,

îïðåäåëèì âåêòîð íîâûõ ïåðåìåííûõ ñîîòíîøåíèåì tt xCy rr 1−= , ãäå C – ìàòðèöà,
ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñò-
âåííûì ÷èñëàì 1λ  è 2λ  ñîîòâåòñòâåííî.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà äâà îòäåëüíûõ
óðàâíåíèÿ:

11
11

1
ttt yy ηλ += −
22

12
2

ttt yy ηλ += − ,

ãäå ÷åðåç tη
r

 îáîçíà÷åí ïðåîáðàçîâàííûé âåêòîðíûé áåëûé øóì.

Êàê ìû óæå óñòàíîâèëè ðàíåå, åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðå-
âûøàåò ïî ìîäóëþ åäèíèöó, òî õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà tyr  íå ïðèâî-

äèòñÿ ê ñòàöèîíàðíîìó ïðîöåññó âçÿòèåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàçíîñòåé. Íî òîãäà
ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò è êîìïîíåíòû ïðîöåññà txr , òàê êàê åãî êîìïîíåíòû ÿâ-
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ëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè êîìïîíåíò âåêòîðà tyr  (íàïîìíèì, ÷òî tt yCx rr
= ).

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé «âçðûâíîé» íåñòàöèî-
íàðíîñòè. Åñëè æå îáà êîðíÿ ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, òî êîìïîíåíòû ïðîöåñ-
ñà txr  ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè, è âîïðîñ î êîèíòåãðàöèè íå âîçíèêàåò.

Ïóñòü òåïåðü 11 =λ  è 12 <λ . Òîãäà )1(~1 Iy t , )0(~2 Iy t , è îáå êîìïî-

íåíòû âåêòîðà txr , êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïðîöåññîâ íóëåâîãî è ïåðâîãî ïî-

ðÿäêîâ èíòåãðàöèè, áóäóò ïåðâîãî ïîðÿäêà èíòåãðàöèè. Íî íåëüçÿ çàáûâàòü, ÷òî
ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå: êîìïîíåíòû âåêòîðà tyr  ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíà-

öèÿìè êîìïîíåíò âåêòîðà txr . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

ïðîöåññîâ 1
tx  è 2

tx , ïåðâîãî ïîðÿäêà èíòåãðàöèè êàæäûé, ÿâëÿþùàÿñÿ ñòàöèî-
íàðíûì ïðîöåññîì. Êîýôôèöèåíòû ýòîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåí-
òàìè âòîðîé ñòðîêè ìàòðèöû 1−C . Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïðîöåññû 1

tx  è
2
tx  êîèíòåãðèðîâàíû.

Â ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû ââåëè â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó 1AI −=Π  è îò-

ìåòèëè, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèö Π  è 1A  ñîâïàäàþò, à èõ ñîáñòâåííûå
÷èñëà äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî åäèíèöû. Ïîýòîìó óñëîâèå íàëè÷èÿ îäíîãî åäè-
íè÷íîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ó ìàòðèöû 1A  îçíà÷àåò íàëè÷èå îäíîãî íóëåâîãî ñîá-
ñòâåííîãî ÷èñëà ó ìàòðèöû Π , à ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó
åäèíèöå ðàíãà ìàòðèöû Π . Èñïîëüçóÿ äèàãîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû Π ,
ïîëó÷àåì:

( )2221
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2221

1211

22221

12111

2
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λ
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Çäåñü ÷åðåç ijc  îáîçíà÷åíû ýëåìåíòû ìàòðèöû C , à ÷åðåç ijc~  – ýëåìåíòû

ìàòðèöû 1−C . Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ìàòðèöà Π  ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå
(ôàêòîðèçîâàíà) äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö: âåêòîðà-ñòîëáöà íà âåêòîð-ñòðîêó,
ïðè÷åì âåêòîð-ñòðîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîèíòåãðèðóþùèé âåêòîð. Åùå ðàç
ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî ïðîñòî âòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû, îáðàòíîé ìàòðèöå, ñîñòàâ-
ëåííîé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû Π .

Ïóñòü òåïåðü 21 λλ = . Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ìû óæå óïîìèíàëè, ñóùåñòâóåò

íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà P, òàêàÿ ÷òî JPAP =−
1

1  è 1
1

−= PJPA , ãäå J  – æîð-

äàíîâà ìàòðèöà: 







=

λ
λ
0

1
J . Îïðåäåëèâ âåêòîð tt xPy rr 1−=  ( tt yPx rr

= ), ïîëó÷àåì

ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé:
12

1
1

11
1

tttt yyy ηλ ++= −−
22

12
2

ttt yy ηλ += − .

Ïðè 1<λ  âòîðîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü

AR(1), à ïåðâîå – ñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü ADL(1,1), è î êîèíòåãðàöèè ðå÷ü íå èäåò.
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Åñëè æå 1=λ , òî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 2
ty  ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì

áëóæäàíèåì, ò.å. )1(~2 Iy t . Ïîñêîëüêó ïåðâîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê âèäó
12

1
1

ttt yy η+=∆ − , òî äëÿ äîñòèæåíèÿ ñòàöèîíàðíîñòè íóæíî åùå ðàç âçÿòü ïîñëå-

äîâàòåëüíóþ ðàçíîñòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî )2(~1 Iy t . Ïîñêîëüêó tt yPx rr
= , åãî îáå

êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè ïîðÿäêà èíòåãðàöèè 2. Â òî æå âðåìÿ ñóùåñò-

âóåò èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (
2
ty ), ÷åé ïîðÿäîê èíòåãðàöèè ðàâåí 1. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ýòè êîìïîíåíòû êîèíòåãðèðîâàíû: )1,2(~, 21 CIxx . Îáà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà
ìàòðèöû Π  ðàâíû â ýòîì ñëó÷àå íóëþ, à åå ðàíã ðàâåí 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà
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 −
=Π −  òàêæå

ôàêòîðèçóåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö, è âòîðàÿ èç íèõ äàåò êî-
èíòåãðèðóþùèé âåêòîð.

Íàêîíåö, ïðè ðàâåíñòâå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìîæåò òåì íå ìåíåå ñóùåñòâî-
âàòü äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó ñîá-
ñòâåííîìó ÷èñëó. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû 1A  è Π  ïðèâîäÿòñÿ ê äèàãîíàëüíîé

ôîðìå, è ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðà tyr  ïðèíèìàåò âèä: 11
1

1
ttt yy η+= − ,

22
1

2
ttt yy η+= − . Îáå êîìïîíåíòû îòíîñÿòñÿ ê òèïó )1(I , ïîýòîìó îáå êîìïîíåíòû

âåêòîðà 1
tx  òàêæå îòíîñÿòñÿ ê òèïó )1(I , à êîèíòåãðèðóþùåé êîìáèíàöèè íåò.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Π  â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç îäíèõ íóëåé, è åå ðàíã ðàâåí 0.
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìîäåëè VAR(1) äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåê-

òîðà, ìàòðèöà 1A  èìååò 3 ñîáñòâåííûõ ÷èñëà, è íàáîð âîçìîæíîñòåé íåñêîëüêî

ðàñøèðÿåòñÿ. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà 11 <λ , 12 <λ , 13 =λ  è 12 λλ ≠ . Òîãäà

ìàòðèöà C  èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñóùåñòâóåò, è ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîì-
ïîíåíò âåêòîðà tyr  ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ:

11
11

1
ttt yy ηλ += −
22

12
2

ttt yy ηλ += −
33

1
3

ttt yy η+= − .

Î÷åâèäíî, ÷òî òðåòüÿ êîìïîíåíòà áóäåò òèïà )1(I , à äâå îñòàëüíûå – òèïà

)0(I . Ïîýòîìó âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà txr  áóäóò òèïà )1(I , â òî æå âðåìÿ äâå èõ

ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûì 1
ty  è 2

ty , áóäóò ñòàöèîíàð-

íûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåìåííûå 1
tx , 2

tx , 3
tx  êîèíòåãðèðîâàíû, è ñóùåñòâóåò

äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðà. Ýòè äâà âåêòîðà îïðåäåëÿ-

þò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî áóäåò êîèíòåãðèðóþùèì

âåêòîðîì. Ýòà ñèòóàöèÿ ïðåïÿòñòâóåò íåïîñðåäñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè êîèíòåã-

ðèðóþùèõ âåêòîðîâ êàê äîëãîñðî÷íûõ çàâèñèìîñòåé ìåæäó ïåðåìåííûìè, âåäü

òåïåðü òàêèõ ñîîòíîøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî.
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Ðàíã ìàòðèöû Π  ðàâåí 2 è âíîâü ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ. Íè÷åãî ïðèíöèïèàëüíî íå ìåíÿåò ñëó÷àé, êîãäà

21 λλ = . Â ýòîì ñëó÷àå 3
ty  ïî-ïðåæíåìó ïðîöåññ òèïà )1(I , 2

ty  – òèïà )0(I , à
1
ty  îïðåäåëÿåòñÿ ìîäåëüþ ADL(1, 1) è òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, ò.å. òèïà

)0(I . Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà txr  ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè òèïà )1(I , à ïåðåìåííûå
2
ty  è 3

ty  ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè êîìáèíàöèÿìè êîìïî-

íåíò âåêòîðà txr , ò.å. ñóùåñòâóåò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîèíòåãðèðóþùèõ

âåêòîðà.
Ìàòðèöà Π  ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ëèáî ê äèàãîíàëüíîìó âèäó:
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×åðåç 















1  è 
















2 îáîçíà÷åíû ïåðâûé è âòîðîé ñòîëáöû ìàòðèöû Ñ èëè P, à

÷åðåç ( )1  è ( )2  – ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè ìàòðèöû 1−C  èëè 1−P .

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìàòðèöà Π  ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö
ðàçìåðíîñòüþ )( rn ×  è )( nr ×  ñîîòâåòñòâåííî, ãäå n – ðàçìåðíîñòü âåêòîðà txr , à r –

ðàíã ìàòðèöû Π . Ïðè ýòîì ñòðîêè âòîðîé èç ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ êîèíòåãðèðóþùèìè
âåêòîðàìè. Â ëèòåðàòóðå ïî÷åìó-òî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ýòè ìàòðèöû ñòðî÷íûìè

ãðå÷åñêèìè áóêâàìè α  è Tβ , è ôàêòîðèçàöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå Tαβ=Π .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 121 == λλ , à 13 <λ . Åñëè ïðè ýòîì

êðàòíîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 11 =λ  ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäèí ñîáñòâåííûé âåê-

òîð, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðà tt xPy rr 1−=  ïðèíèìàåò âèä:

12
1

1
1

1
tttt yyy ε++= −−

22
1

2
ttt yy ε+= −

33
13

3
ttt yy ελ += − .
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Î÷åâèäíî, ÷òî )0(~3 Iy t , )1(~2 Iy t , )2(~1 Iy t . Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà txr

îòíîñÿòñÿ òîãäà ê òèïó )2(I , è ñóùåñòâóþò äâå êîèíòåãðèðóþùèå ëèíåéíûå êîì-

áèíàöèè. Îäíà èç íèõ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
2
ty , ïîíèæàåò ïîðÿäîê èíòåãðàöèè äî 1,

à âòîðàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
3
ty , ïîíèæàåò ïîðÿäîê äî 0. Ðàíã ìàòðèöû Π  ðàâåí 2,

åå ôàêòîðèçàöèÿ â âèäå Tαβ=Π  îïÿòü èìååò ìåñòî.
Åñëè æå êðàòíîìó åäèíè÷íîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò äâà

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà, òî VAR-ìîäåëü äëÿ âåêòîðà tyr  ðàñ-

ïàäàåòñÿ íà óðàâíåíèÿ äëÿ îòäåëüíûõ êîìïîíåíò.

11
1

1
ttt yy ε+= −
22

1
2

ttt yy ε+= −
33

13
3

ttt yy ελ += − .

Òîãäà )0(~3 Iy t , 2
ty , )1(~1 Iy t . Êîìïîíåíòû âåêòîðà txr  áóäóò ïðîöåññàìè

òèïà )1(I , è ñóùåñòâóåò ëèøü îäíà êîèíòåãðèðóþùàÿ êîìáèíàöèÿ, ñîîòâåòñò-

âóþùàÿ 
3
ty . Ðàíã ìàòðèöû Π  ðàâåí 1, è îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà-ñòîëáöà íà âåêòîð-ñòðîêó, êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ êîèíòåãðè-
ðóþùèì âåêòîðîì.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà 1321 === λλλ . Ýòîìó òðåõêðàòíîìó

ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäèí, äâà èëè òðè ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà. Åñëè òàêîé âåêòîð îäèí, òî äëÿ âåêòîðà tyr  ïîëó÷àåòñÿ

ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:
12

1
1

1
1

tttt yyy η++= −−
23

1
2

1
2

tttt yyy η++= −−
33

1
3

ttt yy η+= − .

Êîìïîíåíòà )1(~3
1 Iy t − , êîìïîíåíòà )2(~2

1 Iy t − , è êîìïîíåíòà )3(~1
1 Iy t − .

Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà txr  áóäóò òèïà )3(I , è ñóùåñòâóåò äâå êîèíòåãðèðóþùèå

êîìáèíàöèè, èìåþùèå ïîðÿäîê èíòåãðàöèè 2 (ñîîòâåòñòâóåò 2
ty ) è 1 (ñîîòâåòñò-

âóåò 3
ty ). Ðàíã ìàòðèöû Π  âíîâü ðàâåí ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîèíòåãðè-

ðóþùèõ âåêòîðîâ, ò.å. äâóì.
Åñëè ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóåò äâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðà, òî äëÿ

âåêòîðà tyr  ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:
12

1
1

1
1

tttt yyy η++= −−
22

1
2

ttt yy η+= −
33

1
3

ttt yy η+= − .

Êîìïîíåíòû )1(~, 3
1

2
1 Iyy tt −−  è êîìïîíåíòà )2(~1

1 Iy t − . Âñå êîìïîíåíòû

âåêòîðà txr  áóäóò òèïà )2(I , è ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà êîèíòåãðèðóþùàÿ êîìáè-
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íàöèÿ ïîðÿäêà èíòåãðàöèè 1 (ñîîòâåòñòâóåò 2
ty ). Ðàíã ìàòðèöû Π  âíîâü ðàâåí

÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ, ò.å. åäèíèöå.
Íàêîíåö, åñëè ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ñîîòâåòñòâóþò òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ñîáñòâåííûõ âåêòîðà, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ âåêòîðà tyr  ðàñïàäàåòñÿ íà 3 îò-

äåëüíûõ óðàâíåíèÿ:
11

1
1

ttt yy η+= −
22

1
2

ttt yy η+= −
33

1
3

ttt yy η+= − .

Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà tyr  ÿâëÿþòñÿ èíòåãðèðîâàííûìè ïðîöåññàìè ïîðÿä-

êà 1. Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà txr  òàêæå áóäóò òèïà )1(I , è íå ñóùåñòâóåò íè îä-

íîé êîèíòåãðèðóþùåé êîìáèíàöèè. Ðàíã ìàòðèöû Π , ñîñòîÿùåé òåïåðü èç îäíèõ íó-
ëåé, âíîâü ðàâåí ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ, ò.å. íóëþ.

Îêàçûâàåòñÿ, ðåçóëüòàò ðàññìîòðåíèÿ óäîáíåå è ýëåãàíòíåå âûðàçèòü â òåð-
ìèíàõ ðàíãà ìàòðèöû Π , ÷åì â êîëè÷åñòâå åäèíè÷íûõ êîðíåé ìàòðèöû 1A . Ìû
ôàêòè÷åñêè óñòàíîâèëè, ÷òî åñëè äâóìåðíûé èëè òðåõìåðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
èìååò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ìîäåëè VAR(1) è ñðåäè åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êîð-
íåé íè îäèí ïî ìîäóëþ íå ïðåâûøàåò åäèíèöû, òî êîëè÷åñòâî êîèíòåãðèðóþùèõ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ìåæäó êîìïîíåíòàìè ïðîöåññà â òî÷íîñòè ðàâíî
ðàíãó ìàòðèöû 1AI −=Π . Ïðè ýòîì âîâñå íå îáÿçàòåëüíî ïîëüçîâàòüñÿ VAR-ìî-
äåëüþ, âàæíî ëèøü, ÷òîáû ìíîãîìåðíûé ïðîöåññ äîïóñêàë VAR(1) ïðåäñòàâëåíèå.
Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû Π  ðàâåí ÷èñëó íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ýòîé ìàòðèöû.

Îñòàëîñü îáîáùèòü ýòîò âûâîä íà ñëó÷àé ïðîöåññà ëþáîé ðàçìåðíîñòè è
îáùóþ ìîäåëü VAR(p). Îáîáùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ïðîöåññ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî
èç öåïî÷êè ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé. È, íàêîíåö, ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ìî-
äåëè :VAR(p)  tptptt yAyAy ε

rrrr
+++= −− ...11 . Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â

äðóãîì âèäå ïîñëå òàêèõ æå ïðåîáðàçîâàíèé, êàê è ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ ADF-
òåñòà:

tptpttt yByByy ε
rrrrr

+∆++∆+Π−=∆ +−−−− 11111 ... .

Çäåñü ìàòðèöà pAAAI −−−−=Π ...21 , à ìàòðèöû 11 ,.., −pBB  âûðàæàþòñÿ ÷å-

ðåç ìàòðèöû pAA ,...,1  ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∑
+=

−=
p

ji
ij AB

1

. Äîêàçàòåëüñòâî òîãî,

÷òî íàëè÷èå êîèíòåãðàöèè ñâÿçàíî ñ âûðîæäåííîñòüþ ìàòðèöû Π , èëè, áîëåå
òî÷íî, ÷òî êîëè÷åñòâî êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ â òî÷íîñòè ðàâíî ðàíãó ìàòðè-
öû Π, òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ áëî÷íûõ ìàòðèö è îñòàíåòñÿ çà ðàìêàìè íàøåãî
êóðñà. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, äëÿ p = 2 â ó÷åáíèêå Äæîíñòîíà è
Äè Íàðäî [12]. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â ñòàíäàðòíîì ñâåäåíèè ñèñòå-
ìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà p  äëÿ n  ïåðåìåííûõ ê ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, íî äëÿ pn  ïåðåìåííûõ. Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàííîé
ñèñòåìû îáëàäàåò áëî÷íîé ñòðóêòóðîé, à õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èñõîäíîé
è ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåì ñîâïàäàþò. Ýòà ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà è ÿâëÿåòñÿ íàè-
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áîëåå ñëîæíîé òåõíè÷åñêè. Äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, êàê ìû óæå óïîìèíàëè, õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä: 0)...det( 1

1 =−−− −
p

pp AAI λλ . Ñëåäîâà-

òåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå åäèíè÷íîãî êîðíÿ ó èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíî
ñóùåñòâîâàíèþ íóëåâîãî êîðíÿ ó âûøåïðèâåäåííîé ìàòðèöû Π . Ñ ïîìîùüþ ðàñ-
ñóæäåíèé, àíàëîãè÷íûõ ïðîâåäåííûì âûøå, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ-
÷åíèþ. Ðàíã ìàòðèöû pAAAI −−−−=Π ...21  ðàâåí ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ. Ýòîò ïîêàçàòåëü ïðèíÿòî íàçûâàòü êîèíòåãðèðóþ-
ùèì ðàíãîì.

Èòàê, åñëè ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà tyr  ñóùåñòâóþò êîèíòåãðèðóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ, òî èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî êîëè÷åñòâó íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë
ìàòðèöû Π , ïðè÷åì íå âñå êîèíòåãðèðóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äàþò ñòàöèîíàðíûå
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè.

Ëåêöèÿ 15

Êîèíòåãðàöèîííàÿ ðåãðåññèÿ è òåñòèðîâàíèå êîèíòåãðàöèè

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè êîèíòåãðàöèþ êàê íåêîòîðîå ñóãóáî òåîðåòè-
÷åñêîå ñâîéñòâî. Ïîñìîòðèì, ÷òî ìåíÿåò íàëè÷èå ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ îöåíèâàíèÿ
ðåãðåññèé ñ íåñòàöèîíàðíûìè ïåðåìåííûìè. Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåííîìó â ïðå-
äûäóùåé ëåêöèè ïðèìåðó Ãðýíæåðà è Ýíãëà: ñëó÷àéíûå ïðîöåññû tX  è tY  îïðå-

äåëåíû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: ttt uYX =+ β , ttt YX να =+ , ãäå ttt uu 11 ε+= − ,

è ttt 21 ερνν += −  ( tt 21 εε и  – íåêîððåëèðîâàííûå áåëûå øóìû). Ìû óæå óñòàíî-

âèëè, ÷òî tX  è tY  êîèíòåãðèðîâàíû. Ïóñòü ó íàñ åñòü âûáîðêà îáúåìà T èç îáåèõ

ïåðåìåííûõ. Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü îáû÷íóþ ðåãðåññèþ tX  íà tY  ìåòîäîì íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Êàê ìû ïîìíèì, â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò îïàñíîñòü ïîëó-
÷èòü â ðåçóëüòàòå êàæóùóþñÿ ðåãðåññèþ. Óäèâèòåëüíàÿ âåùü çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî tX  è tY  ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññàìè òèïà )1(I , îêàçû-

âàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ïðîöåññû êîèíòåãðèðîâàíû, îöåíêà ÌÍÊ êîýôôèöèåí-
òîâ ðåãðåññèè ñòàíîâèòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé. È ìîæíî, íåñìîòðÿ íà íåñòàöèîíàðíîñòü
ïåðåìåííûõ, ïðèìåíÿòü îáû÷íûå ðåãðåññèîííûå ìåòîäû.

Äàâàéòå ïîñìîòðèì, ïî÷åìó ýòî òàê. Îöåíêà êîýôôèöèåíòà íàêëîíà â ðåã-

ðåññèè ttt YX εγα ++=  áóäåò âûðàæåíà èçâåñòíûì âûðàæåíèåì 
∑

∑=
Λ

2
t

tt

y
yx

γ . Ïî-

ñêîëüêó ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îáåèõ ïåðåìåííûõ ðàâíû íóëþ, ìîæíî çàìå-
íèòü â ýòîì âûðàæåíèè ñòðî÷íûå áóêâû ïðîïèñíûìè. Èñïîëüçóåì ïðèâåäåííóþ
ôîðìó íàøåé ñèñòåìû:

ttt uX ν
βα

β
βα

α
−

−
−

=

ttt uY ν
βαβα −

+
−

−=
11 .
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Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ñëóöêîãî è òîò ôàêò, ÷òî äèñïåðñèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðî-
öåññà tv  ïîñòîÿííà, à äèñïåðñèÿ ïðîöåññà ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ tu  ñòðåìèòñÿ ê

áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷èì:

α
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ν
βαβα

ν
βαβα

ν
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β
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α
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+
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∑
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T
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)var()var(
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Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà ÌÍÊ êîýôôèöèåíòà íàêëîíà ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëü-
íîé îöåíêîé íîðìèðîâàííîãî êîèíòåãðèðóþùåãî ñîîòíîøåíèÿ. Áîëåå òîãî, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè îöåíêè âûøå, ÷åì â ñëó÷àå îöåíêè ÌÍÊ äëÿ
ñòàöèîíàðíûõ ðåãðåññèé [22]. Ïîñêîëüêó äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ðàñòåò
ïðîïîðöèîíàëüíî ,T  ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðè íàëè÷èè êîèíòåãðàöèè ïðîïîðöèî-

íàëüíà 
T
1 , â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåãðåññîðîâ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

ïðîïîðöèîíàëüíà òîëüêî 
T
1 . Ýòî ñâîéñòâî îöåíîê ÌÍÊ ïðè íàëè÷èè êîèíòåãðà-

öèè íàçûâàþò ñóïåðñîñòîÿòåëüíîñòüþ.
Îäíàêî ðåãðåññèÿ tX  íà tY  èñïîëüçóåò íå âñþ èíôîðìàöèþ, ñîäåðæàùóþñÿ

â èñõîäíîé ìîäåëè. Óìíîæèì âòîðîå èç óðàâíåíèé ïðèâåäåííîé ôîðìû íà α  è
ñëîæèì ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì. Ïîëó÷èì 1−==+ tttt YX ρυυα . Ñòàíäàðòíûì îá-

ðàçîì ïîëó÷àåì:

ttttttt YXYX 2111 )( ερυυαρα =−=+−+ −−− ,

èëè ttttt YXYX 211 ))(1( εαρα ++−+∆−=∆ −− .

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óæå çíàêîìóþ íàì ìîäåëü êîððåêöèè
îøèáêàìè, â êîòîðîì êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå èãðàåò ðîëü äîëãîñðî÷íîãî
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðåìåííûìè. Ýòà ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ADL(1,1) c
íåñòàöèîíàðíûìè ðåãðåññîðàìè, à èìåííî: ttttt YYXX 211 ερααρ +−−= −− . Ïî-

íÿòíî, ÷òî ECM è ADL(1,1) ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðèçàöèÿìè îäíîé è òîé
æå ìîäåëè. Ïðè ýòîì, åñëè îöåíèâàòü ìîäåëü â âèäå ECM ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ, òî êàê îáúÿñíÿåìàÿ ïåðåìåííàÿ tX∆ , òàê è ðåãðåññîðû tY∆  è

)( 11 −− + tt YX α  ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. Ïîýòîìó îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ECM-

ïðåäñòàâëåíèÿ çàâåäîìî ñîñòîÿòåëüíû. Ïîñêîëüêó îöåíêè ADL-ïðåäñòàâëåíèÿ
îäíîçíà÷íî ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ÷åðåç îöåíêè ECM-ïðåäñòàâëåíèÿ, îíè òàêæå ñî-
ñòîÿòåëüíû.

Îáùèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé Ñèìñîì, Ñòîêîì è Óîòñîíîì [21], ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì. Åñëè ïðè íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçàöèè ìîäåëè ïàðàìåòð ìîæåò áûòü
âûðàæåí êàê êîýôôèöèåíò ïðè ïåðåìåííîé òèïà )0(I , îáû÷íûå òåñòîâûå ñòàòè-
ñòèêè äëÿ ýòîãî êîýôôèöèåíòà àñèìïòîòè÷åñêè ñïðàâåäëèâû. Áîëåå òîãî, åñëè
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ïðè íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçàöèè ìîäåëè ïîäìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ êî-
ýôôèöèåíòàìè ïðè ïåðåìåííûõ òèïà )0(I , îáû÷íûå òåñòîâûå ñòàòèñòèêè äëÿ
ýòîãî ïîäìíîæåñòâà êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòè÷åñêè ñïðàâåäëèâû. Äîêàçàòåëüñò-
âî ýòîãî ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîãî ðåçóëüòàòà âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà. Îáðà-
òèòå âíèìàíèå, ÷òî äëÿ ïðèìåíèìîñòè îáû÷íûõ òåñòîâûõ ïðîöåäóð è òàáëèö ðàñ-
ïðåäåëåíèé äîñòàòî÷íî ïðèíöèïèàëüíîé âîçìîæíîñòè ïîäõîäÿùåé ïàðàìåòðèçà-
öèè, âîâñå íå òðåáóåòñÿ îöåíèâàòü êîýôôèöèåíòû èìåííî ýòîé ïàðàìåòðèçàöèè.
Íàïðèìåð, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îöåíêè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ECM è ADL
ïðåäñòàâëåíèé àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, åñëè ïåðåìåííûå êîèíòåãðèðîâàíû.
Âïðî÷åì, â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ ýêâèâàëåíòíîñòü íå ãàðàíòèðîâàíà, è ñóùåñòâóåò
îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, ãäå îáñóæäàþòñÿ ïðåèìóùåñòâà òîé èëè èíîé ïàðàìåòðè-
çàöèè â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ.

Îáùèé âûâîä òàêîâ: îäíè è òå æå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ è äèàãíîñòè÷åñêèå
ïðîöåäóðû ïðèìåíèìû êàê äëÿ ñòàöèîíàðíûõ, òàê è äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ðåãðåñ-
ñîðîâ òèïà )1(I , åñëè ïîñëåäíèå êîèíòåãðèðîâàíû. Ïîýòîìó êëþ÷åâûì âîïðîñîì
ÿâëÿåòñÿ òåñòèðîâàíèå íàëè÷èÿ êîèíòåãðàöèè íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. Ïåðâàÿ
òåñòîâàÿ äâóõøàãîâàÿ ïðîöåäóðà áûëà ïðåäëîæåíà Ýíãëîì è Ãðýíæåðîì [4]. Ðàñ-
ñìîòðèì åå íà ïðèìåðå ðåãðåññèè ìåæäó äâóìÿ ðÿäàìè òèïà )1(I .

1 øàã. Óáåæäàåìñÿ, ÷òî îáà ðåãðåññîðà îòíîñÿòñÿ ê òèïó )1(I . Ñòðîèì îáû÷-

íóþ ðåãðåññèþ ïåðåìåííîé tX  íà ïåðåìåííóþ tY  ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

2 øàã. Ïðîâåðÿåì îñòàòêè ðåãðåññèè íà ñòàöèîíàðíîñòü. Åñëè îñòàòêè ÿâ-

ëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûì âðåìåííûì ðÿäîì, òî ïðîöåññû tX  è tY  êîèíòåãðèðîâàíû.

Åñëè æå îñòàòêè îòíîñÿòñÿ ê òèïó )1(I , òî êîèíòåãðàöèÿ îòñóòñòâóåò. Åñëè ïðî-

öåññû êîèíòåãðèðîâàíû, òî ðåãðåññèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà ïåðâîì øàãå, íàçûâàåòñÿ

êîèíòåãðèðóþùåé (cointegrating regression).
Äëÿ ïðîâåðêè ïîðÿäêà èíòåãðàöèè îñòàòêîâ àâòîðû ïðåäëîæèëè ïðèìåíÿòü

òåñò Äèêêè–Ôóëëåðà, íî êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ òàáëèö ýòîãî òåñòà â äàííîì ñëó-
÷àå íå ãîäÿòñÿ. Âñïîìíèòå, ÷òî òàáëèöû ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ
Ìîíòå–Êàðëî äëÿ ñãåíåðèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Â ýòîì æå ñëó÷àå
èññëåäóåìûé ïðîöåññ ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàä-
ðàòîâ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ «îöåíåííûì». Â ÷àñòíîñòè, ñóììà îøèáîê ðàâíà 0. Òàáëèöû
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé äëÿ ïðîöåäóðû Ýíãëà–Ãðýíæåðà áûëè ïðèâåäåíû â ðàáîòå
Ìàê-Êèííîíà [14]. Îíè áîëüøå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, ÷åì êðèòè÷åñêèå çíà÷å-
íèÿ ñòàòèñòèêè Äèêêè–Ôóëëåðà µτ  äëÿ òîãî æå óðîâíÿ çíà÷èìîñòè. Äðóãèìè

ñëîâàìè, êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ òåñòà íà íàëè÷èå êîèíòåãðàöèè ëåæàò ëåâåå êðè-
òè÷åñêèõ çíà÷åíèé òåñòà Äèêêè–Ôóëëåðà. Íàïðèìåð, íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 5%
äëÿ T=100, îòñóòñòâèÿ ëàãîâ è òðåíäà â ìîäåëè êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå äëÿ òåñòà
Äèêêè–Ôóëëåðà ðàâíî –1,945, à äëÿ òåñòà íà íàëè÷èå êîèíòåãðàöèè ñîîòâåòñò-
âóþùåå çíà÷åíèå ðàâíî –3,396. Ïîñêîëüêó íóëåâàÿ ãèïîòåçà çàêëþ÷àåòñÿ â íàëè-
÷èè åäèíè÷íîãî êîðíÿ ó ðÿäà îñòàòêîâ, ò.å. â îòñóòñòâèè êîèíòåãðàöèè, êðèòè-
÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñìåùåíû â ñòîðîíó ãèïîòåçû î íàëè÷èè êîèíòåãðàöèè. Â âûøå-
óïîìÿíóòîé ðàáîòå Ìàê-Êèííîí ïðåäëîæèë àïïðîêñèìèðóþùóþ ôîðìóëó äëÿ
ðàñ÷åòà êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë, êîòîðàÿ è èñïîëüçóåòñÿ â áîëüøèíñòâå ñïåöèàëèçè-
ðîâàííûõ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì. Ýòà àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ íîñèò íàç-
âàíèå ïîâåðõíîñòè îòêëèêà è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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ãäå ),( TC α  – îäíîñòîðîííÿÿ α -ïðîöåíòíàÿ òî÷êà äëÿ âûáîðêè ðàçìåðà T, 0k  –

àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû, à äâà âòîðûõ ñëàãàåìûõ âû-
ðàæàþò ïîïðàâêè íà êîíå÷íîñòü âûáîðêè. Ìàê-Êèííîí ïðèâåë òàáëèöó çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ ïîâåðõíîñòè îòêëèêà 210 ,, kkk  â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà íàáëþäåíèé T

è êîëè÷åñòâà ðåãðåññîðîâ â òåñòîâîì óðàâíåíèè áåç ó÷åòà êîíñòàíòû. Âêëþ÷åíèå
è íåâêëþ÷åíèå ëèíåéíîãî òðåíäà â èñõîäíîå óðàâíåíèå ðåãðåññèè äàåò äâà íàáîðà
òàáëèö êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé.

Ëèíåéíûé òðåíä òàêæå ìîæåò áûòü äîáàâëåí â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíî-
øåíèå, ÷òî òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ òàáëèö. Íåîáõîäèìîñòü âêëþ÷åíèÿ ëèíåéíîãî
òðåíäà â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå ìîæåò âîçíèêíóòü â ñëåäóþùåì ñëó÷àå.
Èññëåäîâàíèå íåñòàöèîíàðíîñòè ADF-òåñòîì ìîæåò ïîêàçàòü íàëè÷èå äåòåðìè-
íèðîâàííîãî òðåíäà è åäèíè÷íîãî êîðíÿ îäíîâðåìåííî ó îäíîé èç èññëåäóåìûõ
ïåðåìåííûõ. Åñëè âòîðàÿ ïåðåìåííàÿ (èëè íå âñå èç ïåðåìåííûõ â îáùåì ñëó÷àå)
íå ñîäåðæèò äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä, ñëåäóåò âêëþ÷èòü åãî â êîèíòåãðèðóþ-
ùåå ñîîòíîøåíèå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî îáåñïå÷èòü «áàëàíñ» ñëàãàåìû-
ìè ðàçëè÷íîãî òèïà â êîèíòåãðèðóþùåì óðàâíåíèè. Åñëè áîëåå ÷åì îäíà ïåðå-
ìåííàÿ ñîäåðæèò íàðÿäó ñ åäèíè÷íûì êîðíåì äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä, òî ýòè
äåòåðìèðîâàííûå òðåíäû ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïåíñèðîâàòü äðóã äðóãà. Íî
÷òîáû äîïóñòèòü âîçìîæíîñòü îòñóòñòâèÿ òàêîé êîìïåíñàöèè è òåñòèðîâàòü åå,
ñëåäóåò âñå æå âêëþ÷èòü äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíî-
øåíèå. Ñèòóàöèþ, êîãäà äâå ïåðåìåííûå îáå ñîäåðæàò äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä,
è ýòè òðåíäû êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà, èíîãäà íàçûâàþò äåòåðìèíèðîâàííîé
êîèíòåãðàöèåé.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà ýêîíîìè÷åñêàÿ òåîðèÿ
ïðåäïèñûâàåò îïðåäåëåííûé êîýôôèöèåíò â äîëãîñðî÷íîì ñîîòíîøåíèè (ðàâíî-
âåñèè). Íàïðèìåð, â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ïîòðåáëåíèÿ ïî Êåéíñó ïðåäïîëàãàåòñÿ
åäèíè÷íàÿ äîëãîñðî÷íàÿ ýëàñòè÷íîñòü ïîòðåáëåíèÿ ïî ðàñïîëàãàåìîìó äîõîäó.
Äëÿ äàííûõ, âûðàæåííûõ â ëîãàðèôìàõ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàì çàðàíåå èçâåñòåí
êîèíòåãðèðóþùèé âåêòîð (1 –1). Â ýòîì ñëó÷àå íà ïåðâîì øàãå ïðîöåäóðû Ýíã-
ëà–Ãðýíæåðà íåò íóæäû îöåíèâàòü ðåãðåññèþ, è îñòàòêè ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòî âû-
÷èòàíèåì ïåðåìåííûõ. Òåïåðü ïðîâåðêà ãèïîòåçû î íàëè÷èè êîèíòåãðàöèè ìîæåò
áûòü ïðîâåäåíà íåïîñðåäñòâåííî ïî òàáëèöàì òåñòà Äèêêè–Ôóëëåðà, òàê êàê îñ-
òàòêè áîëåå íå ÿâëÿþòñÿ «îöåíêîé».

Åñëè òåñò Ýíãëà–Ãðýíæåðà ïîêàçàë íàëè÷èå êîèíòåãðàöèè, òî âîçìîæíî
îïèñàòü â ìîäåëè íå òîëüêî äîëãîñðî÷íîå ðàâíîâåñèå, íî è äèíàìèêó äâèæåíèÿ ê
ýòîìó äîëãîñðî÷íîìó ðàâíîâåñèþ. Äëÿ ýòîãî ðàçóìíî äîáàâèòü â èñõîäíóþ ðåãðåñ-
ñèþ äîïîëíèòåëüíûé ðåãðåññîð – êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå â ïðåäûäóùèé
ìîìåíò âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ñòðîèì Error correction model. Îáðàòèòå
âíèìàíèå, íàñêîëüêî ïîëåçíåé ýòîò ïîäõîä ïîäõîäà Áîêñà–Äæåíêåíñà, èç êîòîðî-
ãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðîöåññû îêàçûâàþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè òèïà )1(I , òî âî èç-

áåæàíèå êàæóùåéñÿ ðåãðåññèè ìû ñòðîèì ðåãðåññèþ ïåðâîé ðàçíîñòè tX∆  íà ïåð-

âóþ ðàçíîñòü tY∆ . Ïðè ïåðåõîäå ê ðàçíîñòÿì âñÿêàÿ èíôîðìàöèÿ î äîëãîñðî÷íîé

âçàèìîñâÿçè ðÿäîâ òåðÿåòñÿ. Ïîíÿòèå êîèíòåãðàöèè ïîìîãàåò ðåçêî óëó÷øèòü ñè-
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òóàöèþ. Òåïåðü êðîìå ñîñòàâëÿþùèõ, îïèñûâàþùèõ êðàòêîñðî÷íîå ïîâåäåíèå, ïî-
ëó÷åííàÿ ìîäåëü ñâÿçûâàåò è äîëãîñðî÷íîå, è êðàòêîñðî÷íîå ïîâåäåíèå.

Ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî íàëè÷èå êîèíòåãðàöèè ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ìîäåëü
è â âèäå ADL-ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå òàêæå îòðàæàåò è êðàòêîñðî÷-
íîå, è äîëãîñðî÷íîå ïîâåäåíèå, íî åãî ïàðàìåòðû óæå íå äîïóñêàþò íåïîñðåäñò-
âåííîé èíòåðïðåòàöèè. Íî äëÿ òîãî, ÷òîáû áûòü óâåðåííûì, ÷òî îöåíèâàíèå ADL-
ìîäåëè ïðèâåäåò ê ñîñòîÿòåëüíûì îöåíêàì åå ïàðàìåòðîâ, íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî
óñòàíîâèòü íàëè÷èå êîèíòåãðàöèè ïåðåìåííûõ. Îáà ìåòîäà îöåíêè àñèìïòîòè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíû, íî â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ äàþò íåñêîëêî ðàçíûå îöåíêè. Ñòîê
[22] ïîêàçàë, ÷òî â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ ïðîöåäóðà Ýíãëà–Ãðýíæåðà äàåò íåñêîëü-
êî áîëüøåå ñìåùåíèå îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ.

Òåñò Éîõàíñåíà

Îñíîâíûå èç ïðèìåíÿåìûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ òåñòîâ íàëè÷èÿ êîèíòåãðàöèè
[24] îñíîâàíû íà ñâÿçè êîëè÷åñòâà êîèíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ ñ ðàíãîì ìàòðèöû
Π  â VAR-ïðåäñòàâëåíèè ìíîãîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà, à ñëåäîâàòåëüíî, ñ êî-
ëè÷åñòâîì íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ýòîé ìàòðèöû. Ìû ðàññìîòðèì ëèøü îäèí
èç òåñòîâ, ïðåäëîæåííûé Éîõàíñåíîì â ñåðèè ðàáîò [9, 11, 12]. Ïîæàëóé, ýòîò
òåñò ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì è âõîäèò â áîëüøèíñòâî ñïåöèàëèçèðîâàí-
íûõ êîìïüþòåðíûõ ïàêåòîâ, â ÷àñòíîñòè â Eviews.

Ïåðâûì øàãîì â ðåàëèçàöèè òåñòà Éîõàíñåíà ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ìîäåëè
VAR(p) äëÿ çàäàííîãî k-ìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà

tptptt YAYAtY εβµ
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+++++= −− ...}{ 11 .

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëüþ â íåå äîáàâëåíû âåêòîðû ëè-
íåéíîãî òðåíäà è äîïóñêàåòñÿ íåíóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ êàæäîé
èç êîìïîíåíò. Ôèãóðíûå ñêîáêè óêàçûâàþò, ÷òî ìîäåëü ìîæåò íå ñîäåðæàòü íè
îäíîãî èç ýòèõ ñëàãàåìûõ, ìîæåò âêëþ÷àòü òîëüêî âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, à
ìîæåò âêëþ÷àòü îáà äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Ðàçóìååòñÿ, îáû÷íûå óñëîâèÿ
äëÿ îñòàòêîâ ìîäåëè ïðåäïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè: îñòàòêè ãîìîñêåäàñòè÷íû è
íå êîððåëèðîâàííû. Ïåðâîíà÷àëüíî Éîõàíñåí òðåáîâàë òàêæå íîðìàëüíîñòè îñ-
òàòêîâ, íî â 1995 ã. îñëàáèë ýòî óñëîâèå äî òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû îñòàòêè íå î÷åíü
ñèëüíî îòëè÷àëèñü îò Ãàóññîâà áåëîãî øóìà [10]. Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè òåñòû
äëÿ ïðîâåðêè ýòèõ ñâîéñòâ.

Ïîðÿäîê ìîäåëè p âûáèðàþò îáû÷íî ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàöèîííûõ
êðèòåðèåâ Àêàèêå è Øâàðöà ñðåäè ìîäåëåé, ïðîøåäøèõ äèàãíîñòèêó îñòàòêîâ.
Ïðè ïåðåáîðå ìîäåëåé âêëþ÷àþò/èñêëþ÷àþò òàêæå ñâîáîäíûå ÷ëåí è ëèíåéíûé
òðåíä. Âîçìîæíî òàêæå ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ïîðÿäîê VAR-ìîäåëè ðà-
âåí p, ïðîòèâ àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû, ÷òî ðàíã ðàâåí q < p. Äëÿ ïðîâåðêè èñ-
ïîëüçóåòñÿ òåñò îòíîøåíèé ïðàâäîïîäîáèÿ. Åñëè âåêòîð ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé
ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì áåëûì øóìîì, òî ëîãàðèôì ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ T
íàáëþäåíèé è k-ìåðíîé ïåðåìåííîé ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä [7]:

1ˆln
2

ln −Ω+=
Tconstl ,

ãäå Ω̂  – îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îñòàòêîâ VAR-ìîäåëè. Îòíîøåíèå
ïðàâäîïîäîáèé ïîýòîìó ïðèíèìàåò âèä:
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)ˆlnˆ(ln)ln(ln2 11 −− Ω−Ω=−−= pqpq TllLR .

Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè íóëåâîé ãèïîòåçû, ò.å. åñëè ïîðÿäîê ìîäåëè ðàâåí p, ýòà ñòà-
òèñòèêà ðàñïðåäåëåíà àñèìïòîòè÷åñêè êàê õè-êâàäðàò ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû
ðàâíûì )(2 qpk − .

Ïîñëå îöåíêè VAR-ìîäåëè â òåñòå Éîõàíñåíà ðàññ÷èòûâàåòñÿ îöåíêà ìàò-
ðèöû pAAAI −−−−=Π ...21 , ñîîòâåòñòâóþùàÿ ECM-ïðåäñòàâëåíèþ ìîäåëè

tptpttt yByByty εβµ
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+∆++∆+Π−++=∆ +−−−− 11111 ...}{ . Íóëåâîé ãèïîòåçîé ÿâëÿ-

åòñÿ òî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû Π  íå ïðåâûøàåò íåêîòîðîãî ÷èñëà kr < . Â êà÷åñòâå
àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû èñïîëüçóåòñÿ krankH =Π:1 , èëè 1:1 +=Π rrankH .
Ñòàòèñòèêà äëÿ ïðîâåðêè íóëåâîé ãèïîòåçû ïðîòèâ ïåðâîé èç ïðèâåäåííûõ àëü-

òåðíàòèâíûõ èìååò âèä )~1ln(
1

∑
+=

−−
k

ri
iT λ  è íàçûâàåòñÿ trace statistic. Íàçâàíèå

ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñòàòèñòèêà ïðîïîðöèîíàëüíà ñóììå ëîãàðèôìîâ ñîáñòâåííûõ
÷èñåë ìàòðèöû (îñòàëüíûå )( rk −  ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ÷èòàþòñÿ íóëåâûìè), ò.å.
ñëåäó ìàòðèöû. Äëÿ ïðîâåðêè ïðîòèâ âòîðîé àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû òåñòîâàÿ

ñòàòèñòèêà ïðèíèìàåò âèä: )~1ln( 1+−− rT λ  è íàçûâàåòñÿ max statistic. Íàçâàíèå
ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñòàòèñòèêà ïðîïîðöèîíàëüíà ëîãàðèôìó ìàêñèìàëüíîãî èç ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû, ñ÷èòàþùèõñÿ íóëåâûìè. Â ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèÿõ

÷åðåç iλ
~

 îáîçíà÷åíà îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ i-ãî êîðíÿ ïîëó÷åííîãî

Éîõàíñåíîì óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîðíè óïîðÿäî÷åíû â ïî-
ðÿäêå óáûâàíèÿ.

Â ïàêåòå Eviwes ïðèìåíÿåòñÿ trace statistic. Â ýòîì ïàêåòå ïîñëåäîâàòåëüíî
ïåðåáèðàþòñÿ çíà÷åíèÿ r îò 0 äî k. Åñëè íóëåâàÿ ãèïîòåçà 0=r  íå îòâåðãàåòñÿ
óæå íà ïåðâîì øàãå, òî ïðîöåññ íåñòàöèîíàðíûé, è êîèíòåãðàöèè íå ñóùåñòâóåò.
Åñëè ãèïîòåçà 0=r  îòâåðãàåòñÿ, íà ñëåäóþùåì øàãå ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà 1=r .
Åñëè îíà íå îòâåðãàåòñÿ, òî êîèíòåãðèðóþùèé ðàíã ðàâåí 1. Åñëè æå ãèïîòåçà
îòâåðãàåòñÿ, òî ïåðåõîäèì ê ïðîâåðêå íóëåâîé ãèïîòåçû 2=r , è òàê äàëåå. Ñòà-
öèîíàðíîñòè èññëåäóåìîãî ìíîãîìåðíîãî ïðîöåññà ñîîòâåòñòâóåò îòâåðæåíèå íó-
ëåâîé ãèïîòåçû ïðè âñåõ kr < .

Ðàñïðåäåëåíèÿ îáåèõ òåñòîâûõ ñòàòèñòèê íå ñòàíäàðòíû, è èõ êðèòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ ïîëó÷åíû ìîäåëèðîâàíèåì Ìîíòå–Êàðëî. Òàáëèöû êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë
çàâèñÿò îò òîãî, âõîäÿò ëè äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä è ñâîáîäíûé ÷ëåí â VAR-
óðàâíåíèå, è âõîäèò ëè ëèíåéíûé ÷ëåí â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå. Â ïàêå-
òå Eviåws ðåàëèçîâàíû ñëåäóþùèå ïÿòü âîçìîæíîñòåé:

• íè ñâîáîäíûé ÷ëåí, íè òðåíä íå âõîäÿò íè â VAR-óðàâíåíèå, íè â êîèí-
òåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå;

• ñâîáîäíûé ÷ëåí âõîäèò â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå, íè ñâîáîäíûé
÷ëåí íè òðåíä íå âõîäÿò â VAR-óðàâíåíèå;

• ñâîáîäíûé ÷ëåí âõîäèò êàê â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå, òàê è â VAR-
óðàâíåíèå;

• ñâîáîäíûé ÷ëåí è òðåíä âõîäÿò â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå, òðåíä
íå âõîäèò â VAR-óðàâíåíèå;
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• ñâîáîäíûé ÷ëåí è òðåíä âõîäÿò â êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå, òðåíä
âõîäèò â VAR-óðàâíåíèå.

Ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ ïîäðàçóìåâàþò îòñóòñòâèå äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà
â äàííûõ, äâà ñëåäóþùèõ – íàëè÷èå äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà â äàííûõ, à ïî-
ñëåäíèé äîïóñêàåò íàëè÷èå êâàäðàòè÷íîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà â äàííûõ.
Íóæíûé âàðèàíò òåñòà îáû÷íî âûáèðàþò èñõîäÿ èç õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ äàííûõ
è òåîðåòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé î âèäå äîëãîñðî÷íîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðå-
ìåííûìè.

Ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé – ýòî îòñóòñòâèå ñâîáîäíîãî ÷ëåíà êàê â êîèíòåãðè-
ðóþùåì óðàâíåíèè, òàê è â VAR-ìîäåëè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-
äàíèÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïåðåìåííûõ ðàâíû íóëþ. Âèçóàëüíàÿ èíñïåêöèÿ
äàííûõ è ïðîâåðêà âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ íà ðàâåíñòâî íóëþ îáû÷íî äîñòàòî÷íû
äëÿ îòêàçà îò òàêîé ñïåöèôèêàöèè òåñòà Éîõàíñåíà (ïåðâîé â íàøåì ñïèñêå).

×àñòî êîèíòåãðèðóþùåå óðàâíåíèå ñîäåðæèò ñâîáîäíûé ÷ëåí èç òåîðåòè÷å-
ñêèõ ñîîáðàæåíèé. Òàê, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè òèïà Êîá-
áà–Äóãëàñà èëè ôóíêöèè ïîòðåáëåíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêëîííîñòüþ ê ïîòðåáëåíèþ
ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðîé ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ëèíåéíîé â ëîãàðèôìàõ ìîäåëè. Ïðè
ýòîì ìàñøòàáèðóþùèé ìíîæèòåëü, âõîäÿùèé â èñõîäíóþ ñïåöèôèêàöèþ ìîäåëè,
ïåðåõîäèò ïðè ëîãàðèôìèðîâàíèè â ñâîáîäíûé ÷ëåí (êîíñòàíòó) óðàâíåíèÿ äîëãî-

ñðî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Ðàç êîèíòåãðàöèÿ ñóùåñòâóåò, òî ìàòðèöà Tαβ=Π  ìîæåò
áûòü ôàêòîðèçîâàíà, è ECM ïðåäñòàâëåíèå â ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â
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1tyr , â ñâîþ î÷åðåäü, ñîäåðæèò â íèæíåì áëîêå ÷èñëî 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, â

ECM-ìîäåëè êîíñòàíòû âõîäÿò òîëüêî â «äîëãîñðî÷íóþ ÷àñòü» è îòñóòñòâóþò â
«êðàòêîñðî÷íîé». Ïðè ïåðåõîäå îò ECM-ïðåäñòàâëåíèÿ ê VAR-ìîäåëè ìû äîëæ-
íû «ñìèðèòüñÿ» ñ ïðèñóòñòâèåì ñâîáîäíîãî ÷ëåíà è â VAR-ìîäåëè.

Êðîìå òîãî, ñàìî VAR-ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò âêëþ÷àòü ñâîáîäíûé ÷ëåí, äà-
æå åñëè äîëãîñðî÷íîå ðàâíîâåñèå íå ïîäðàçóìåâàåò êîíñòàíòû. Âåäü àïðèîðè íå
âñåãäà åñòü îñíîâàíèÿ îòðèöàòü íåíóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âñåõ êîìïî-
íåíò ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîä ê ECM-ïðåäñòàâ-
ëåíèþ äàñò âåêòîð êîíñòàíò â «êðàòêîñðî÷íîé ÷àñòè» ìîäåëè, íåçàâèñèìî îò íà-
ëè÷èÿ/îòñóòñòâèÿ êîíñòàíò â «äîëãîñðî÷íîé ÷àñòè». Íî åñëè êîìïîíåíòû âåêòîðà
äàííûõ èíòåãðèðîâàíû, òî íàëè÷èå êîíñòàíòû â óðàâíåíèè êðàòêîñðî÷íîãî ïîâå-
äåíèÿ îçíà÷àåò íàëè÷èå äîïîëíèòåëüíîãî äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà â äàííûõ.
Ñèòóàöèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íà ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ ñ äðåéôîì. Òàêèì îáðà-
çîì, íàëè÷èå âåêòîðà ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ â VAR-ìîäåëè ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü
äâóì êà÷åñòâåííî î÷åíü ðàçíûì ñëó÷àÿì:

• åñëè âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ VAR-ìîäåëè ïîëíîñòüþ ïåðåõîäèò â êîèí-
òåãðàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ECM-ïðåäñòàâëåíèÿ, òî ïîðîæäåííûå òàêîé ìîäåëüþ
äàííûå íå äåìîíñòðèðóþò íàëè÷èÿ äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà;
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• åñëè âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ VAR-ìîäåëè ïåðåõîäèò íå òîëüêî â êîèí-
òåãðàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ ECM-ïðåäñòàâëåíèÿ, íî è â äîïîëíèòåëüíûé âåêòîð
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ «êðàòêîñðî÷íîé ÷àñòè», òî ïîðîæäåííûå òàêîé ìîäåëüþ äàííûå
äåìîíñòðèðóþò íàëè÷èå äåòåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà.

Ïîýòîìó, åñëè âèçóàëüíàÿ èíñïåêöèÿ äàííûõ è ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè
ñâèäåòåëüñòâóþò îá îòñóòñòâèè â äàííûõ ëèíåéíîãî òðåíäà, à â äîëãîñðî÷íîì ñî-
îòíîøåíèè òðåíä äîëæåí ïðèñóòñòâîâàòü, ìû âûáèðàåì âòîðóþ èç ïÿòè âûøå-
óêàçàííûõ âîçìîæíîñòåé. Åñëè æå àíàëèç ñâèäåòåëüñòâóåò â ïîëüçó íàëè÷èÿ äå-
òåðìèíèðîâàííîãî òðåíäà â äàííûõ, òî ìû ïðåäïî÷èòàåì òðåòüþ âîçìîæíîñòü.

Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé âêëþ÷åíèÿ ëèíåéíîãî òðåíäà â êîèí-
òåãðèðóþùåå ñîîòíîøåíèå. Åñëè ëèíåéíûé òðåíä èç VAR-ìîäåëè ïðè ïåðåõîäå â
ECM-ïðåäñòàâëåíèå âõîäèò òîëüêî â «äîëãîñðî÷íóþ ÷àñòü», òî ïîðîæäàåìûå äàí-
íûå äîëæíû äåìîíñòðèðîâàòü äåòåðìèíèðîâàííûé ëèíåéíûé òðåíä, è äëÿ òåñòè-
ðîâàíèÿ êîèíòåãðàöèè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ÷åòâåðòóþ èç âîçìîæíîñòåé. Åñëè
æå òðåíä ïåðåõîäèò è/èëè â «êðàòêîñðî÷íóþ ÷àñòü», äàííûå äîëæíû äåìîíñòðè-
ðîâàòü óæå êâàäðàòè÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé òðåíä. Äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ïðåäíà-
çíà÷åíà ïÿòàÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ òåñòà Éîõàíñåíà. Ê ñîæàëåíèþ, â ëèòå-
ðàòóðå è â îïèñàíèÿõ êîìïüþòåðíûõ ïàêåòîâ ýòè ïÿòü îïöèé îïèñàíû â òåðìèíàõ
îòñóòñòâèÿ/íàëè÷èÿ êîíñòàíòû è òðåíäà â VAR-ìîäåëè è êîèíòåãðèðóþùåì
óðàâíåíèè, õîòÿ ïî ñóòè ðå÷ü èäåò íå î VAR, à î «êðàòêîñðî÷íîé ÷àñòè» ECM-
ïðåäñòàâëåíèÿ. Íàøå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûìè,
ïîäõîäÿùèìè ê ýêîíîìè÷åñêèì äàííûì ÿâëÿþòñÿ âòîðàÿ è òðåòüÿ îïöèè òåñòà
Éîõàíñåíà.

Íàøå ðàññìîòðåíèå òåñòà Éîõàíñåíà äî ñèõ ïîð îãðàíè÷èâàëîñü âûÿñíåíè-
åì êîèíòåãðèðîâàíû èëè íåò ïåðåìåííûå. Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íà ïî-
ñòàâëåííûé âîïðîñ ñëåäóåò ïðèñòóïèòü ê îöåíêå ìîäåëè. Éîõàíñåí ïðåäëîæèë íå
òîëüêî ïðîöåäóðó òåñòèðîâàíèÿ êîèíòåãðàöèè, íî è ïðîöåäóðó îöåíèâàíèÿ êîèí-
òåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ. Òàêàÿ îöåíêà (ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ) â
íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ áîëüøèíñòâà êîìïüþòåðíûõ ðåàëè-
çàöèé òåñòà Éîõàíñåíà. Âñïîìíèì, ÷òî êîèíòåãðèðóþùèå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñòîëá-

öàìè ìàòðèöû β  èç ðàçëîæåíèÿ Tαβ=Π . Âîçìîæíîñòü ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû
ÿâíî óêàçûâàåò íà íàëè÷èå ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó åå ýëåìåíòàìè. Â ñâîþ
î÷åðåäü, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó÷åò ýòèõ îãðàíè÷åíèé ïðè îöåíèâàíèè äàñò áîëåå ýô-
ôåêòèâíûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè. Òàêîé ó÷åò ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí
ïóòåì îöåíêè ìîäåëè â ôîðìå ECM ñ ïðÿìûì âêëþ÷åíèåì â íåå äîëãîñðî÷íûõ
ñîîòíîøåíèé (îáîáùåíèå ïðîöåäóðû Ýíãëà–Ãðýíæåðà), ëèáî â VAR-ïðåäñòàâëå-
íèè, îöåíèâàÿ êàæäîå èç óðàâíåíèé ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðè îãðàíè-
÷åíèÿõ.

Ñåðüåçíîé ïðàêòè÷åñêîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ îáíàðóæåíèå íåñêîëüêèõ êî-
èíòåãðèðóþùèõ âåêòîðîâ. Åñëè ñóùåñòâóåò ëèøü îäíî êîèíòåãðèðóþùåå ñîîòíî-
øåíèå ìåæäó êîìïîíåíòàìè âåêòîðà, åãî ìîæíî òðàêòîâàòü êàê äîëãîñðî÷íîå
ðàâíîâåñèå ìåæäó ýòèìè ïåðåìåííûìè. Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ êîèíòåãðèðóþùèõ
ñîîòíîøåíèé, ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé êîìïîíåíò, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè. À ýòî îçíà÷àåò, êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ëþáàÿ ëè-
íåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé. È
ïîýòîìó ñëîæíî âûÿâèòü êîìáèíàöèè, êîòîðûå ìîæíî ñîäåðæàòåëüíî èíòåðïðè-
òèðîâàòü êàê ýêîíîìè÷åñêèå ðàâíîâåñèÿ. Ìîæíî ñîñëàòüñÿ, íàïðèìåð, íà îïûò
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ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ñïðîñà íà äåíüãè Éîõàíñåíîì è Äæóçåëèóñîì [12] äëÿ Äàíèè
è Ôèíëÿíäèè. Äëÿ Äàíèè èñïîëüçîâàëàñü âûáîðêà êâàðòàëüíûõ äàííûõ ñ I êâ. 1974 ã.
ïî III êâ. 1987 ã. (55 íàáëþäåíèé). Äëÿ Ôèíëÿíäèè âûáîðêà âêëþ÷àëà 67 íàáëþäå-
íèé ñ I êâ. 1958 ã. ïî III êâ. 1984 ã. Äëÿ Äàíèè áûëî ïîëó÷åíî îäíî êîèíòåãðèðóþ-
ùåå ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå õîðîøî òðàêòóåòñÿ è äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ñî-
äåðæàòåëüíóþ òåîðåòè÷åñêè ìîäåëü ñïðîñà íà äåíüãè. À âî âòîðîì ñëó÷àå, äëÿ
Ôèíëÿíäèè, áûëî ïîëó÷åíî òðè êîèíòåãðèðóþùèõ ñîîòíîøåíèÿ, è èíòåðïðåòàöèÿ
ïîñòðîåííûõ ñîîòíîøåíèé â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè çàòðóäíåíà.

Ëåêöèÿ 16

Ìîäåëè ñ óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ

Ìîäåëèðîâàíèå öåí àêòèâîâ íà ñîâðåìåííûõ ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ ÷àñòî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âðåìåííûå ðÿäû íåïëîõî ìîãóò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû
ìîäåëüþ ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Ýòîò ýìïèðè÷åñêèé ôàêò íå ïðîòèâîðå÷èò òåî-
ðèè ýôôåêòèâíûõ ðûíêîâ, íî â òî æå âðåìÿ òåîðèÿ ýôôåêòèâíûõ ðûíêîâ äîïóñ-
êàåò áîëåå øèðîêèé êëàññ ìîäåëåé. Â ýòèõ ìîäåëÿõ ïðèðàùåíèÿ ïðîöåññà íå îáÿ-
çàòåëüíî äîëæíû áûòü íåçàâèñèìû è èìåòü îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñóùåñò-
âåííî, ÷òîáû ïðîöåññ áûë òàêèì, ÷òî äîïóñêàë áû òàê íàçûâàåìóþ «÷åñòíóþ èã-
ðó» (fair play), ÷òîáû íåâîçìîæíî áûëî äîñòè÷ü ãàðàíòèðîâàííîãî âûèãðûøà, îñ-
íîâûâàÿñü íà ïðîøëîé èíôîðìàöèè. Òàêîå ðàñøèðåíèå êëàññà ïðîöåññîâ ñëó÷àé-
íîãî áëóæäàíèÿ äîñòèãàåòñÿ ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ ìàðòèíãàëà (martingale). Â àíã-
ëèéñêîì ÿçûêå ñëîâî martingale èìååò äâà çíà÷åíèÿ: ÷àñòü êîíñêîé ñáðóè, ïðå-
ïÿòñòâóþùàÿ ëîøàäè çàäèðàòü ãîëîâó ñëèøêîì âûñîêî, è ñèñòåìà íàçíà÷åíèÿ
ñòàâîê â àçàðòíîé èãðå, ïðè êîòîðîé ñòàâêà óäâàèâàåòñÿ ïðè êàæäîì ïðîèãðûøå.
Êàê ìû óâèäèì, ñâîéñòâà ïðîöåññà-ìàðòèíãàëà äåéñòâèòåëüíî ïîçâîëÿþò ïðîâåñ-
òè íåêîòîðûå àíàëîãèè ñ ýòèìè æèòåéñêèìè ïîíÿòèÿìè.

Ôîðìàëüíî ìàðòèíãàëîì íàçûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ ty , îáëàäàþ-

ùèé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
• ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà êîíå÷íî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t;
• Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà íà îñíîâå âñåé èíôîðìàöèè,

èçâåñòíîé ê ìîìåíòó s, ðàâíî çíà÷åíèþ ïðîöåññà â ìîìåíò s: sst yyE =Ω )(  äëÿ

âñåõ ts ≤ , ãäå sΩ  – ñîâîêóïíîñòü âñåé èíôîðìàöèè ê ìîìåíòó s. Ýòî ñâîéñòâî

íîñèò íàçâàíèå ìàðòèíãàëüíîãî.
Ïðè àíàëèçå îäíîìåðíîãî äèñêðåòíîãî âðåìåííîãî ðÿäà âñÿ èíôîðìàöèÿ ê

íåêîòîðîìó ìîìåíòó âðåìåíè s ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî ðåàëèçàöèþ ïðîöåññà
íà îòðåçêå [1, s], è ìàðòèíãàëüíîå ñâîéñòâî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

ssst yyyyyE =),...,( 21  äëÿ âñåõ ts ≤ . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷å-

ñêîå îæèäàíèå ïðèðàùåíèÿ ïðîöåññà ðàâíî íóëþ, è ïðîãíîç ïðèðàùåíèÿ ìàðòèí-
ãàëà, îáåñïå÷èâàþùèé ìèíèìàëüíóþ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ îøèáêó, ðàâåí íóëþ.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ìàðòèíãàëà. Ïðè àíàëèçå ðåàëüíûõ ôèíàíñîâûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ è èíûå ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõ ìàðòèíãàëüíîå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü
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çàìåíåíî íåðàâåíñòâîì ssst yyyyyE ≥),...,( 21  äëÿ âñåõ ts ≤ . Òàêîé ïðîöåññ íà-

çûâàåòñÿ ñóáìàðòèíãàëîì. Åñëè æå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ñ ïðîòèâîïîëîæ-
íûì çíàêîì, ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ñóïåðìàðòèíãàëîì.

Èñõîäÿ èç ìàðòèíãàëüíîãî ñâîéñòâà, ìàðòèíãàë ìîæåò áûòü çàïèñàí â ýêâè-
âàëåíòíîé ôîðìå, î÷åíü íàïîìèíàþùåé ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ttt yy η+= −1 , ãäå

tη  íàçûâàåòñÿ ìàðòèíãàëüíûì ïðèðàùåíèåì, èëè ìàðòèíãàëüíîé ðàçíîñòüþ.

Ñâîéñòâà ïðîöåññà tη  äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü âûïîëíåíèå

ìàðòèíãàëüíîãî ðàâåíñòâà. Ïðè ýòîì ïðîöåññ tη  íå îáÿçàòåëüíî äîëæåí áûòü ñòà-

öèîíàðíûì, íàïðèìåð, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü çàâèñèìîñòü ìåæäó óñëîâíûìè ìî-
ìåíòàìè ïðîöåññà, óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ìàðòèíãàëüíîé ðàçíîñòè tη

 
ìîæåò çàâè-

ñåòü îò ïðîøëîãî, à ïðîöåññ ty
 
îñòàíåòñÿ ìàðòèíãàëîì.

Ïðàêòèêà ðàáîòû íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ âûÿâèëà åùå íåêîòîðûå ÷åðòû
ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå íå î÷åíü õîðîøî îïèñûâàëèñü óæå ðàçðàáîòàííûìè
ìîäåëÿìè. Â 1982 ã. Ýíãëîì [3] áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü, ïîëó÷èâøàÿ íàçâàíèå
ìîäåëè ñ óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ (autoregressive conditional heteroske-
dastisity, îáû÷íî èñïîëüçóåìàÿ àááðåâèàòóðà ARCH, èëè ARCH-ìîäåëü). Ýíãë
ïðåäëîæèë ýòó ìîäåëü, ÷òîáû îïèñàòü õîðîøî èçâåñòíóþ èç ïðàêòèêè ÷åðòó ïî-
âåäåíèÿ ìíîãèõ ôèíàíñîâûõ ðÿäîâ: êëàñòåðèçàöèþ âîëàòèëüíîñòè, êîãäà ïåðèîäû
áîëüøîé èçìåí÷èâîñòè ïîêàçàòåëÿ ñìåíÿþòñÿ ïåðèîäîì ìàëîé èçìåí÷èâîñòè. Â òî
æå âðåìÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîâåðêà ïîñòîÿíñòâà äèñïåðñèè (êàê ìåðû èçìåí÷èâî-
ñòè) íå îòâåðãàåò ãèïîòåçû î ãîìîñêåäàñòè÷íîñòè.

Íà÷íåì ñ ïðîñòîé àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëè

ttt yy ελ += −1 , ),0(~ 2σε SWNt .

×åðåç ),0( 2σSWN  îáîçíà÷åí òàê íàçûâàåìûé ñèëüíûé áåëûé øóì, äëÿ êîòîðîãî
ñâîéñòâî íåêîððåëèðîâàííîñòè çàìåíåíî íà ñâîéñòâî íåçàâèñèìîñòè. Â ýòîé ìîäå-
ëè óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå 11 )( −− = ttt yyyE λ  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

òåîðåòè÷åñêóþ ðåãðåññèþ è, åñòåñòâåííî, çàâèñèò îò âðåìåíè t. Óñëîâíàÿ äèñïåð-
ñèÿ 2

1 )var( σ=−tt yy  îò âðåìåíè íå çàâèñèò. Ñîîòâåòñòâåííî áåçóñëîâíîå ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî íóëþ, à áåçóñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ðàâíà 2

2

1 λ
σ
−

. Ýíãë

ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü çàâèñèìîñòü óñëîâíîé äèñïåðñèè îò ïðîøëîãî, îí ñïå-
öèôèöèðîâàë ýòó çàâèñèìîñòü â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå â ëèíåéíîì âèäå:

2
110)var( −+== ttth εααε .

Ïîñêîëüêó äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé îøèáêè äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé, ïà-
ðàìåòð 0α  òàêæå äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëüíûì, à ïàðàìåòð 1α  – íåîòðèöàòåëü-

íûì. Ïðîöåññ, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì

( ) 212
110

21
−+== ttttt uhu ααεε , ),0(~ 2σε SWNt ,

íàçûâàåòñÿ ïðîöåññîì ARCH(1). Ïàðàìåòð â ñêîáêàõ óêàçûâàåò íàèáîëüøóþ äëè-
íó ëàãà â óðàâíåíèè äëÿ äèñïåðñèè. Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ýòîãî ïðîöåññà.

,
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Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè îáîçíà÷èì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ïðîèçâîëüíîãî ïðîöåññà ty  ),...,,( 121 −tt yyyyE  ÷åðåç )(1 tt yE − . Âû÷èñëåíèå óñ-

ëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðîöåññà ARCH(1) äàåò

( ) 0)()( 1
212

1101 =+= −−− ttttt EuuE εαα .

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èòåðèðîâàííîãî ñëó÷àéíîãî îæèäàíèÿ, ïîëó÷èì

0)))...)(((...(()( 1210 == −− tttt uEEEEuE .

Ñëåäîâàòåëüíî, áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà ðàíî íóëþ.
Ïåðåéäåì ê ðàñ÷åòó óñëîâíîé äèñïåðñèè ïðîöåññà ARCH(1).

( ) ( )2
110

22
1

2
110

2
1 )()( −−−− +=+= tttttt uEuuE αασεαα .

Äàëåå 

).())(())((

))(())((
2

2
2

1010
22

21010
22

1210
2

2
110

2
2

2
12

−−−−

−−−−

++=++=+=

=+=

tttt

ttttt

uuuE
uEuEE

αααασαααασαασ

αασ

Äëÿ íàõîæäåíèÿ áåçóñëîâíîé äèñïåðñèè ïðîöåññà âû÷èñëÿåì èòåðèðîâàí-
íûå îæèäàíèÿ.

( ) 2
01

21
1

2
110

22
1210

2 ...1)))...)(((...(()( uuEEEEuE tt
tttt ασαααασ +++++== −

−− .

Åñëè óðàâíåíèå AR(1) äëÿ äèñïåðñèè ñòàöèîíàðíî, òî 11 <α , è ïåðåéäÿ ê ïðå-

äåëó ïðè ∞→t , ïîëó÷èì 2

1

0

1
)var( σ

α
α
−

=tu . Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò,

÷òî áåçóñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ïðîöåññà ARCH(1) íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ò.å. ñàì
ïðîöåññ ãîìîñêåäàñòè÷åí.

Óñëîâíàÿ àâòîêîâàðèàöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâíà íóëþ, òàê êàê
0)()( 1111 == −−−− tttttt uEuuuE . Î÷åâèäíî, ÷òî àâòîêîâàðèàöèè áîëåå âûñîêîãî ïî-

ðÿäêà òàêæå ðàâíû íóëþ. Ìû âèäèì, ÷òî ïðîöåññ ARCH(1) ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàð-
íûì áåëûì øóìîì. Ïîïóòíî îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî õîòÿ çíà÷åíèÿ ïðîöåññà
ARCH(1) íåêîððåëèðîâàíû, ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè âîçìóùåíèÿ îò
äèñïåðñèè ïðåäûäóùåãî âîçìóùåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåêîòîðûå òåñòû ìîãóò
âîñïðèíÿòü óñëîâíóþ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü êàê ñâèäåòåëüñòâî àâòîêîððåëÿöèè
îñòàòêîâ. Â ÷àñòíîñòè, òàêèì «íåäîñòàòêîì» îáëàäàåò ïîïóëÿðíûé òåñò Äàðáèíà–
Óîòñîíà. Ïîýòîìó íàëè÷èå óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè äåëàåò ýòîò òåñò íå-
ïðèìåíèìûì.

Óæå îáîçíà÷åíèå ARCH(1) ïîäðàçóìåâàåò îáîáùåíèå íà ïðîöåññ ARCH(p).
Ýòîò ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì òèïà AR(p) äëÿ äèñïåðñèè

22
110 ...)var( ptpttth −− +++== εαεααε , ÷òî äàåò äëÿ ïðîöåññà ARCH(p) ñëåäóþ-

ùåå âûðàæåíèå:

( ) 2122
110

21 ... ptpttttt uuhu −− +++== αααεε , ),0(~ 2σε SWNt .

Î÷åâèäíî, ÷òî êàê óñëîâíîå, òàê è áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ïðîöåññà ARCH(p) ðàâíî íóëþ. Óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ïðîöåññà ôàêòè÷åñêè çàäàíà
åãî îïðåäåëåíèåì: ( )22

110
22

1 ...)( ptpttt uuuE −−− +++= ααασ , à áåçóñëîâíàÿ äèñ-
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ïåðñèÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ôîðìóëû èòåðèðîâàííîãî îæèäàíèÿ ñ ïîñëå-
äóþùèì ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó áóäåò ñëîæíîé äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé îò
ïàðàìåòðîâ pααα ,...,, 10 . Ñàìîå âàæíîå, ÷òî áåçóñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ íå áóäåò çà-

âèñåòü îò âðåìåíè, ò.å. ïðîöåññ ïî-ïðåæíåìó áóäåò ãîìîñêåäàñòè÷íûì. Òàê æå
ñîõðàíèòñÿ ñâîéñòâî íåêîððåëèðîâàííîñòè, ïîñêîëüêó ýòî ñâîéñòâî íå çàâèñèò îò
êîíêðåòíîãî óðàâíåíèÿ ïðîöåññà, à ëèøü îò ðàâåíñòâà íóëþ óñëîâíîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ ARCH(p) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæ-
äàíèåì è ìàðòèíãàëîì. Óñòàíîâëåííûå ñâîéñòâà ïðîöåññà ARCH(p) îçíà÷àþò, ÷òî
îí ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ñòàöèîíàðíûì.

Òåñòèðîâàíèå íàëè÷èÿ óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè â îñòàòêàõ ìîäåëè
èëè äëÿ èñõîäíîãî ïðîöåññà íå òðåáóåò ðàçðàáîòêè íîâûõ ñïåöèàëüíûõ òåñòîâ.
Íóëåâàÿ ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè ýêâèâàëåíòíà
ðàâåíñòâó íóëþ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ êðîìå êîýôôèöèåíòà 0α  â óðàâíåíèè äèñ-

ïåðñèè. Ïîýòîìó ïðîâåðêà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ.
1. Ñòðîèì íåîáõîäèìóþ ìîäåëü è ïîëó÷àåì ðÿä îñòàòêîâ te . Åñëè èññëåäî-

âàíèþ íà óñëîâíóþ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü ïîäâåðãàåòñÿ îäíîìåðíûé ðÿä èñõîäíûõ
äàííûõ, òî ýòîò øàã íå íóæåí.

2. Ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ îöåíèâàåì ìîäåëü

tptptt eee νααα ++++= −−
22

110
2 ... .

3. Ïðîâåðÿåì ãèïîòåçó îá àäåêâàòíîñòè ðåãðåññèè, ïîñòðîåííîé íà âòîðîì
øàãå: 0...: 10 === pH αα  ïðîòèâ åñòåñòâåííîé àëüòåðíàòèâû 0...: 22

11 >++ pH αα .

Åñëè íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ, òî íå òîëüêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèñóò-
ñòâèå óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè, íî è îïðåäåëÿåòñÿ äëèíà íàèáîëüøåãî ëàãà,
âõîäÿùåãî â óðàâíåíèå (ïàðàìåòð p).

Îöåíèâàíèå ìîäåëåé, â êîòîðûõ îñòàòêè ïðîÿâëÿþò óñëîâíóþ ãåòåðîñêåäà-
ñòè÷íîñòü, ìîæíî âåñòè â òîì æå êëþ÷å, ÷òî è äëÿ ìîäåëåé ñ ãåòåðîñêåäàñòè÷íû-
ìè îñòàòêàìè, íàïðèìåð ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ òåñòîâ Ïàðêà èëè Ãëåéçåðà. Îöå-
íåííîå íà âòîðîì øàãå óðàâíåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñ÷åòà âåñîâ ñ ïîñëåäóþùèì
ïðèìåíåíèåì âçâåøåííîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ èëè äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïåðåìåííûõ, ÷òî îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå îáîáùåííîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ ñ îöåíåííîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé. Òàê æå êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè
âûøåóïîìÿíóòûõ òåñòîâ Ïàðêà è Ãëåéçåðà, ñóùåñòâåííîé ïðàêòè÷åñêîé òðóäíî-
ñòüþ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ îòðèöàòåëüíûõ èëè íóëåâûõ çíà÷åíèé
ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ ïðè ðàñ÷åòå âåñîâ ïî îáû÷íîé ôîðìóëå

22
110 ˆ...ˆˆ
1

ptpt

t
ee

w
−− +++

=
ααα

.

×òîáû èçáåæàòü ýòîãî, èíîãäà ââîäÿò îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû, íàïðèìåð çàäà-
âàÿ õàðàêòåð óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè

tptptt eee νααα ++++= −−
22

110
2 ... .

Áîëëåðñëåâ [1] ïðåäëîæèë îáîáùåíèå ARCH-ìîäåëè, ïîçâîëÿþùåå äîñòè÷ü
áîëüøåé ãèáêîñòè. Îí ïðåäëîæèë äîáàâèòü â óðàâíåíèå äëÿ äèñïåðñèè çàâèñè-
ìîñòü îò ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé äèñïåðñèè:
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qtqtptpttt hhh −−−− ++++++== γγεαεααε ......)var( 11
22

110 .

Ýòà ìîäåëü ïîëó÷èëà íàçâàíèå îáîáùåííàÿ (generalized) ARCH, GARCH(p,q) –
îáîáùåííàÿ àâòîðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü ñ óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ. Â íåé
óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ïîä÷èíÿåòñÿ ìîäåëè ADL(p,q) è çàâèñèò îò ïðåäûäóùèõ çíà-
÷åíèé óñëîâíîé äèñïåðñèè è êâàäðàòîâ îøèáîê. Èñïîëüçóÿ îïåðàòîðíûå ïîëèíî-
ìû, ìîäåëü GARCH(p,q) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå:

1
2

0 )()()var( −++== tqtptt hLLh γεααε .

Àíàëîãè÷íî ìîäåëÿì òèïà ARMA ìîæíî ïåðåéòè îò ìîäåëè GARCH(p,q) ê
ARCH-ìîäåëè ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ëàãîâ:

20
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Òàêîé ïåðåõîä âîçìîæåí, åñëè êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà )(1 Lqγ−
ëåæàò âíå åäèíè÷íîãî êðóãà (â äàííîì ñëó÷àå óäîáíåé èñïîëüçîâàòü õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â òàêîé ôîðìå). Åñëè ó ïîëèíîìîâ )(),( LL qp γα  êðîìå òîãî

íåò îáùèõ êîðíåé, òî ïîëîæèòåëüíîñòü äèñïåðñèè áóäåò ãàðàíòèðîâàíà, åñëè âñå

êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè 
)(1

)(
L

L

q

p

γ
α
−

 íåîòðèöàòåëüíû. Íåîá-

õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýòîãî áûëè ïîëó÷åíû Íåëüñîíîì è Êàî [19]. Äëÿ
ïðîöåññà GARCH(1,1), çàäàííîãî óðàâíåíèåì 11

2
110 −− ++= ttt hh γεαα  è âåñüìà

ïîïóëÿðíîãî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôèíàíñîâûõ ðÿäîâ, ýòè óñëî-
âèÿ îçíà÷àþò íåîòðèöàòåëüíîñòü âñåõ òðåõ ïàðàìåòðîâ.

Óñòàíîâèòü ñâîéñòâà ìîìåíòîâ ïðîöåññà GARCH(p,q) è îãðàíè÷åíèÿ íà êî-
ýôôèöèåíòû ìîäåëè, ïðè êîòîðûõ ïðîöåññ GARCH(p,q) ñòàöèîíàðåí, çíà÷èòåëüíî
ñëîæíåå, ÷åì äëÿ ARCH-ïðîöåññîâ. Îáùèå óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè äëÿ ïðîöåññà
GARCH(p,q) â òåðìèíàõ ëàãîâûõ îïåðàòîðîâ áûëè âûâåäåíû Áóæåðîëåì è Ïèêà-
ðîì [2]. Äëÿ ïðîöåññà GARCH(1,1), çàäàííîãî óðàâíåíèåì 11

2
110 −− ++= ttt hh γεαα ,

Íåëüñîí [18] ïîêàçàë, ÷òî êàê tu , òàê è th  áóäóò ñòðîãî ñòàöèîíàðíû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà 0))(ln(
2

11 <+
t

t

h
u

E αβ .

Äëÿ îöåíèâàíèÿ ïðîöåññîâ GARCH(p,q) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ â ïðåäïîëîæåíèè î ãàóññîâîñòè ñèëüíîãî áåëîãî øóìà tε . Ïðè

óâåëè÷åíèè ïîðÿäêà ïðîöåññà GARCH òðóäíîñòè îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ áûñòðî
íàðàñòàþò, òàê ÷òî øèðîêîå ïðèìåíåíèå íàøåë, ïîæàëóé, òîëüêî ïðîöåññ
GARCH(1,1).

Áûëî ïðåäëîæåíî ìíîãî ìîäèôèêàöèé ìîäåëåé GARCH, ïîäðîáíîå ðàñ-
ñìîòðåíèå êîòîðûõ âûõîäèò çà ðàìêè íàøåãî êóðñà. Ñëåäóÿ Ìèëëñó [15], ðàñ-
ñìîòðèì íà ïðèìåðå ìîäåëè GARCH(1,1) ëèøü îñíîâíûå èäåè, ïîëîæåííûå â îñ-
íîâó òàêèõ ìîäèôèêàöèé.

Îäíà èç íàèáîëåå ðàííèõ ìîäèôèêàöèé áûëà ïðåäëîæåíà Òåéëîðîì [23] è
ðàçâèòà Ñâåðòîì [20]. Â ýòîé ìîäåëè òà æå ñõåìà çàâèñèìîñòè, ÷òî è â GARCH(1,1)
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ïðèìåíåíà ê óñëîâíîìó ñòàíäàðòíîìó îòêëîíåíèþ ïðîöåññà, à íå ê óñëîâíîé äèñ-

ïåðñèè. Ýòà ìîäåëü èìååò âèä 11110 −− ++== tttt uh σγαασ . Â íåé óñðåäíåí-

íàÿ óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ïîëó÷àåòñÿ âîçâåäåíèåì â êâàäðàò óñðåäíåííîãî ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîãî îòêëîíåíèÿ, à íå óñðåäíåíèåì êâàäðàòà îòêëîíåíèÿ. Áëàãîäàðÿ
íåðàâåíñòâó Éåíñåíà è âûïóêëîñòè âíèç êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè âëèÿíèå áîëü-
øèõ îòêëîíåíèé â òàêîé ìîäåëè áóäåò îêàçûâàòü ìåíüøåå âëèÿíèå, ÷åì â ìîäåëè
GARCH.

Ïðè àíàëèçå ìíîãèõ ôèíàíñîâûõ ïðîáëåì áûëà çàìå÷åíà àñèììåòðèÿ ðåàê-
öèè íà îòêëîíåíèÿ, íàïðèìåð èíôëÿöèÿ «îõîòíåå» óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷åì óìåíüøà-
åòñÿ. Íà ôèíàíñîâûõ ðûíêàõ âîëàòèëüíîñòü áîëåå áûñòðî ðåàãèðóåò íà ïàäåíèå
ðûíêà, ÷åì íà åãî ðîñò. Â 1991 ã. Íåëüñîí [17] ïðåäëîæèë ìîäåëü, ïîëó÷èâøóþ
íàçâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíàÿ (exponential) GARCH (EGARCH) äëÿ îòðàæåíèÿ òà-

êîé àñèììåòðèè. Ìîäåëü èìååò âèä: 11
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Ôóíêöèÿ (.)f  îòðàæàåò ðåàêöèþ íà «íîâîñòè» è ñâÿçàíà ñ êîððåêöèåé òåêóùåãî

óðîâíÿ âîëàòèëüíîñòè thln  óðîâíåì îòêëîíåíèÿ 1−tu . Î÷åâèäíî, ÷òî ðåàêöèÿ

àñèììåòðè÷íà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 01 >−tu  ïîëó÷àåì 11
1

+=
∂

∂

−

θ
tu
f , à ïðè

01 <−tu  ïîëó÷àåì 11
1

−=
∂

∂

−

θ
tu
f . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî )( 1−tuf  ÿâëÿåòñÿ ñèëü-

íûì áåëûì øóìîì ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ïîñòîÿííîé äèñïåð-
ñèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ thln  ïîä÷èíÿåòñÿ ìîäåëè ARMA(1,1) è áóäåò ñòà-

öèîíàðíûì ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 11 <γ .
Ìîäåëè GARCH(1,1), EGARCH è ìîäåëü Øâåðòà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû

êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè åäèíîé ìîäåëè, ïðåäëîæåííîé Õèããèíñîì è Áåðà [8]. Ýòà îá-
ùàÿ ìîäåëü íîñèò íàçâàíèå NARCH (Non-linear ARCH) è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíà â ñëåäóþùåì âèäå: ( ) ββββ σγαασ 11110 )( −− ++== tttt ufh . Åùå îäíèì îáîáùå-

íèåì ÿâëÿåòñÿ ïîðîãîâûé ARCH-ïðîöåññ: ( ) ββββ σγαασ 111
)(

10 )( −− ++== tttt ugh , ãäå
βββ θθ 11111

)( )0()0()( −−−−− ≤+>= ttttt uuIuuIug . Çäåñü ÷åðåç (.)I  îáîçíà÷åíà

ôóíêöèÿ-èíäèêàòîð, ðàâíàÿ 1 ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ, óêàçàííîãî â ñêîáêàõ, è
ðàâíàÿ íóëþ – â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ïðè 1=β  ïîëó÷àåì TARCH-ìîäåëü
(Threshold ARCH) [25], à ïðè 2=β  ïîëó÷àåì ìîäåëü GJR, ïðåäëîæåííóþ Ãëî-
ñòåíîì, Äæàãàííàòàíîì è Ðàíêëåì [5]. Êîëè÷åñòâî ìîäèôèêàöèé ìîäåëè GARCH
ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè âåñüìà âåëèêî, áîëåå ïîëíûé îáçîð èõ ìîæíî íàéòè â ðà-
íåå öèòèðîâàííîé ìîíîãðàôèè Ò. Ìèëëñà [15].
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