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Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ1)

Êàíòîðîâè÷ Ã.Ã.

Ïðîäîëæàåòñÿ ïóáëèêàöèÿ êóðñà «Àíàëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ». Â
ýòîì íîìåðå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ñåçîííîñòè â òåðìèíàõ
ìîäåëåé ARIMA, ïîñòðîåíèå àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé ñ ðàñïðåäå-
ëåííûìè ëàãàìè (ADL), ìîäåëè êîððåëÿöèè îøèáêàìè (ECM), ðàçëè÷-
íûå òèïû ýêçîãåííîñòè ïåðåìåííûõ, íà÷àòî ðàññìîòðåíèå ìíîãîìåðíûõ
âðåìåííûõ ðÿäîâ.

Â ñëåäóþùåì âûïóñêå áóäåò ïðîäîëæåíî ðàññìîòðåíèå ìîäåëåé
ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, êîèíòåãðàöèîííûå ðåãðåññèè, òåñ-
òèðîâàíèå êîèíòåãðàöèè.

Ëåêöèÿ 11

Ñåçîííîñòü

Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå äèíàìèêè ýêîíîìè÷åñêèõ âåëè÷èí ÷àñòî äåìîíñòðè-
ðóþò ðåãóëÿðíûå èëè ïî÷òè ðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ. Ýòî ÿâëåíèå íîñèò íàçâàíèå
ñåçîííîñòè. Òàê, åñëè ðàññìàòðèâàòü äàííûå îá îáúåìå ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîä-
ñòâà, òî óðîâåíü ïðîèçâîäñòâà â ÿíâàðå èìååò áîëüøóþ ñâÿçü ñ ïðîèçâîäñòâîì â
ïðîøëîãîäíåì ÿíâàðå, ÷åì ñ ïðîèçâîäñòâîì â ïðåäûäóùåì ìåñÿöå – äåêàáðå. Îáû÷íî
â Ðîññèè â ÿíâàðå íàáëþäàåòñÿ ñèëüíîå ïàäåíèå ïðîèçâîäñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ äå-
êàáðåì. Â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ â ëåòíèå ìåñÿöû ïðîèñõîäèò ñíèæåíèå áåçðàáîòèöû
â ñâÿçè ñ ñåçîííûìè ðàáîòàìè. Äàííûå î ðîçíè÷íûõ ïðîäàæàõ îáû÷íî èìåþò çà-
ìåòíûé «âñïëåñê» â äåêàáðå, ÷òî íîñèò íàçâàíèå ðîæäåñòâåíñêîãî ýôôåêòà.

Èç ïðåäûäóùèõ ëåêöèé âèäíî, ÷òî ìîäåëè òèïà ARIMA ïëîõî îïèñûâàþò òà-
êîå ñåçîííîå öèêëè÷åñêîå ïîâåäåíèå äàííûõ. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåÿâíî ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ñåçîííîñòü ïðåäâàðèòåëüíî óñòðàíåíà. Â òðàäèöèîííîé ýêîíîìè÷å-
ñêîé ïðàêòèêå òàêîå «äåñåçîíèðîâàíèå» äàííûõ ïîëó÷èëî øèðîêîå ïðèìåíåíèå. Îä-
íèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ õîðîøî âàì èçâåñòíîå èç êóðñà ýêî-
íîìåòðèêè ïðèìåíåíèå dummy-ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, äëÿ êâàðòàëüíûõ äàííûõ
ñòðîèòñÿ ðåãðåññèÿ íà 4 dummy-ïåðåìåííûå, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà 1 â ñîîò-

                                                          
1) Ïîäãîòîâëåíî ïðè ñîäåéñòâèè Íàöèîíàëüíîãî ôîíäà ïîäãîòîâêè êàäðîâ (ÍÔÏÊ) â

ðàìêàõ ïðîãðàììû «Ñîâåðøåíñòâîâàíèå ïðåïîäàâàíèÿ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ äèñöèï-
ëèí â âóçàõ».
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âåòñòâóþùåì êâàðòàëå è 0 – â îñòàëüíûõ (íå çàáóäåì, ÷òî ñâîáîäíûé ÷ëåí â ýòîì
ñëó÷àå â ðåãðåññèþ íå âêëþ÷àåòñÿ). Îñòàòêè ýòîé ðåãðåññèè è ÿâëÿþòñÿ äàííûìè
ñ óñòðàíåííîé ñåçîííîñòüþ. Ýòîò ìåòîä ïðåäïîëàãàåò «æåñòêóþ» ñåçîííîñòü ñ íå-
èçìåííîé âåëè÷èíîé âëèÿíèÿ êàæäîãî êâàðòàëà â îòäåëüíîñòè. Äëÿ ìåñÿ÷íûõ äàí-
íûõ ðåãðåññèÿ ñòðîèòñÿ íà 12 dummy-ïåðåìåííûõ, äëÿ ïîëóãîäîâûõ – íà 2 dummy-
ïåðåìåííûå. Èíîãäà ðàññìàòðèâàþò âðåìåííûå îòðåçêè äëèíîé â ÷åòûðå íåäåëè,
òîãäà â òå÷åíèå ãîäà íàñ÷èòûâàåòñÿ 13 ïðîìåæóòêîâ è, ñîîòâåòñòâåííî, 13 dummy-
ïåðåìåííûõ. Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü òàêîé ïîäõîä äåòåðìèíèðîâàííîé
ñåçîííîñòüþ.

Ïðåäïîëîæåíèå î «æåñòêîé» ñåçîííîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëü-
íûì, ïîýòîìó îôèöèàëüíàÿ ñòàòèñòèêà ïðèìåíÿåò áîëåå ñëîæíûå ìåòîäû óñòðà-
íåíèÿ ñåçîííîñòè. Øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà ïðîãðàììà Õ-11, ðàçðàáî-
òàííàÿ â Àìåðèêàíñêîì áþðî öåíçîâ (US Census Bureau), è åå äàëüíåéøèå ðàçâè-
òèÿ. Ðàçðàáîòàíû è ïðèìåíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå è äðóãèå ìåòîäû. Íà ðèñ. 11.1 ïðè-
âåäåíû îôèöèàëüíûå åæåìåñÿ÷íûå äàííûå Ãîñêîìñòàòà ÐÔ î äèíàìèêå èíäåêñà
ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà â Ðîññèè â ïåðèîä ñ ÿíâàðÿ 1990 ã. ïî àïðåëü 1999 ã.
äî è ïîñëå óñòðàíåíèÿ ñåçîííîñòè [1]. Íà ãðàôèêå õîðîøî âèäíî, ÷òî ñåçîííîñòü â
ýòîì ñëó÷àå íàëîæåíà íà òðåíä, ò.å. äàííûå äåìîíñòðèðóþò îäíîâðåìåííî è öèê-
ëè÷åñêîå ïîâåäåíèå, è òåíäåíöèþ ê ñíèæåíèþ óðîâíÿ.
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Сезонная  сост ав ляющая  уст ранена

"Сезонная  сост ав ляющая  не уст ранена"

Ðèñ. 11.1. Äèíàìèêà èíäåêñà ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà â Ðîññèè
ñ ÿíâàðÿ 1990 ã. ïî àïðåëü 1999 ã., %

Ðàññìîòðåííûå äî ñèõ ïîð ìîäåëè âðåìåííîé ñòðóêòóðû ðÿäà íå ïðåäíàçíà-
÷àëèñü äëÿ îïèñàíèÿ èìåííî òàêîãî ïîâåäåíèÿ. Ìû ñòðîèëè àâòîðåãðåññèîííûå ìî-
äåëè, êîãäà òåêóùåå çíà÷åíèå ðÿäà áûëî ñâÿçàíî ñ íåñêîëüêèìè ïðåäûäóùèìè çíà-
÷åíèÿìè. Â ïðèíöèïå, öèêëè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îïèñàòü â òåð-
ìèíàõ ìîäåëåé ARMA, íàëîæèâ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ìî-
äåëè. Íàïðèìåð, åñëè èññëåäóåìûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ êâàðòàëüíûìè, ñåçîííîñòü îç-
íà÷àåò, ÷òî äàííûå I êâàðòàëà òåêóùåãî ãîäà ñèëüíåå ñâÿçàíû ñ äàííûìè I êâàð-
òàëà ïðåäûäóùåãî ãîäà, ÷åì ñ äàííûìè ïðåäûäóùåãî êâàðòàëà. Ðàçóìíî ðàññìàò-
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ðèâàòü ìîäåëü, â êîòîðîé ÿâíî ïðèñóòñòâóåò ñâÿçü òîëüêî ñ äàííûìè îäíîèìåí-

íîãî êâàðòàëà ïðåäûäóùåãî ãîäà, ò.å. ìîäåëü âèäà: ttt xx εϕ += −4 . À äëÿ ìåñÿ÷íûõ

äàííûõ ðàçóìíîé áóäåò ìîäåëü ttt xx ε+Ψ= −12 . Èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ñäâèãà, ïî-

ëó÷àåì äëÿ êâàðòàëüíûõ äàííûõ: ttxL εϕ =− )1( 4
, à äëÿ ìåñÿ÷íûõ äàííûõ:

ttxL εϕ =− )1( 12
. Âèäíî, ÷òî ñåçîííîñòü – ýòî ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé ARMA. Ïî íàøåé

òåðìèíîëîãèè ýòî ARMA(4,0) èëè AR(4). Íî ó íåãî ïðîìåæóòî÷íûå êîýôôèöèåí-
òû ðàâíû íóëþ.

×òî áóäåò, åñëè â ìîäåëè ñ êâàðòàëüíûìè äàííûìè 1=ϕ ? Ìîäåëü ïðèíè-

ìàåò âèä ttt xx ε+= −4 . Î÷åâèäíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò åäèíè÷-

íûé êîðåíü. Ìîäåëü ïðèâîäèòñÿ ê âèäó ttxL ε=− )1( 4 . ß äóìàþ, âû ïîìíèòå, ÷òî

(1–L4) ðàñêëàäûâàåòñÿ íà 4 ñîìíîæèòåëÿ, è L=1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì. Òðè îñòàëüíûõ
êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî –1 è i± , ãäå

1−=i . Âñå ÷åòûðå êîðíÿ ïî ìîäóëþ ðàâíû 1. Ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèå ñîäåðæèò
åäèíè÷íûé êîðåíü â îáû÷íîì ñìûñëå è, êðîìå òîãî, òðè ñåçîííûõ åäèíè÷íûõ êîð-
íÿ [11]. Àíàëîãè÷íî äëÿ ìåñÿ÷íûõ äàííûõ: åñëè 1=Ψ , òî ìîäåëü ïðèíèìàåò âèä

ttxL ε=− )1( 12 . Ðàçóìååòñÿ, çäåñü òîæå åñòü åäèíè÷íûé êîðåíü â îáû÷íîì ñìûñ-

ëå, ò.å. è ýòîò ðÿä îòíîñèòñÿ ê òèïó DS.

Ìîäåëü, â êîòîðîé èìååòñÿ òàêîé ÷åòêî âûðàæåííûé ñîìíîæèòåëü )1( 4Lϕ−
èëè )1( 12Lϕ−  ïðèíÿòî íàçûâàòü ñåçîííîé àâòîðåãðåññèåé (SAR). Àíàëîãè÷íî ìîæ-
íî ðàññìîòðåòü ñåçîííóþ ñõåìó äëÿ ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî, ò.å. ðàññìîòðåòü ìî-
äåëü òèïà SMA, êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî â ïðàâóþ ÷àñòü áóäåò äîáàâëåíî ñëàãàåìîå

4−tβε . Ýòà ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëüíûé âèä îáû÷íîãî ÌÀ(4) èëè

ÌÀ(12) ñ íóëåâûìè ïðîìåæóòî÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îáùàÿ ìîäåëü, îïèñû-
âàþùàÿ ñåçîííîñòü â ïîäõîäå Áîêñà–Äæåíêèíñà, íîñèò íàçâàíèå SARIMA.

Ðàçðàáîòàíà ïðèìåðíî òàêàÿ æå òåîðèÿ è ïðàêòèêà íàõîæäåíèÿ åäèíè÷íûõ
ñåçîííûõ êîðíåé, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ îáû÷íûõ åäèíè÷íûõ êîðíåé. Åñëè TS è DS
ïðîöåññû ìû íàçûâàëè òàêæå ïðîöåññàìè ñ äåòåðìèíèðîâàííûì è ñòîõàñòè÷å-
ñêèì òðåíäîì ñîîòâåòñòâåííî, òî äëÿ îïèñàíèÿ ñåçîííîñòè óïîòðåáëÿåòñÿ àíàëî-
ãè÷íàÿ òåðìèíîëîãèÿ. Åñëè 1=ϕ , òî ïðèñóòñòâóåò ñòîõàñòè÷åñêàÿ ñåçîííîñòü.
Åñëè 1<ϕ , òî ïðèñóòñòâóåò äåòåðìèíèðîâàííàÿ ñåçîííîñòü.

Ðàçóìååòñÿ, â îäíîé ìîäåëè ìîæíî áåç áîëüøîãî òðóäà ñî÷åòàòü è ñåçîííóþ
ñîñòàâëÿþùóþ, è îáû÷íóþ ARMA ñõåìó. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ìîäåëü òèïà

SARIMA: ttxLBL ε=− )()1( 4 , ãäå )1()( LLB β−=  (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè â ìîäåëü

íå âêëþ÷åíà ÌÀ ÷àñòü). Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ïîëó÷àåì: ttxLLL εββ =+−− )1( 54

èëè ttttt xxxx εββ +−+= −−− 541 . Òî åñòü èñõîäíàÿ ìîäåëü ïðèâîäèòñÿ ê AR(5), íî

ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà êîýôôèöèåíòû. Îíè âûðàæà-
þòñÿ â òîì, ÷òî âòîðîé è òðåòèé êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ, è â òîì, ÷òî êîýô-
ôèöèåíòû ïåðâîãî è ïÿòîãî ñëàãàåìûõ â ñóììå ðàâíû íóëþ, ò.å. èìåþò ïðîòèâî-
ïîëîæíûå çíàêè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî íåêèé ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùåãî AR(5). Ïðè
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îöåíèâàíèè ìîäåëè äëÿ íàñ âàæíî, ÷òî ìû óæå çíàåì ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
êîýôôèöèåíòàìè è áóäåì îöåíèâàòü èìåííî òàêóþ ìîäåëü, à íå îáùóþ, â êîòîðîé
ó íàñ áóäóò ëèøíèå ïåðåìåííûå è ïîíèçèòñÿ òî÷íîñòü îöåíêè íàøèõ êîýôôèöè-

åíòîâ. Ýòó ìîäåëü ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü SAR(4)×AR(1).
Econometric Views ïîçâîëÿåò ëåãêî ñòðîèòü òàêèå ìîäåëè, âû ïðîñòî óêàçû-

âàåòå, ÷òî âàì íàäî äîáàâèòü â ìîäåëü SAR èëè SMA ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè çàäàíèè ïîðÿäêà ñåçîííîñòè íóæíî ó÷èòûâàòü, êàê
îïèñàíà ñòðóêòóðà äàííûõ â áàçå EViews. Åñëè äàííûå îïèñàíû êàê íåðåãóëÿð-
íûå, òî ïîðÿäîê ñåçîííîñòè çàäàåòñÿ ÷èñëîì 4, à åñëè âû èõ óæå îïèñàëè êàê
êâàðòàëüíûå, òî ìîæíî çàäàòü SAR(1).

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè â äàííûõ ïðèñóòñòâóåò ñåçîííîñòü, íåëüçÿ îáîéòèñü
ìîäåëüþ ARMA íèçêîãî ïîðÿäêà. Äîïóñòèì, ó âàñ åñòü åæåìåñÿ÷íûå äàííûå çà 4
èëè 5 ëåò. Íàëè÷èå ñåçîííîñòè îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ çíà÷èìàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ
çàâèñèìîñòü îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåñÿöà ïðåäûäóùåãî ãîäà. Âû ìîæåòå ñðàçó ïî-
ñòðîèòü ìîäåëü ïîðÿäêà, ñêàæåì, 15, ò.å. AR(15), íî AR(15) ïðèâåäåò ê óòðàòå 15
ïåðâûõ òî÷åê äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè. Êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ î÷åíü ìíîãî,
îïàñíîñòü ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè âîçðàñòàåò. Ïðè ÿâíîì èñïîëüçîâàíèè ñõåìû
SAR âîçíèêàåò äðóãàÿ ñèòóàöèÿ, â ìîäåëè îñòàåòñÿ òîëüêî 4 êîýôôèöèåíòà. Êî-
íå÷íî, íåêîòîðîå ÷èñëî íàáëþäåíèé âñå ðàâíî áóäåò ïîòåðÿíî. Íî ÷èñëî êîýôôè-
öèåíòîâ ãîðàçäî ìåíüøå, ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ñóùåñòâåííî áîëüøå, çíà÷èò, òî÷-
íîñòü èõ îöåíèâàíèÿ âîçðàñòàåò. Êðîìå òîãî, óìåíüøàåòñÿ îïàñíîñòü ìóëüòèêîë-
ëèíåàðíîñòè.

Åñëè ó÷åò ñåçîííîñòè â òåðìèíàõ ïîäõîäà Áîêñà–Äæåíêèíñà íàõîäèò øèðî-
êîå ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå, òî èññëåäîâàíèå åäèíè÷íûõ ñåçîííûõ êîðíåé íå ñòîëü
ïîïóëÿðíî. Ñðåäè ðàáîò ïî ýòîé òåìàòèêå, êðîìå óæå îòìå÷åííîé ñòàòüè Õèëëå-
áåðãà è äðóãèõ, ñòîèò îòìåòèòü ìîíîãðàôèþ Ôðàíñåñà [5].

Àâòîðåãðåññèîííûå ìîäåëè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ëàãàìè

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè òîëüêî îäèí ñëó÷àéíûé ïðîöåññ tX . Ìû èñ-

ñëåäîâàëè åãî íà ñòàöèîíàðíîñòü, ñòðîèëè ìîäåëè ïðîöåññà, ïðîãíîçèðîâàëè áóäó-
ùèå çíà÷åíèÿ ïðîöåññà. Îäíàêî ïðè èçó÷åíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé íàèáîëü-
øèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âçàèìîçàâèñèìîñòü ýêîíîìè÷åñêèõ âåëè÷èí. Òåêóùåå
çíà÷åíèå ýêîíîìè÷åñêîé âåëè÷èíû áóäåò çàâèñåòü íå òîëüêî îò åå ïðåäûäóùèõ
çíà÷åíèé, íî è îò òåêóùåãî è ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé äðóãèõ ýêîíîìè÷åñêèõ âåëè-
÷èí. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñðåäè ðåãðåññîðîâ áóäóò ëàãîâûå çíà÷åíèÿ êàê îáúÿñíÿå-
ìîé, òàê è îáúÿñíÿþùèõ âåëè÷èí. Òàêèå ìîäåëè ïðèíÿòî íàçûâàòü àâòîðåãðåññè-
îííûìè ìîäåëÿìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ëàãàìè, ïî-àíãëèéñêè – ADL (auturegres-
sive distributed lag) models. Äðóãîå íàçâàíèå òàêèõ ìîäåëåé – ARMAX íàïîìèíà-
åò îá èõ ñõîäñòâå ñ ìîäåëÿìè ARIMA. Ðåãðåññîð tX  êàê áû çàìåíÿåò ñîáîé áå-

ëûé øóì â ìîäåëè ARIMA. Äëÿ ñëó÷àÿ òîëüêî îäíîé îáúÿñíÿþùåé ýêîíîìè÷å-
ñêîé âåëè÷èíû îáùèé âèä ìîäåëåé ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà:

TtXXXXYYYY tqtqtttptpttt ,...2,1,...... 221102211 =++++++++++= −−−−−− εββββαααθ .

Ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå ïî-ïðåæíåìó ïîëàãàåòñÿ áåëûì øóìîì. Èñïîëüçóÿ îïåðà-
òîðíûå ïîëèíîìû, ïîëó÷èì ttqtp XLYL εβθα ++= )()( . Â îòëè÷èå îò ìîäåëè
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ARIMA ìû îòêàçûâàåìñÿ îò íîðìèðóþùåãî óñëîâèÿ 10 ≡β . Ìû áóäåì èñïîëüçî-

âàòü îáîçíà÷åíèÿ ADL(p,q) è ARMAX(p,q), ÷òîáû óêàçàòü êîëè÷åñòâî ëàãîâ íåçà-
âèñèìîé è çàâèñèìîé ïåðåìåííûõ.

Åñëè ïðîöåññ tX  ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì â øèðîêîì ñìûñëå, òî, èñïîëüçóÿ

åãî ðàçëîæåíèå ïî òåîðåìå Âîëüäà, ìû ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå ïðîöåññà tY  â

âèäå ìîäåëè ARMA(p,∞), è ñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññà tY  ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ

àâòîðåãðåññèîííîé ÷àñòüþ èñõîäíîé ìîäåëè. Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî ðåãðåññîðà tX
ïðîöåññ tY  ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, òàêæå íåñòàöèîíàðíûì. Îòäåëüíîãî ðàññìîò-

ðåíèÿ çàñëóæèâàåò òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ îáîèõ ïî-
ëèíîìîâ )(Lpα  è )(Lqβ  èìåþò îäèíàêîâûå êîðíè, ïî ìîäóëþ áîëüøèå åäèíèöû.

Íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ ñèòóàöèè, êîãäà ðåãðåññîð ñòàöèîíàðåí, è ïîëèíîì

)(Lpα íå èìååò êîðíåé âíå èëè íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî

ïåðåïèñàòü ìîäåëü â âèäå: tptqppt LXLLLY εαβαθα 111 )()()()( −−− ++= , ò.å. ñòà-

öèîíàðíàÿ ADL ìîäåëü ïðåäñòàâèìà â âèäå ìîäåëè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ëàãàìè
áåç àâòîðåãðåññèîííîé ÷àñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåêóùåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû tY
çàâèñèò îò òåêóùåãî è âñåõ ïðåäøåñòâîâàâøèõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû tX  èëè ÷òî

òåêóùåå çíà÷åíèå tX  âëèÿåò íà òåêóùåå è âñå ïîñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû

tY . Äðóãèìè ñëîâàìè, òåêóùåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû tY  ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóì-

ìû äèíàìè÷åñêèõ îòêëèêîâ íà èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû tX . Êîýôôèöèåíò âëèÿíèÿ

çíà÷åíèÿ tX  íà âåëè÷èíó ktY + ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ 
X

Y kt

∂
∂ + ,

êîòîðóþ ìîæíî âûðàçèòü êàê çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé îò îïåðàòîðíîãî âûðàæåíèÿ:












)(
)(

L
L

dL
d

p

q
k

k

α
β

 ïðè L=0.

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà k ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíî ìãíîâåííûé, êðàòêî-
ñðî÷íûé, ñðåäíåñðî÷íûé è äîëãîñðî÷íûé îòêëèêè. Äëÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ è ìî-
íåòàðíûõ ìîäåëåé, âûðàæåííûõ â óðîâíÿõ âåëè÷èí, ýòè îòêëèêè ïðèíÿòî íàçû-
âàòü ñîîòâåòñòâóþùèìè ìóëüòèïëèêàòîðàìè, à äëÿ ìîäåëåé, âûðàæåííûõ â ëîãà-
ðèôìàõ âåëè÷èí, – ýëàñòè÷íîñòÿìè. Íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëè ADL(1,1) îòêëèêè âû-
ðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìîäåëè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

0
2

1110110 ,, βαβαβαββ ++  è ò.ä.

Äîëãîñðî÷íûé îòêëèê îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ îòêëèêîâ.
Èñïîëüçóÿ ñòàöèîíàðíîñòü ïðîöåññîâ tX  è tY , äîëãîñðî÷íûé îòêëèê ìîæíî íàé-

òè, ïðîñòî âçÿâ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò îáåèõ ÷àñòåé ñîîòíîøåíèÿ. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñòàòè÷åñêîãî èëè äîëãîñðî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ.
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ãäå ÷åðåç Y  è X  îáîçíà÷åíû ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí.

Äëÿ óäîáñòâà àíàëèçà äîëãîñðî÷íîãî è êðàòêîñðî÷íîãî ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷å-
ñêîãî ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæåííîãî ADL ìîäåëüþ, óäîáíî ïðîâåñòè ïåðåïàðàìåòðè-
çàöèþ ìîäåëè. Íà÷íåì ñ ìîäåëè ADL(1,1): ttttt XXYY εββαθ ++++= −− 11011 . Çà-

ìåíèâ tY  íà tt YY ∆+−1 , è tX  íà tt XX ∆+−1 , ïîëó÷àåì:

ttttt XYXY εββαβθ +++−−∆+=∆ −− 110110 )()1( .

Ïåðåãðóïïèðîâêà ÷ëåíîâ äàåò:

ttttt XYXY ε
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θαβ +
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Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ADL ìîäåëè íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ êîððåêöèè îøèáêàìè (error
correction model), ñîêðàùåííî – ECM2). Ñìûñë ìîäåëè è íàçâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ
ÿñåí, åñëè îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ìîæåò òðàê-
òîâàòüñÿ êàê îòêëîíåíèå îò äîëãîñðî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t-1. Â
ñàìîì äåëå, äîëãîñðî÷íîå ðàâíîâåñèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

0
11 1
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1

=







−
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−
−

− XY
α

ββ
α

θ
,

ïîýòîìó âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíî, åñëè çíà÷åíèå 1−tY  ïðå-

âûøàåò ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå 1−tX . Òàêèì îáðàçîì, òåêóùåå

(êðàòêîñðî÷íîå) èçìåíåíèå Y ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ. Ïåðâîå

èç íèõ – ýòî ìãíîâåííûé îòêëèê íà òåêóùåå (êðàòêîñðî÷íîå) èçìåíåíèå X , à

âòîðîå – ïîïðàâêà íà èìåâøåå ìåñòî â ïðåäûäóùèé ìîìåíò îòêëîíåíèå îò äîëãî-
ñðî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó äëÿ ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà tY  íåîá-

õîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 11 <α , êîýôôèöèåíò ïðè íåâÿçêå îòðèöàòåëüíûé.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå «ïîäòÿãèâàåò» ïðîöåññ tY  ê äîëãîñðî÷íîìó

ñîîòíîøåíèþ ñ ïðîöåññîì tX . Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü êîððåêöèè îøèáêàìè ïî-

çâîëÿåò óäîáíî îáúåäèíèòü â ðàìêàõ îäíîé ìîäåëè êðàòêîñðî÷íóþ è äîëãîñðî÷-
íóþ äèíàìèêó, à åå êîýôôèöèåíòû èìåþò ñîäåðæàòåëüíóþ ýêîíîìè÷åñêóþ èí-
òåðïðåòàöèþ.

Â îáùåì ñëó÷àå ìîäåëè ADL(p,q) ìû äîëæíû çàìåíèòü çíà÷åíèÿ ïðîöåññîâ

tY  è tX  â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè íà èõ çíà÷åíèÿ â ìîìåíò t–1 è îòêëîíå-

                                                          
2) Âïåðâûå ââåäåíà â [14].

http://www.pdffactory.com


504 ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË ÂØÝ ¹ 4

íèÿ, íàïðèìåð ttt YYY ∆−= −− 12 , 213 −−− ∆−∆−= tttt YYYY . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

ECM ïðåäñòàâëåíèå:
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Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïî-ïðåæíåìó ïðåäñòàâëÿåò êîððåêòèðóþùèé
÷ëåí, «ïîäïðàâëÿþùèé» ëàãîâóþ ñòðóêòóðó îòêëîíåíèÿìè îò äîëãîñðî÷íîãî ðàâ-
íîâåñèÿ íà ïðåäûäóùåì øàãå. Ýòî õîðîøî âèäíî ïîñëå çàìåíû íóëÿìè âñåõ îò-
êëîíåíèé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ. Âàæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî
êîýôôèöèåíòû iδ  è iγ , òàêæå êàê è îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ECM ïðåäñòàâëå-

íèÿ, ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû èñõîäíîé ADL ìîäåëè, ïðè÷åì
ýòî ïðåîáðàçîâàíèå íåâûðîæäåíî.

Íàèáîëåå îáùàÿ ADL ìîäåëü ïîëó÷àåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ k ðàçëè÷-
íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ äèñöèïëèí â êà÷åñòâå ðåãðåññîðîâ. Áóäåì îáîçíà÷àòü åå
ADL(p,q1,q2,...,qk), à îáùåå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

tktqtqtqtp XLXLXLYL
k

εβββθα +++++= )(...)()()( 21 21
.

Ïðåîáðàçîâàíèå ê ìîäåëè êîððåêöèè îøèáêàìè ïðîâîäèòñÿ â ýòîì ñëó÷àå òî÷íî
òàêæå, êàê è ðàíåå, íî âûðàæåíèå â îáùåì ñëó÷àå ñòàíîâèòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèì.

Îöåíèâàíèå è äèàãíîñòèêà ADL ìîäåëåé áëèçêè ê ìîäåëÿì ARIMA. Ïîñêîëü-
êó â ìîäåëè îòñóòñòâóåò ëàãîâàÿ ñòðóêòóðà ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ, îñíîâíûì ìå-
òîäîì îöåíèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ìû çíàåì, ÷òî ïðè îò-
ñóòñòâèè êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ ðåãðåññîðîâ è ñëó÷àéíîãî âîçìóùåíèÿ ÌÍÊ äàåò
ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè. Ðàçóìååòñÿ, ïåðåä îöåíèâàíèåì ìîäåëè íóæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî âñå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè.

Ó íàñ åñòü äâå âîçìîæíîñòè. Ïåðâàÿ: îöåíèòü ADL ìîäåëü, à çàòåì ïåðå-
ñ÷èòàòü ïàðàìåòðû è èõ ñòàíäàðòíûå îøèáêè äëÿ ECM ïðåäñòàâëåíèÿ. Âòîðàÿ:
îöåíèòü ïàðàìåòðû ECM ìîäåëè íåïîñðåäñòâåííî. Ïîñêîëüêó, êàê óæå óïîìèíà-
ëîñü ðàíåå, êîýôôèöèåíòû ADL è ECM ìîäåëåé ñâÿçàíû íåâûðîæäåííûì ëèíåé-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îáà ïóòè äàþò èäåíòè÷íûå ðåçóëüòà-
òû. Ïîýòîìó, âûáîð ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé çàäà÷åé
èññëåäîâàíèÿ, à íå îñîáåííîñòÿìè ïðîöåäóðû îöåíèâàíèÿ.

Îïðåäåëåíèå ÷èñëà ëàãîâ äëÿ ïåðåìåííûõ, âõîäÿùèõ â ìîäåëü, íåèçáåæíî ñî-
ïðîâîæäàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ðÿäà ìîäåëåé è âûáîðîì íàèëó÷øåé èç íèõ. Îáùåïðè-
íÿòîé ñòðàòåãèåé âûáîðà ìîäåëè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä îò îáùåãî ê
÷àñòíîìó (from general to simple), ïðåäëîæåííûé è ðàçâèòûé Äýâèäîì Õåíäðè è åãî
ñîàâòîðàìè [8]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïîäõîäîì ìû íà÷èíàåì ïîñòðîåíèå ñ íàèáîëåå
îáùåé ìîäåëè êàê ïî íàáîðó îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ, òàê è ïî êîëè÷åñòâó âêëþ-
÷åííûõ ëàãîâ. Ïîñòðîåííàÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìîäåëü ïîäâåðãàåòñÿ ðàç-
ëè÷íûì òåñòàì: íà àâòîêîððåëÿöèþ îñòàòêîâ, íîðìàëüíîñòü, ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü è
ò.ä. Åñëè ìîäåëü ïðîõîäèò âñå äèàãíîñòè÷åñêèå òåñòû, íà ñëåäóþùåì øàãå èññëåäó-
åòñÿ âîçìîæíîñòü íàëîæåíèÿ ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèé íà åå êîýôôèöèåíòû. Òàêèìè
îãðàíè÷åíèÿìè ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíèå èç ìîäåëè îòäåëüíûõ ïåðåìåííûõ èëè ëàãîâ,
ðàâåíñòâî íåêîòîðûõ êîýôôèöèåíòîâ ìåæäó ñîáîé è ò.ï. Îáû÷íî ïðîâåðÿåìûå îãðà-
íè÷åíèÿ ïîðîæäàþòñÿ êàê ñîäåðæàòåëüíûìè òåîðåòè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, òàê è
÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ.
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Ëåêöèÿ 12

Ïðè îöåíèâàíèè ADL ìîäåëåé ñóùåñòâóåò åùå îäíà îñîáåííîñòü, êîòîðóþ
ñëåäóåò èìåòü â âèäó. Âïðî÷åì, îíà ïðèñóòñòâóåò ïðè îöåíèâàíèè ëþáîé ìîäåëè
ñî ñòîõàñòè÷åñêèìè ðåãðåññîðàìè, íî â êóðñå ýêîíîìåòðèêè ìû îñòàâëÿëè åå çà
ðàìêàìè ðàññìîòðåíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ íåñêîëüêî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (èëè ïðîöåñ-
ñîâ) îäíîâðåìåííî, ìû âñåãäà íåÿâíî ïðåäïîëàãàåì ñóùåñòâîâàíèå èõ ñîâìåñòíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê è, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, îãðàíè÷èìñÿ äâó-
ìÿ ïðîöåññàìè: tY  è tX . Ïóñòü, íàïðèìåð, ìû ñòðîèì ADL ìîäåëü ïðîöåññà tY  îò

îäíîé îáúÿñíÿþùåé ïåðåìåííîé tX . Ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

),( tt XYf , åñëè îíà ñóùåñòâóåò, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

)()(),( ttttt XfXYfXYf =  óñëîâíîé ïëîòíîñòè tY  ïðè óñëîâèè tX  è îäíîìåðíîé

ïëîòíîñòè ïðîöåññà tX . Òàêîå ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé ñîâìåñò-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Â òî æå âðåìÿ, òåîðåòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâíîå ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå tttttt dYXYfYXYE )()( ∫= , äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîòîðîãî èñ-

ïîëüçóåòñÿ òîëüêî óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ôàêòè÷åñêè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåãðåñ-
ñèè íå èñïîëüçóåòñÿ ÷àñòü èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùàÿñÿ â ñîâìåñòíîì ðàñïðåäåëå-
íèè. Âîïðîñ î òîì, â êàêîé ñòåïåíè òàêîé íåïîëíûé ó÷åò èíôîðìàöèè âëèÿåò íà
îöåíèâàíèå ðåãðåññèè, ïðåäñòàâëÿåò î÷åíü èíòåðåñíûé è âàæíûé àñïåêò ñîâðå-
ìåííîãî ýêîíîìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññà ty  è tx , îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùåé ìî-

äåëüþ, â êîòîðîé äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ïîëîæåíû
ðàâíûìè íóëþ:

ttt xy 1εβ +=

tttt yxx 21211 εαα ++= −− .

Ïóñòü âîçìóùåíèÿ îáðàçóþò äâóìåðíûé íîðìàëüíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ε
r

, êàæ-
äàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî íå èìååò àâòîêîððåëÿöèé (ò.å. ÿâëÿåòñÿ áåëûì øóìîì),
íî êîððåëÿöèÿ ìåæäó îäíîâðåìåííûìè çíà÷åíèÿìè âîçìóùåíèé, âîîáùå ãîâîðÿ,
ìîæåò áûòü íåíóëåâîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî









=

0
0

)(εrE , 







=

2212

1211)cov(
σσ
σσ

εr ,    

2211

12

σσ
σ

ρ = .

Äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå tx  è ty  ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè âåê-

òîðà ε
r

, íî ó íàñ íåò íóæäû âûïèñûâàòü ðàñïðåäåëåíèå â ÿâíîì âèäå. Çàìåòèì,

÷òî ïðîöåññû tx  è ty  î÷åâèäíî àâòîêîððåëèðîâàíû. Ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé ÿâ-

ëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ðåãðåññèè, è âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, â êàêîé ñòåïåíè ìîæíî
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îöåíèâàòü ýòó çàâèñèìîñòü ty  îò tx , íå ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âòîðîå èç ñîîòíî-

øåíèé. Â ðàíåå ïðèìåíÿâøèõñÿ òåðìèíàõ [10] âîïðîñ çâó÷àë òàê: ÿâëÿåòñÿ ëè tx
ýêçîãåííûì (exogenous) äëÿ óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè? Â ñîîòâåòñòâèè æå ñ ñîâðåìåí-
íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè [4] ýòîò âîïðîñ íåäîñòàòî÷íî êîíêðåòåí: ñëåäóåò çàðàíåå
îïðåäåëèòü ñïîñîá èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè. Â ýêîíîìåòðèêå ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ
ñèòóàöèåé, êîãäà âûáîð, íàïðèìåð, íàèëó÷øåé ìîäåëè çàâèñåë îò òîãî, êàê ìû
ñîáèðàåìñÿ åå èñïîëüçîâàòü. Ìû ðàçëè÷àëè, â îñíîâíîì, äâà òèïà èñïîëüçîâàíèÿ:
à) äëÿ öåëåé ïðîãíîçèðîâàíèÿ è á) äëÿ èçó÷åíèÿ ìåõàíèçìà ìîäåëè, êîãäà íàñ
èíòåðåñîâàëè ÷èñëåííûå îöåíêè âñåõ èëè íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ. Â ñîîòâåòñòâèè
ñ [4] áóäåì ðàçëè÷àòü ñëåäóþùèå òðè öåëè àíàëèçà ìîäåëåé:

• ñäåëàòü ñòàòèñòè÷åñêèå âûâîäû îá îäíîì èëè íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðàõ
ìîäåëè (èçó÷èòü ìåõàíèçì ìîäåëè);

• ïðåäñêàçàòü ty  ïðè çàäàííîì tx , (óñëîâíûé ïðîãíîç);

• ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè óðàâíåíèå ðåãðåññèè ñòðóêòóðíî èíâàðèàíòíûì
ïðè èçìåíåíèÿõ îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ tx .

Ñëàáàÿ ýêçîãåííîñòü (weak exogeneity)

Ïóñòü ìû ðàññìàòðèâàåì ðåãðåññèþ íåêîé âåëè÷èíû ty  íà íåñêîëüêî ðåã-

ðåññîðîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ
r
 âåêòîð ïàðàìåòðîâ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåëè÷èíû

ty  è ðåãðåññîðîâ, ÷åðåç 1θ
r

 – âåêòîð ïàðàìåòðîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò óñëîâíàÿ

ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ty  ïðè çàäàííûõ ðåãðåññîðàõ, à ÷åðåç 2θ
r

 – âåêòîð ïàðà-

ìåòðîâ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðåãðåññîðîâ.
Íàêîíåö, ïóñòü ïàðàìåòðû, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ìû õîòèì ñäåëàòü ñòàòè-

ñòè÷åñêèå âûâîäû, îáðàçóþò ìíîæåñòâî, çàïèñàííîå â âèäå âåêòîðà α
r

. Ìû ñêà-
æåì, ÷òî íàáîð ðåãðåññîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ýêçîãåííûì äëÿ ïàðàìåòðîâ α

r
, åñëè

ñòàòèñòè÷åñêèå âûâîäû îá ýòèõ ïàðàìåòðàõ, ñäåëàííûå íà îñíîâàíèè óñëîâíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, ýêâèâàëåíòíû âûâîäàì ïî ñîâìåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ty  è ðåã-

ðåññîðîâ.
Î÷åâèäíî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì íåçàâèñèìîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâî-

äîâ îò èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â óñëîâíîì ðàñïðåäåëåíèè ðåãðåññîðîâ, ÿâëÿ-

åòñÿ âîçìîæíîñòü âûðàçèòü α
r

 â âèäå ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ 1θ
r

, ò.å. )( 1θαα
rrr

= .

Êðîìå òîãî, íà êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ 1θ
r

 è 2θ
r

 íå äîëæíû áûòü íàëî-

æåíû ñîâìåñòíûå îãðàíè÷åíèÿ íè â âèäå ðàâåíñòâ, íè â âèäå íåðàâåíñòâ. Ýòî îç-

íà÷àåò, ÷òî îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ 1θ
r

 íå çàâèñèò îò òîãî, êà-

êèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþò ïàðàìåòðû èç ìíîæåñòâà 2θ
r

, è íàîáîðîò. Ýòî ñâîéñòâî

ïî-àíãëèéñêè âûðàæàåòñÿ òåðìèíîì variation-free. Ïî-ðóññêè ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ïðåäëîæåííûé Ý. Á. Åðøîâûì òåðìèí «ñâîáîäíî-âàðüèðóåìûå».
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Ïðîèëëþñòðèðóåì ñâîéñòâî ñëàáîé ýêçîãåííîñòè íà ïðèìåðå âûøåïðèâåäåí-

íîé ìîäåëè. Óìíîæèâ âòîðîå èç óðàâíåíèé íà 
22

12

σ
σ

−  è ñëîæèâ ïîëó÷åííûå óðàâ-

íåíèÿ, ïîëó÷èì:

tttttt yxxy 2
22

12
11

22

12
21

22

12
1

22

12 )( ε
σ
σ

ε
σ
σ

α
σ
σ

α
σ
σ

β −−−−+= −−
.

Ââåäÿ äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè îáîçíà÷åíèÿ:

22

12
0 σ

σ
βδ +=

22

12
10 σ

σ
αδ −=

22

12
20 σ

σ
αδ −=

tttu 2
22

12
1 ε

σ
σ

ε −= ,

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ìîäåëè: ttttt uyxxy +++= −− 12110 δδδ .

Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ tu , êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íîðìàëüíûõ ïðîöåññîâ,

ñàì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Î÷åâèäíî, ÷òî )1()var( 2
11

22

12
11 pu t −=−= σ

σ
σ

σ  è

0),cov(),cov(),cov( 22
22

12
212 =−= ttttttu εε

σ
σ

εεε  ïî îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ 11σ ,

12σ , 22σ  è ρ . Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû tu  è t2ε  – íå-

êîððåëèðîâàíû è, ñëåäîâàòåëüíî, íåçàâèñèìû. Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ ïðîöåñ-
ñà ty  ÿâëÿåòñÿ äðóãîé ïàðàìåòðèçàöèåé óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè ttt xy 1εβ += .

Ââåäåííûå ðàíåå âåêòîðû ïàðàìåòðîâ êîíêðåòèçèðóþòñÿ äëÿ äàííîãî ïðè-
ìåðà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

T),,,,,( 22121121 σσσααβφ =
r

T),,,( 2
112101 σδδδθ =

r
, T),,( 22212 σααθ =

r
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð α
r

 ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ïàðàìåòð β , ò.å. íàñ

èíòåðåñóåò òîëüêî êîýôôèöèåíò ðåãðåññèè ty  íà tx . Ïàðàìåòð β  âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ïàðàìåòðû èç ìíîæåñòâ 1θ
r

 è 2θ
r

 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2

2
0

1

1
0 α

δ
δ

α
δ

δβ +=+= .
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Î÷åâèäíî, ÷òî β  íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ôóíêöèè îò ïàðàìåòðîâ,

âõîäÿùèõ òîëüêî â ìíîæåñòâî 1θ
r

. Áîëåå òîãî, ïàðàìåòðû èç ìíîæåñòâ 1θ
r

 è 2θ
r

ñâÿçàíû î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì 2112 δαδα = , ò.å. íå ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíî âàðüè-

ðóåìûìè. Âûâîä î÷åâèäåí: ïåðåìåííàÿ (ðåãðåññîð) tx  íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ýêçîãåí-

íîé äëÿ ïàðàìåòðà β .

Íåñêîëüêî èçìåíèì ìîäåëü. Ïóñòü âîçìóùåíèÿ t1ε  è t2ε  áóäóò íåçàâèñè-

ìûìè ( 012 =σ ). Òîãäà

T),,,,,( 22121121 σσσααβφ =
r

T),( 111 σβθ =
r

, T),,( 22212 σααθ =
r

.

Òåïåðü β  ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà 1θ
r

 è, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöè-

åé îò ñàìîãî ñåáÿ. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ïàðàìåòðû ìíîæåñòâ 1θ
r

 è 2θ
r

 ÿâëÿþòñÿ

ñâîáîäíî âàðüèðóåìûìè. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå tx  ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ýêçî-

ãåííîé ïåðåìåííîé äëÿ ïàðàìåòðà β .

Êàê åùå îäíó ìîäèôèêàöèþ ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 12σ  âíîâü íå ðàâíî

íóëþ, íî ìû èíòåðåñóåìñÿ äðóãèì ïàðàìåòðîì – 0δ  èç ïðåîáðàçîâàííîãî óðàâíå-

íèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïàðàìåòð 0δ  ïðåäñòàâèì êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðîâ èç ìíîæå-

ñòâà 1θ
r

, íî óñëîâèå ñâîáîäíîé âàðüèðóåìîñòè íå âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðî-

öåññ tx  íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ýêçîãåííûì è äëÿ ïàðàìåòðà 0δ .

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî åñëè ïåðåìåííàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ýêçîãåííîé äëÿ
ïàðàìåòðà, òî ýòî åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî ýòîò ïàðàìåòð íåëüçÿ îöåíèòü. Íàïðèìåð,
ïîïûòêà îöåíèòü ïàðàìåòð β  ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äàåò íåñîñòîÿòåëü-

íóþ îöåíêó, ïîñêîëüêó tx  î÷åâèäíî êîððåëèðóåò ñ t1ε

( 12212 ),cov(),cov( σεεε == ttttx ).

À âîò êîððåëÿöèÿ ïåðåìåííîé tx  ñ âîçìóùåíèåì tu  ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó îöåíêà

ïàðàìåòðà 0δ  ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñîñòîÿòåëüíà. Íî âîò òî÷íîñòü

îöåíêè (åå ýôôåêòèâíîñòü) ñíèæåíà, òàê êàê â ìîäåëü íå èíêîðïîðèðîâàíà îòìå-

÷åííàÿ ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè ìíîæåñòâ 1θ
r

 è 2θ
r

.

Ñèëüíàÿ ýêçîãåííîñòü (strong exogeneity)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [4] ïåðåìåííàÿ tx  íàçûâàåòñÿ ñòðîãî ýêçîãåííîé äëÿ ïà-

ðàìåòðà β , åñëè îíà ñëàáî ýêçîãåííà äëÿ íåãî, è îáúÿñíÿåìàÿ ïåðåìåííàÿ ty  íå
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ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïî Ãðýíäæåðó äëÿ ïåðåìåííîé tx . Ïîíÿòèå ïðè÷èííîñòè ïî

Ãðýíäæåðó (Granger causality) áûëî ââåäåíî â ðàáîòå [6]. Ýòîò òåðìèí ñåãîäíÿ ðàñöå-
íèâàåòñÿ êàê íå î÷åíü óäà÷íûé, ïðåæäå âñåãî èç-çà äîñëîâíîãî ñîâïàäåíèÿ ñ ïðè÷èí-
íî-ñëåäñòâåííûìè îòíîøåíèÿìè â îáû÷íîì ñìûñëå, íî îí óæå ïðî÷íî óêîðåíèëñÿ â
ëèòåðàòóðå. Ëèìåð [12] ïðåäëàãàë áîëåå óäà÷íûé òåðìèí «ïðåäøåñòâîâàíèå»
(precedence), íî â ïðàêòèêå óêîðåíèëàñü èìåííî ïðè÷èííîñòü ïî Ãðýíäæåðó.

Îñíîâíîé ïîñûëêîé Ãðýíäæåðà áûëî òî, ÷òî áóäóùåå íå ìîæåò áûòü ïðè÷è-
íîé íàñòîÿùåãî èëè ïðîøëîãî. Ïîýòîìó, åñëè ñîáûòèå À ïðîèçîøëî ïîñëå ñîáû-
òèÿ Â, òî À îïðåäåëåííî íå ìîæåò áûòü ïðè÷èíîé Â. Íî, êàê çíàåò êàæäûé,
«ïîñëå òîãî íå çíà÷èò âñëåäñòâèå òîãî». Ïðè àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ ÷àñòî õî-
òåëîñü áû çíàòü, ïðåäøåñòâóåò ðÿä tx  ðÿäó ty , èëè ty  ïðåäøåñòâóåò tx , èëè îíè

«îäíîâðåìåííû». Íàïðèìåð, ïðåäøåñòâóåò ñæàòèå äåíåæíîé ìàññû ïàäåíèþ ïðî-
èçâîäñòâà â Ðîññèè 1990-õ ãã., èëè ìåæäó íèìè íåò ñîîòíîøåíèÿ ïðåäøåñòâîâà-
íèÿ (ïðè÷èííîñòè ïî Ãðýíäæåðó).

Ïîíÿòèå ïðè÷èííîñòè ïî Ãðýíäæåðó èìååò áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèå, ÷åì
òî, â êîòîðîì ìû áóäåì åãî èñïîëüçîâàòü. Ýòî, ñêîðåå, ïîíÿòèå èíôîðìàöèîííîå.
Ñíà÷àëà çàïèøåì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ïðîöåññ tZ ,

íå âàæíî, ìíîãîìåðíûé èëè íåò. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ìû ðàññ÷èòûâàåì óñëîâíîå

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîãî ïðîöåññà: ( )ttZE Ω+1 , ãäå tΩ  – âñÿ âîçìîæíàÿ

èíôîðìàöèÿ, êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò â ìèðå â ìîìåíò t. Ïîòîì èç âñåâîçìîæíîé èí-
ôîðìàöèè, êîòîðàÿ èçâåñòíà ê ìîìåíòó t, óäàëÿåì èíôîðìàöèþ î íåêîòîðîì ïðî-
öåññå tx . Åñëè ïðè ýòîì óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîöåññà tZ  íå èç-

ìåíèòñÿ, ò.å. åñëè ( ) ( ))(\11 tsxZEZE stttt ≤Ω=Ω ++ , òî tx  íå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé

ïî Ãðåíæåðó äëÿ tZ . Åñëè æå îíè íå ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ò.å. åñëè èçúÿòèå èí-

ôîðìàöèè îá tx
 
ìåíÿåò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, òî tx

 
ÿâëÿåòñÿ ïðè-

÷èíîé ïî Ãðýíäæåðó äëÿ tZ .

Åñëè tx  – ïðè÷èíà ïî Ãðýíäæåðó äëÿ tZ , òî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó

ýòèìè ïðîöåññàìè åñòü ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ ñâÿçü. Åäèíñòâåííûé âûâîä ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî óæ åñëè ïåðåìåííàÿ tx  íå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïî Ãðýíäæåðó äëÿ

ïåðåìåííîé tZ , òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ åå ïðè÷èíîé è â îáû÷íîì ñìûñëå. Ãðýíäæåð

[6] ïðåäëîæèë ìåòîä òåñòèðîâàíèÿ ïðè÷èííîñòè ïî Ãðýíäæåðó. Îí ïðåäëîæèë
ïîñòðîèòü ðåãðåññèþ ïðîöåññà tZ  íà åãî ñîáñòâåííûå ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ è íà

ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ ïðîöåññà tx : t

k

i
iti

k

i
itit xZZ εβαα +++= ∑∑

=
−

=
−

11
0 . À ïîñëå

ýòîãî ïðîâåðèòü îáû÷íóþ ãèïîòåçó î ðàâåíñòâå íóëþ ãðóïïû êîýôôèöèåíòîâ:

0...:
0...:

22
11

10

>++

===

k

k

H
H

ββ

ββ
. Ýòî îáû÷íûé F-òåñò. Êàê îáû÷íî, ñòðîèòñÿ ïîëíîå óðàâíå-

íèå è óêîðî÷åííîå, è ñðàâíèâàþòñÿ îñòàòî÷íûå ñóììû ïî F-ñòàòèñòèêå. Åñëè íó-
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ëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ, òî tx  ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïî Ãðýíäæåðó äëÿ tZ . Åñëè

æå íóëåâàÿ ãèïîòåçà íå îòâåðãàåòñÿ, òî ïðîøëîå ïðîöåññà tx  íå îêàçûâàåò âëèÿ-

íèå íà ïðîöåññ tZ  è íå ÿâëÿåòñÿ åãî ïðè÷èíîé ïî Ãðýíäæåðó.

Ñèìñ â [16] ïðåäëîæèë äðóãîé ïîäõîä: tx  íå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïî Ãðýíä-

æåðó äëÿ ty , åñëè â ðåãðåññèè ty  íà ïðîøëûå, òåêóùèå è ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ

tx  êîýôôèöèåíòû ïðè áóäóùèõ çíà÷åíèÿõ tx  ñîâìåñòíî ðàâíû íóëþ. Äëÿ ïðîâå-

äåíèÿ òåñòà ñòðîèì ðåãðåññèþ

∑
−=

− +=
m

ki
ttit xy εβ 1

è ïðîâåðÿåì ãèïîòåçó 0H : 0=−iβ  ( =i 1, …, k ) ïðîòèâ åñòåñòâåííîé àëüòåðíàòè-

âû. Åñëè íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ, òî çíàíèå áóäóùèõ çíà÷åíèé tx  íå ïî-

çâîëÿåò óëó÷øàòü ïðîãíîç ty . Õîòÿ ñ ýêîíîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òåñòû

Ãðýíäæåðà è Ñèìñà íå òîæäåñòâåííû, îíè ïðîâåðÿþò îäíî è òî æå ñâîéñòâî [3].
Îáà òåñòà, âïðî÷åì, âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíû ê ÷èñëó ëàãîâ, âêëþ÷åííûõ â òåñòîâîå
óðàâíåíèå. Èäåéíî òåñòû äîëæíû âêëþ÷àòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ëàãîâ, ò.å. âñþ
ïðåäûñòîðèþ tx . Íî íàñ îãðàíè÷èâàåò äëèíà ðåàëèçàöèè, âî-ïåðâûõ, â êîëè÷åñò-

âå ëàãîâ, êîòîðîå ìîæíî ïðèìåíÿòü, âî-âòîðûõ, ïàäàþùåå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáî-
äû òîæå ìîæåò ïîâëèÿòü íà ìîùíîñòü ýòîãî òåñòà. Õîðîøèå ðåêîìåíäàöèè ïî âû-
áîðó ÷èñëà ëàãîâ îòñóòñòâóþò.

Åñëè ãðóïïà ðåãðåññîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ýêçîãåííîé äëÿ ïàðàìåòðà β , òî
ýòîò ïàðàìåòð ìîæíî îöåíèòü èç óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè, èñïîëüçóÿ òîëüêî èíôîð-
ìàöèþ îá óñëîâíîì ðàñïðåäåëåíèè. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæíî ïðîãíîçèðîâàòü
ïðîöåññ ty , îñíîâûâàÿñü íà ïðîãíîçå ïðîöåññà tx  ïî åãî ñîáñòâåííûì ïðîøëûì

çíà÷åíèÿì.

Ñóïåðýêçîãåííîñòü (super exogeneity)

Ãîâîðÿò, ÷òî ãðóïïà ðåãðåññîðîâ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðýêçîãåííîé, åñëè èçìåíåíèå
èõ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íå ìåíÿåò óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáúÿñíÿåìîé
ïåðåìåííîé ty . Ýòî ñâîéñòâî ñâÿçàíî ñ òàê íàçûâàåìîé êðèòèêîé Ëóêàñà [13]. Îíà

çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Îäíà èç öåëåé ýêîíîìåòðè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñî-
ñòîèò â ïðîãíîçèðîâàíèè ýôôåêòà îò èçìåíåíèé ýêçîãåííûõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî
ïðè èçìåíåíèè ýòèõ ïåðåìåííûõ ýêîíîìè÷åñêèå àãåíòû âèäÿò, ÷òî ïðîèñõîäÿò
èçìåíåíèÿ, ìåíÿþò ñâîå ïîâåäåíèå è, òåì ñàìûì, ìåíÿþò ïàðàìåòðû ýêîíîìè÷å-
ñêîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó ìîäåëü ñ ïîñòîÿííûìè ïàðàìåòðàìè, ãîâîðèë Ëóêàñ, íå
àäåêâàòíà ðåàëüíûì ýêîíîìè÷åñêèì ñèñòåìàì. Ñâîéñòâî ñóïåðýêçîãåííîñòè âûäå-
ëÿåò ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, ê êîòîðûì êðèòèêà Ëóêàñà íå ïðèìåíèìà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óæå óïîìèíàâøèìñÿ ïîäõîäîì Cowles Foundation [10] ýê-
çîãåííîñòü ïåðåìåííûõ è ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûå îòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðåìåííû-
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ìè íå òåñòèðóþòñÿ, îíè ñïåöèôèöèðóþòñÿ èç ñîäåðæàòåëüíûõ àïðèîðíûõ ñîîá-
ðàæåíèé. Ñîâðåìåííûé æå ïîäõîä [4] ïðåäïîëàãàåò òåñòèðîâàíèå ýêçîãåííîñòè.
Ïî ñàìîìó ñìûñëó ýòîãî ñâîéñòâà äëÿ ïðîâåðêè, âëèÿåò èëè íåò ó÷åò ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðåãðåññîðîâ íà îöåíêè ðåãðåññèè, èñïîëüçóþùèå òîëüêî óñëîâíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå, íóæíî ïîñòðîèòü îáå ìîäåëè: ó÷èòûâàþùóþ DGP (Data Generating Proc-
ess) ïîëíîñòüþ è óðàâíåíèå ðåãðåññèè. Íî åñëè ìû â ñîñòîÿíèè ïîñòðîèòü ìîäåëü,
ó÷èòûâàþùóþ DGP ïîëíîñòüþ, òî íåîáõîäèìîñòü â ðåãðåññèè ïðîñòî ïðîïàäàåò.
Ðàññìîòðåííûé âûøå ïðèìåð ñ èññëåäîâàíèåì ñëàáîé ýêçîãåííîñòè ïðîöåññà tx
îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà β  ïîêàçûâàåò, ÷òî íàðóøåíèå ýòîãî ñâîéñòâà ñâÿçàíî ñ

íàëè÷èåì ðåãðåññîðà 1−ty  âî âòîðîì èç óðàâíåíèé è ñ íåðàâåíñòâîì íóëþ êîâà-

ðèàöèè 12σ . Ñëåäîâàòåëüíî, íàëè÷èå ñëàáîé ýêçîãåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì îáùåé ìîäåëè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: 00 212 , == ασ .
Ïîýòîìó äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ñëàáîé ýêçîãåííîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì
ïðèìåíåíèå òåñòà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ïðè êîòîðîì îöåíèâàåòñÿ òîëüêî ìîäåëü
ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïàðàìåòðû. Òåñò, èñïîëüçóþùèé òåñò ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ñëàáîé ýêçîãåííîñòè, áûë ðàçðàáîòàí Ýíãëîì [4].

Â óñëîâèÿõ íóëåâîé ãèïîòåçû îáà óðàâíåíèÿ äëÿ ty  è äëÿ tx  ìîãóò áûòü

îöåíåíû ÌÍÊ ïî îòäåëüíîñòè. Îáîçíà÷èì îñòàòêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåãðåññèé
÷åðåç ye  è xe , ïðè÷åì â îáå ðåãðåññèè âêëþ÷åíû ñâîáîäíûå ÷ëåíû, åñëè òîëüêî

îíè íå äîëæíû òàì îòñóòñòâîâàòü èç ñîäåðæàòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé. Äàëåå ñòðîèì

ðåãðåññèþ ye  íà êîíñòàíòó, tx  è xe : yte  = a + b tx  + g xte  + tε .

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà ïðèíèìàåò âèä 0:0 =γH , è ïðè óñëîâèè ñïðàâåäëèâîñòè

0H  àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè 2)1( RT −  èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå

ðàñïðåäåëåíèå 
2

1χ  ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Çäåñü 2R  – ìíîæåñòâåííûé êîýô-
ôèöèåíò äåòåðìèíàöèè ïîñëåäíåé ðåãðåññèè, à )1( −T  – êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé
ïðè åå îöåíêå.

Àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ 2R
ðåãðåññèè xe  íà êîíñòàíòó, 1−tx , 1−ty  è ye . Ýòîò ïîäõîä òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ òðåõ

ðåãðåññèé. Ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîñòðîåíèåì òîëüêî äâóõ, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
òåîðåìîé Ôðèøà–Âàó. Â ýòîì âàðèàíòå òåñòà ìû ñòðîèì ðåãðåññèþ ty  íà êîí-

ñòàíòó, tx  è xe , à çàòåì ïðîâåðÿåì çíà÷èìîñòü êîýôôèöèåíòà ïðè xe  ñ ïîìîùüþ

ñòàòèñòèêè Ñòüþäåíòà. Ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòåí ïðå-
äûäóùèì ìîäèôèêàöèÿì. Ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ðåãðåññèè tx  íà êîí-

ñòàíòó, 1−tx , 1−ty  è ye  è ïðîâåðêå çíà÷èìîñòè êîýôôèöèåíòà ïðè ye .

Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ñèëüíîé ýêçîãåííîñòè ìû òåñòèðóåì ñëàáóþ ýêçîãåííîñòü
è çàòåì ïðè÷èííîñòü ïî Ãðýíäæåðó, êàê ýòî îïèñàíî ðàíåå. Ïðîâåðêà ñóïåðýêçî-
ãåííîñòè ïðîâîäèòñÿ â òðè ýòàïà. Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ ñëàáàÿ ýêçîãåííîñòü. Çà-
òåì ïðîâåðÿåòñÿ ñòàáèëüíîñòü ïàðàìåòðîâ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èç ìíîæåñò-
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âà 1θ
r

. Äëÿ ýòîé öåëè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ââåäåíèå dummy-ïåðåìåííûõ è ïðî-
âåðêà èõ çíà÷èìîñòè, òåñò ×àó è äðóãèå òåñòû.

Åñëè ñòàáèëüíîñòü ïàðàìåòðîâ óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óñòàíîâëåíà, òî íà

òðåòüåì ýòàïå ïðîâåðÿåòñÿ ñòàáèëüíîñòü ïàðàìåòðîâ èç ìíîæåñòâà 2θ
r

. Ïðîâåðêó
èìååò ñìûñë ïðîâîäèòü, èñïîëüçóÿ dummy-ïåðåìåííûå. Åñëè ïàðàìåòðû èç ìíî-

æåñòâà 2θ
r

 îêàçûâàþòñÿ ñòàáèëüíûìè, òî èìåþùèåñÿ äàííûå íå äàþò îñíîâàíèé

äëÿ âûâîäà î ñóïåðýêçîãåííîñòè. Åñëè æå íåñòàáèëüíîñòü ïàðàìåòðîâ èç 2θ
r

 óñòà-
íîâëåíà, òî çíà÷èìûå dummy-ïåðåìåííûå äîáàâëÿþòñÿ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëü-
íûõ ðåãðåññîðîâ â èññëåäóåìóþ ðåãðåññèþ. Åñëè ââåäåííûå dummy-ïåðåìåííûå
îêàçûâàþòñÿ íåçíà÷èìûìè â ñîâîêóïíîñòè, òî ñóïåðýêçîãåííîñòü óñòàíîâëåíà.

Íà äðóãîé èäåå ïðîâåðêè ñëàáîé ýêçîãåííîñòè îñíîâàí òåñò Âó–Õàóñìàíà
[7, 18]. Ïðè îòñóòñòâèè ñëàáîé ýêçîãåííîñòè ðåãðåññîð tx  êîððåëèðîâàí ñî ñëó-

÷àéíûì âîçìóùåíèåì, ïîýòîìó ÌÍÊ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè ÿâëÿþòñÿ
ñìåùåííûìè è íåñîñòîÿòåëüíûìè. Ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè äàåò ìåòîä èíñòðóìåí-
òàëüíûõ ïåðåìåííûõ (IV), î êîòîðîì ìû ãîâîðèëè â êóðñå ýêîíîìåòðèêè. Íàïîì-
íþ, ÷òî èíñòðóìåíòàëüíîé ïåðåìåííîé (èíñòðóìåíòîì) äëÿ tx  íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ

ïåðåìåííàÿ tz , íåêîððåëèðîâàííàÿ ñî ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèåì, íî êîððåëèðî-

âàííàÿ ñ tx . Òåñò Âó–Õàóñìàíà ñðàâíèâàåò äâå îöåíêè: ìåòîäà íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ è ìåòîäà èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè íóëåâîé ãèïîòåçå ñëàáîé
ýêçîãåííîñòè îáå îöåíêè ñîñòîÿòåëüíû è àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Ïðè àëü-
òåðíàòèâíîé ãèïîòåçå îöåíêè íå ýêâèâàëåíòíû.

Â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà âûáèðàåòñÿ îöåíêà tx  ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåíåíèå òåñòà Âó–Õàóñìàíà íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå.

ty  = txβ  + t1ε

tx  = 11 −txα  + 12 −tyα  + t2ε

ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé. Íà ïåðâîì øàãå ñòðîèì ðåãðåññèþ,

ñîîòâåòñòâóþùóþ âòîðîìó óðàâíåíèþ, è îáîçíà÷èì ÷åðåç tx
∧

 ðàññ÷èòàííûå çíà-

÷åíèÿ tx . Äàëåå îöåíèâàåì ðåãðåññèþ

ty  = txβ  + tx
∧

γ  + tε
è ïðîâåðÿåì çíà÷èìîñòü êîýôôèöèåíòà γ. Â îáùåì ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ðåãðåññî-
ðîâ ñòðîÿòñÿ èíñòðóìåíòû äëÿ êàæäîãî èç íèõ, âñå èíñòðóìåíòû äîáàâëÿþòñÿ â
ðåãðåññèþ, è ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà î ñîâìåñòíîé çíà÷èìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïðè
èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Åñëè íóëåâàÿ ãèïîòåçà íå îòâåðãàåòñÿ, äåëàåòñÿ
âûâîä î íàëè÷èè ñëàáîé ýêçîãåííîñòè.

Âïðî÷åì, íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïðîñòî ïîñòóëèðóþò ñëàáóþ ýêçî-
ãåííîñòü ïåðåìåííûõ, èñõîäÿ èç ñîäåðæàòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé. Íàïîìíèì, ÷òî
ñòàöèîíàðíîñòü ïåðåìåííûõ è ñëàáàÿ ýêçîãåííîñòü ðåãðåññîðîâ ïîçâîëÿþò ïîëó-
÷èòü ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ADL ìîäåëåé, è îáû÷íûå ïðîöåäóðû
ïðîâåðêè ãèïîòåç ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè âåðíûìè.
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Ëåêöèÿ 13

Ìíîãîìåðíûå ïðîöåññû

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ìîäåëè, êîòîðûå ñîñòîÿò òîëüêî èç îäíîãî ñî-
îòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî âðåìåííûå ðÿäû. Ïðè ýòîì ìû âûáèðàëè îäíó èç ïå-
ðåìåííûõ â êà÷åñòâå ýíäîãåííîé, à îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ÿâëÿëèñü ýêçîãåííûìè.
Òàêîå ðàçäåëåíèå íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðè-
âàòü îäíîâðåìåííî íåñêîëüêî ñîîòíîøåíèé, â êîòîðûå îäíè è òå æå ïåðåìåííûå
âõîäÿò è êàê ýíäîãåííûå, è êàê ýêçîãåííûå. Êàê âèäíî èç ïðîøëîé ëåêöèè, ïåðå-
ìåííàÿ íå âñåãäà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ýêçîãåííàÿ, è ìû ôàêòè÷åñêè
äîëæíû ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü DGP, ñîñòîÿùóþ èç íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé. Ýòî
îçíà÷àåò ìîäåëèðîâàíèå íåñêîëüêèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ îäíîâðåìåííî, äðóãèìè
ñëîâàìè – ìîäåëèðîâàíèå ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.

Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèé. Ðàññìîòðèì âåêòîð Tk
tttt xxxX ),...,,( 21=

r
, êàæäàÿ

êîìïîíåíòà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âðåìåííûì ðÿäîì. Âåðõíèì èíäåêñîì áóäåì îáî-
çíà÷àòü íîìåð êîìïîíåíòû, à íèæíèì ïî-ïðåæíåìó – ìîìåíò âðåìåíè. Ðàñïðåäå-
ëåíèå êîìïîíåíò õàðàêòåðèçóåòñÿ ñåìåéñòâîì ñîâìåñòíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âèäà: ,...,),,...,,( 212

2

1

1
=nxxxf n

n

i
t

i
t

i
tn . Óñëîâèåì ñòàöèîíàðíîñòè â óçêîì ñìûñëå

ïî-ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü îò ñäâèãà âî âðåìåíè âñåãî ñåìåéñòâà ñî-
âìåñòíûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîëüêî òåïåðü êðîìå âñåâîçìîæíûõ êîìáè-
íàöèé çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè àðãóìåíòàìè
ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè òàêæå ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå êîìáèíàöèè ðàçëè÷íûõ
êîìïîíåíò â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Íàïðèìåð, äëÿ äâóõìåðíîé ïëîòíîñòè

ïîëó÷àåì èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè: ),(),( 21
2

21
2 ττ ++= tttt xxfxxf  äëÿ ëþáîãî τ .

Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êîìïîíåíò äëÿ îäíîãî è òîãî æå ìîìåíòà âðåìåíè íå
çàâèñèò îò âðåìåíè. Ðàññìîòðèì äðóãóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, íàïðèìåð
òðåõìåðíóþ, â êîòîðóþ âõîäÿò çíà÷åíèÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû â äâà ðàçíûõ ìîìåí-
òà âðåìåíè è âòîðîé êîìïîíåíòû â íåêîòîðûé òðåòèé ìîìåíò âðåìåíè. Ñòàöèî-

íàðíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ),,(),,( 211
3

211
3 τττ +++++++ = sthttsthtt xxxfxxxf . Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

ýòî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ê ñäâèãó âî âðåìåíè. Òî åñòü, åñëè ê êàæäîìó ìî-
ìåíòó âðåìåíè ïðèáàâèòü âåëè÷èíó τ , òî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè íå èçìåíèòñÿ. Ïî-
íÿòíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîñòü ìíîãîìåðíîãî ïðîöåññà âëå÷åò çà ñîáîé ñòàöèîíàðíîñòü
êàæäîé èç åãî êîìïîíåíò.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ñòàöèîíàðíîñòü â óçêîì ñìûñëå âëå÷åò çà ñîáîé
ðÿä ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ïðåæäå âñåãî, íà÷íåì ñ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû íå
çàâèñèò îò äðóãèõ êîìïîíåíò. Ïîýòîìó åñëè ìíîãîìåðíûé ïðîöåññ ñòàöèîíàðåí,
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êàæäîé êîìïîíåíòû íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Âåêòîð

ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé 
















=

2

1

...)(
µ

µ

tXE
r

 íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

 k
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ äèñïåðñèåé è àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé. Åñëè îäíîìåðíûé ðÿä ñòà-
öèîíàðåí, åãî àâòîêîððåëÿöèîííàÿ è àâòîêîâàðèàöèîííàÿ ôóíêöèè çàâèñÿò òîëüêî

îò ñäâèãà τ : )(),()( τρτ τ i
i
t

i
t xxCorrCorr == + . Îäíàêî òåïåðü ìîæíî ðàññìîòðåòü

âòîðîé ñìåøàííûé ìîìåíò äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíò, à òàêæå ),( j
t

i
t xxCorr τ+ . Òà-

êóþ âåëè÷èíó åñòåñòâåííî íàçâàòü êðîññ-êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé. Åñëè êîìïî-
íåíòû îáðàçóþò ìíîãîìåðíûé ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ, òî êðîññ-êîððåëÿöèÿ áóäåò
ôóíêöèåé ñäâèãà âî âðåìåíè τ . Îáîçíà÷èì ýòó ôóíêöèþ )(τijR . Äîâîëüíî î÷å-

âèäíî, ÷òî )()( ττ −= jiij RR . Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè τ  ýëåìåíòû )(τijR  îá-

ðàçóþò ìàòðèöó R, çàâèñÿùóþ îò τ . Çíà÷åíèþ τ , ðàâíîìó íóëþ, ñîîòâåòñòâóåò

êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà âåêòîðà tX
r

.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íàçîâåì ìíîãîìåðíûé ïðîöåññ ñòàöèîíàðíûì â
øèðîêîì ñìûñëå (ñëàáî ñòàöèîíàðíûì), åñëè âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé íå
çàâèñèò îò âðåìåíè, è êðîññ-êîððåëÿöèè ìåæäó ëþáûìè êîìïîíåíòàìè çàâèñÿò
òîëüêî îò ðàçíîñòè âî âðåìåíè. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ó ñòàöèîíàðíîãî ìíîãîìåðíîãî
ïðîöåññà êîìïîíåíòû ñòàöèîíàðíû è ñòàöèîíàðíî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé.

Ìîäåëü ìíîãîìåðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà îáû÷íî áóäåò çàäàâàòüñÿ â âèäå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ êàæäîé èç êîìïîíåíò, ïðè÷åì â âèäå îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ áóäóò
âûñòóïàòü òåêóùèå è ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, âñåõ êîìïîíåíò.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîäåëü áóäåò ïðåäñòàâëåíà ñèñòåìîé îäíîâðåìåííûõ óðàâíå-
íèé. Îäíîâðåìåííîñòü íå äàåò íàïðÿìóþ èñïîëüçîâàòü òàêîé ðàñïðîñòðàíåííûé
ìåòîä, êàê ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìíîãîìåðíûõ
ìîäåëåé. Ýòà îñîáåííîñòü íå èìååò ñïåöèôèêè âðåìåííûõ ðÿäîâ, à îòíîñèòñÿ
èìåííî ê îöåíêå îäíîâðåìåííûõ óðàâíåíèé. Ïîñêîëüêó ñèñòåìû îäíîâðåìåííûõ
óðàâíåíèé íå âõîäèëè åùå â äàííûé êóðñ ýêîíîìåòðèêè, êðàòêî ðàññìîòðèì âîç-
íèêàþùèå òðóäíîñòè.

Ïóñòü çàäàíà ïðîñòàÿ Êåéíñèàíñêàÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêàÿ ìîäåëü íàöèî-
íàëüíîãî äîõîäà, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç äâóõ ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:





++=
+=

ttt

ttt

uYC
ZCY
βα

ãäå tY
 
– íàöèîíàëüíûé äîõîä, tC  – ïîòðåáëåíèå, tZ

 
– èíâåñòèöèè è ãîñóäàðñò-

âåííûå ðàñõîäû, à tu  – áåëûé øóì. Ïåðâîå èç óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñ-

ëîâèå ðàâíîâåñèÿ íàöèîíàëüíîãî äîõîäà, à âòîðîå – ôóíêöèþ ïîòðåáëåíèÿ. Êî-
ýôôèöèåíò β  – ïðåäåëüíàÿ ñêëîííîñòü ê ïîòðåáëåíèþ, à êîýôôèöèåíò α  – àâ-
òîíîìíîå ïîòðåáëåíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêîíîìè÷åñêèì ñìûñëîì ñ÷èòàåì ýíäî-
ãåííûìè ïåðåìåííûìè tY  è tC

 
– ÂÂÏ è ïîòðåáëåíèå, à tZ ñ÷èòàåì ýêçîãåííîé

ïåðåìåííîé. Ýòè óðàâíåíèÿ è èõ êîýôôèöèåíòû îòðàæàþò ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë
ñîîòíîøåíèé, â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî óðàâíåíèÿ çàäàíû â ñòðóêòóðíîé
(structural) ôîðìå. Èíäåêñ t óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ âðåìåí-
íûìè ðÿäàìè, õîòÿ óðàâíåíèÿ è íå ñîäåðæàò ëàãîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Ïóñòü ñîá-
ðàíû äàííûå î ïîòðåáëåíèè, î ðàñõîäàõ è î íàöèîíàëüíîì äîõîäå. Ìîæíî ëè, îò-
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âëåêàÿñü îò ïðîáëåìû ýêçîãåííîñòè, îöåíèòü ôóíêöèþ ïîòðåáëåíèÿ ïðîñòî èç
âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ?

Ìîäåëü ïðåäñòàâëåííîãî òèïà íàçûâàåòñÿ îäíîâðåìåííûìè óðàâíåíèÿìè. Â
äàííîì ñëó÷àå ó íàñ äâà óðàâíåíèÿ, ïðè÷åì ýêîíîìåòðè÷åñêîå ó íàñ òîëüêî îäíî.
Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå – ýòî îáû÷íîå ýêîíîìè÷åñêîå òîæäåñòâî, ìû íè÷åãî íå îöå-
íèâàåì â ýòîì óðàâíåíèè. Ìû õîòèì îöåíèòü òîëüêî êîýôôèöèåíòû α  è β , íî
èç-çà òîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíîå ýêîíîìè÷åñêîå òîæäåñòâî, ïîÿâëÿåòñÿ
ïðîáëåìà. Åñëè ïðîñòî ïîäñòàâèòü tC  â ïåðâîå ñîîòíîøåíèå, òî ïîëó÷èì

tttt uZYY +++= βα . Ðàçðåøèâ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íàöèîíàëü-

íîãî äîõîäà, ïîëó÷àåì ttt uZY
βββ
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óðàâíåíèå äàåò òàê íàçûâàåìóþ ïðèâåäåííóþ (reduced) ôîðìó ìîäåëè:
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Òåïåðü ýíäîãåííûå ïåðåìåííûå âûðàæåíû ÷åðåç ýêçîãåííûå ïåðåìåííûå è
ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ. Ðàçëè÷èå ìåæäó ñòðóêòóðíîé è ïðèâåäåííîé ôîðìîé íî-
ñèò íå òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèé, íî è ñîäåðæàòåëüíûé õàðàêòåð. Âîîáùå-òî íàñ
èíòåðåñóþò êîýôôèöèåíòû ñòðóêòóðíûõ óðàâíåíèé, îíè èìåþò ýêîíîìè÷åñêèé
ñìûñë. Íàïðèìåð, β  – ýòî ïðåäåëüíàÿ ñêëîííîñòü ê ïîòðåáëåíèþ. À êîýôôèöè-
åíòû â ïðèâåäåííîé ôîðìå óæå íå íåñóò ýêîíîìè÷åñêîãî ñìûñëà.

Ïðèâåäåííàÿ ôîðìà ÿâíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïåðåìåííàÿ tY  êîððåëèðîâàíà ñî

ñëó÷àéíûì âîçìóùåíèåì tu . Ôîðìàëüíî â ñòðóêòóðíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå

tY , íå âõîäèò íèêàêàÿ ñëó÷àéíàÿ êîìïîíåíòà. Òåì íå ìåíåå, èç-çà òîãî, ÷òî ýòî

îäíîâðåìåííûå óðàâíåíèÿ, tY  çàâèñèò îò tu . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìåòîä íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ äàñò ñìåùåííóþ è íåñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó ïðè îöåíèâàíèè ôóíêöèè
ïîòðåáëåíèÿ. Îí ïðèâåäåò ê ñìåùåíèþ, âûçâàííîìó ñîâìåñòíûìè óðàâíåíèÿìè.
Äàæå àñèìïòîòè÷åñêè ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïðèìåíåííûé ê ñòðóêòóðíî-
ìó óðàâíåíèþ, ïðèâîäèò ê ïëîõèì ðåçóëüòàòàì. Èç-çà îäíîâðåìåííîñòè óðàâíå-
íèé îøèáêà èç ëþáîãî óðàâíåíèÿ êàê áû ïðîíèêàåò âî âñå îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ.

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÌÍÊ äëÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ïðèâåäåííîé ôîðìû,
åñëè ýêçîãåííàÿ ïåðåìåííàÿ tZ  äåòåðìèíèðîâàíà èëè íå êîððåëèðóåò ñ âîçìóùå-

íèåì tu . Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñòðóêòóðíîé ôîðìû ïðèìåíÿþòñÿ äâà

ñïîñîáà.
1.  Êîñâåííûé (indirect) ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ìåòîäîì íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ îöåíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðèâåäåííîé ôîðìû, äëÿ ÷åãî îöåíèâà-
åì ðåãðåññèè:
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñèñòåìà ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, âî-
îáùå ãîâîðÿ, íå èìååò ðåøåíèÿ. Â ýòîì è ñîñòîèò îñíîâíîé íåäîñòàòîê êîñâåííîãî
ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âñåãäà ìîæíî îöåíèòü.
Ïðåäïîëîæèì, ñèñòåìà ñîñòîèò íå èç äâóõ, à èç 10 óðàâíåíèé ñ 10 ïåðåìåííûìè.
Âûáèðàåì ýíäîãåííûå è ýêçîãåííûå ïåðåìåííûå è ñòðîèì ðåãðåññèþ êàæäîé ýí-
äîãåííîé ïåðåìåííîé íà âñå ýêçîãåííûå. Ïîñëå ýòîãî îñíîâíîé âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ
â òîì, ìîæíî ëè îò êîýôôèöèåíòîâ ïðèâåäåííîé ôîðìû âåðíóòüñÿ îäíîçíà÷íî ê
ñòðóêòóðíûì êîýôôèöèåíòàì, êîòîðûå è èìåþò ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë. Ãîâîðÿò,
÷òî ñèñòåìà èäåíòèôèöèðóåìà, åñëè ïî êîýôôèöèåíòàì ïðèâåäåííîé ôîðìû ìîæíî
îäíîçíà÷íî âåðíóòüñÿ ê ñòðóêòóðíûì êîýôôèöèåíòàì. Èíîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðîòèâîðå÷èâà, èíîãäà ðåøåíèÿ áóäóò ñóùåñòâîâàòü, íî íå
áóäóò åäèíñòâåííûìè. Ñóùåñòâóþò ñèñòåìû îäíîâðåìåííûõ óðàâíåíèé, â êîòî-
ðûõ êîñâåííûé ÌÍÊ ïðèâîäèò ê îäíîçíà÷íîìó ðåçóëüòàòó. Èäåíòèôèöèðóåìîñòü
çàâèñèò â òîì ÷èñëå è îò òîãî, ñêîëüêî ýêçîãåííûõ ïåðåìåííûõ ïðèñóòñòâóþò â
ìîäåëè è êàê îíè âõîäÿò â ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ. Â ýòîì, íà ñàìîì äåëå, îäíà
èç ïðè÷èí òîãî, ÷òî â íàøåì ïðèìåðå ìû íå ìîæåì îöåíèòü ñòðóêòóðíûå êîýô-
ôèöèåíòû – ó íàñ îäíà åäèíñòâåííàÿ ýêçîãåííàÿ ïåðåìåííàÿ, âñåãî äâà ñòðóêòóð-
íûõ ïàðàìåòðà è ÷åòûðå – â ïðèâåäåííîé ñèñòåìå. Ñ ïðîáëåìîé èäåíòèôèöèðóå-
ìîñòè âû ïîçíàêîìèòåñü ïîäðîáíåé â äàëüíåéøåì êóðñå ýêîíîìåòðèêè ïðè èçó-
÷åíèè òåìû «ñèñòåìû îäíîâðåìåííûõ óðàâíåíèé». Êàæóùèéñÿ òàêèì ïðîñòûì
êîñâåííûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íå âñåãäà ìîæåò äàòü îöåíêè ñòðóêòóðíûõ
ïàðàìåòðîâ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ âàæíî ïîíÿòü, ÷òî, èìåÿ ñèñòåìó îäíîâðåìåí-
íûõ óðàâíåíèé, íåëüçÿ îöåíèâàòü êàæäîå óðàâíåíèå â îòäåëüíîñòè èç-çà òîãî,
÷òî ýíäîãåííûå ïåðåìåííûå âõîäÿò è â ëåâóþ, è â ïðàâóþ ÷àñòü, è èç-çà òîãî, ÷òî
ðàâíîâåñèå îïðåäåëÿåòñÿ âñåìè óðàâíåíèÿìè âìåñòå. Ñëó÷àéíàÿ îøèáêà èç ëþ-
áîãî óðàâíåíèÿ ïðîíèêàåò âî âñå îñòàëüíûå, èç-çà ÷åãî îêàçûâàþòñÿ êîððåëèðî-
âàííû ðåãðåññîð è ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå.

2. Ìåòîä èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ýòîò ìåòîä èçâåñòåí èç êóðñà
ýêîíîìåòðèêè è êðàòêî óïîìèíàëñÿ â ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Â ñëó÷àå ñèñòåìû îäíî-
âðåìåííûõ óðàâíåíèé ìîæíî ëåãêî ïðåäëîæèòü íàáîð èíñòðóìåíòàëüíûõ ïåðå-
ìåííûõ. Îíè ñòðîÿòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýêçîãåííûõ ïåðåìåííûõ, ïîäîá-
ðàííûå òàê, ÷òîáû íå áûëî êîððåëèðîâàííîñòè èíñòðóìåíòîâ è ñëó÷àéíûõ âîç-
ìóùåíèé. Ýòîò ìåòîä òîæå çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî èäåíòèôèöèðóåìà îöåíè-
âàåìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Ïðè îòñóòñòâèè ëàãîâûõ ïåðåìåííûõ äâóìÿ îòíîñè-
òåëüíî øèðîêî ïðèìåíÿåìûìè âàðèàíòàìè ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàå-
ìûå äâóõøàãîâûé ÌÍÊ è òðåõøàãîâûé ÌÍÊ. Ìû íå áóäåì íà íèõ ñïåöèàëüíî
îñòàíàâëèâàòüñÿ. Ýòî îòäåëüíàÿ ïðîáëåìà.
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Âîçâðàùàÿñü ê âðåìåííûì ðÿäàì, ìû âèäèì, ÷òî ïðè îöåíèâàíèè ìîäåëåé, ñî-
ñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþò ñëîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì
ñðåäè ðåãðåññîðîâ «îäíîâðåìåííûõ» ñîñòàâëÿþùèõ. Êðîìå òîãî, íàäî ïîïûòàòüñÿ
ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå íà ýíäîãåííûå è ýêçîãåííûå. Èíîãäà ýòî ðàçäåëåíèå ýêî-
íîìè÷åñêè îïðàâäàíî (êàê â âûøåðàññìîòðåííîì ïðèìåðå), èíîãäà íå î÷åíü. Íà-
ïðèìåð, îäèí èç ïîäõîäîâ ê èññëåäîâàíèþ ýôôåêòèâíîñòè ðûíêà – ýòî ìîäåëèðî-
âàíèå âðåìåííûõ ðÿäîâ êðîññ-êóðñîâ ðàçëè÷íûõ âàëþò è öåí ðàçíûõ ôèíàíñîâûõ
èíñòðóìåíòîâ. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàÿ êóðñû ðóáëü/äîëëàð, äîëëàð/åâðî,
ðóáëü/åâðî, òðóäíî ñêàçàòü, êàêîé èç íèõ åñòåñòâåííî âûáðàòü ýíäîãåííîé ïåðå-
ìåííîé, à êàêèå – ýêçîãåííûìè.

Âåêòîðíàÿ àâòîðåãðåññèÿ

Â 1980 ã. Ñèìñ [15] ïðåäëîæèë ïîäõîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óéòè îò ðàçäåëå-
íèÿ ïåðåìåííûõ íà ýêçîãåííûå è ýíäîãåííûå è èçáàâèòüñÿ îò ñëîæíîñòåé, ñâÿ-
çàííûõ ñ îäíîâðåìåííîñòüþ óðàâíåíèé. Ýòîò ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ ê òîìó æå åñòåñò-
âåííûì îáîáùåíèåì ïîäõîäà Áîêñà–Äæåíêèíñà ê ìîäåëÿì ARIMA è íîñèò íàçâà-
íèå VAR, èëè âåêòîðíàÿ àâòîðåãðåññèÿ. Â ïðèíöèïå ñóùåñòâóåò è VARIMA [17],
íî, êàê ìû óâèäèì äàëüøå, ýòî ñêîðåå òåîðåòè÷åñêè, ÷åì ïðàêòè÷åñêè. Äëÿ òîãî,
÷òîáû èçáåæàòü ñìåùåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ ïðèìåíåíèåì ÌÍÊ íåïîñðåäñòâåííî ê
êàæäîìó óðàâíåíèþ ñòðóêòóðíîé ôîðìû, Ñèìñ ïðåäëîæèë, íå ïðîèçâîäÿ äåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ íà ýêçîãåííûå è ýíäîãåííûå, ïðåäñòàâèòü êàæäóþ èç êîìïîíåíò
ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ îò ïðåäûäóùèõ
çíà÷åíèé âñåõ ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðèìåð äâóìåðíîãî âåêòîðà è òîëüêî îäíîãî ëàãà. Ïóñòü,

íàïðèìåð, 1
tX  – òåìï ðîñòà äåíåæíîé ìàññû, à 2

tX  – äåôëÿòîð ÂÂÏ. Çàïèøåì

ñèñòåìó óðàâíåíèé óêàçàííîãî âèäà:
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Çäåñü ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ áåëûìè øóìàìè, âîîáùå ãîâîðÿ,
êîððåëèðîâàííûìè. Ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå ýòîé ìîäåëè – VAR(1), ãäå 1 – ÷èñëî
ëàãîâ. Ðàçìåðíîñòü ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà îáû÷íî íå óêàçûâàåòñÿ.

Ìîäåëü VAR(p) â ìàòðè÷íî-âåêòîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä:
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. Ìîäåëü ñðàçó âûïèñûâàåòñÿ â ïðèâåäåííîé ôîðìå.

Îäíîâðåìåííûå êîìïîíåíòû íå âõîäÿò â ïðàâóþ ÷àñòü. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî äâó-
ìåðíîãî ïðèìåðà ïîëó÷àåì:
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Ìîäåëü VAR(p) íàïîìèíàåò ìîäåëü ARMA, ïîýòîìó ìíîãèå èõ ñâîéñòâà
ñõîæè. Ïåðåïèøåì ìîäåëü VAR(p), èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ëàãà,:

tt
p

p xLALALAE ε
rr

=−−−− )...( 2
21 .

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåò ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, ýòî íå
ïðèâîäèò ê ïîòåðè îáùíîñòè, íî íåìíîãî ñîêðàùàåò çàïèñü. Äëÿ ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ïðèìåðà ìîæåì çàïèñàòü:
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Òàêæå, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè âûðàçèòü
âåêòîð txr  ÷åðåç òåêóùèå è ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ âåêòîðà ñëó÷àéíûõ âîçìóùå-

íèé tε
r

. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàòðèöà, òî ìîæíî çàïèñàòü:
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Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç I  åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
ñèñòåìû 1AI −=Π  ðàâåí:

)1)(1()()(1)1)(1( 21
2

211222112211
2

21122211 LLLLLLL µµββββββββββ −−=−++−=−−−=∆ ,

ãäå 1µ  è 2µ  – ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Π , âîçìîæíî êîìïëåêñíûå.
Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ðàâíî 0, òî ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé âûðîæäåíà, è txr  íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåêóùèå è ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ

âåêòîðíîãî áåëîãî øóìà. Âñïîìíèâ óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ìîäåëåé ARMA(p,q),

ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè óñëîâèè 11 <µ  è 12 <µ  êàæäàÿ èç êîìïîíåíò ïðî-

öåññà txr  âûðàæàåòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà òåêóùåãî è ïðåäûäóùåãî çíà÷å-

íèé êîìïîíåíò áåëîãî øóìà. Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû êàæäîãî èç ðàçëîæåíèé
áóäóò ó÷èòûâàòü â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïî òåîðåìå Âîëüäà êàæäàÿ èç
êîìïîíåíò ïðîöåññà txr  áóäåò ñòàöèîíàðíîé â øèðîêîì ñìûñëå.

Äëÿ èçó÷åíèÿ óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè è ñâîéñòâ ìîäåëåé VAR(1) óäîáíî
èñïîëüçîâàòü ñâåäåíèå ìàòðèö 1A  è Π  ê ïðîñòåéøåé ôîðìå. Çàìåòèì, ÷òî ìàò-

ðèöû Π  è 1A  î÷åâèäíî èìåþò îäíè è òå æå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, à èõ ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà äîïîëíÿþò äðóã äðóãà äî åäèíèö. Îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàò-
ðèöû 1A  ÷åðåç 11 1 µλ −= , è 22 1 µλ −= . Ïîýòîìó óñëîâèå, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà
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ìàòðèöû Π  ëåæàò â åäèíè÷íîì êðóãå, ýêâèâàëåíòíî àíàëîãè÷íîìó óñëîâèþ äëÿ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû 1A .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà 21 λλ ≠ . Èç ëèíåéíîé àëãåáðû ìû çíàåì,
÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì, ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû. Ââåäåì íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó C, ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþò-
ñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûì ÷èñëàì 1λ  è 2λ  ñî-

îòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ  äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó diag{ 1λ , 2λ }. Òîãäà î÷å-

âèäíî, ÷òî Λ=− CAC 1
1 è 1

1
−Λ= CCA . Îïðåäåëèì íîâûé âåêòîð ïåðåìåííûõ ñîîò-

íîøåíèåì tt xCy rr 1−= , îòñþäà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî tt yCx rr
= . Óìíîæàÿ óðàâíåíèå

ttt xAx ε
rrr

+= −11  ñëåâà íà ìàòðèöó 1−C , ïîëó÷èì ttt yy ηrrr
+Λ= −1 , ãäå ÷åðåç tηr  îáî-

çíà÷åí «íîâûé» âåêòîðíûé áåëûé øóì.
Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàñïàäàåòñÿ íà äâà îòäåëüíûõ

óðàâíåíèÿ:

11
11

1
ttt yy ηλ += −
22

12
2

ttt yy ηλ += − ,

ñâîéñòâà êîòîðûõ ìîæíî óñòàíîâèòü, èñïîëüçóÿ óæå èçâåñòíûå íàì ïðèåìû.

Î÷åâèäíî, ÷òî 1
ty  è 2

ty  ñëàáî ñòàöèîíàðíû ïðè 11 <λ  è 12 <λ , è, ïî

êðàéíåé ìåðå, îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà tyr  íå ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé ïðè íà-

ðóøåíèè ýòîãî óñëîâèÿ. Ïîñêîëüêó 1
tx  è 2

tx  ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè
1
ty  è 2

ty , òî óñëîâèåì ñòàöèîíàðíîñòè âåêòîðíîãî ïðîöåññà txr  ÿâëÿåòñÿ íàõîæäå-

íèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû 1A  âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà.

Îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ çàñëóæèâàåò ñëó÷àé, êîãäà 21 λλ = . Â ýòîì ñëó÷àå

äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ìîæåò è íå ñóùåñòâîâàòü, è ìàòðèöó 1A
íåëüçÿ ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå. Îäíàêî äîêàçàíî, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò
ìàòðèöà P, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ìàòðèöó 1A  ê òàê íàçûâàåìîé æîðäàíîâîé ôîðìå.
Ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî êðàòêèì ðàññìîòðåíèåì ýòîãî ïîíÿòèÿ áåç äîêàçàòåëüñòâ.
Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà P, òàêàÿ ÷òî

JPAP =−
1

1  è 1
1

−= PJPA , ãäå J  – æîðäàíîâà ìàòðèöà: 







=

λ
λ
0

1
J . Îïðåäåëèâ

âåêòîð tt xPy rr 1−=  ( tt yPx rr
= ), ñâåäåì èñõîäíóþ ìîäåëü ê âèäó ttt yJy ηrrr

+= −1 , ãäå

ñåé÷àñ âåêòîðíûé áåëûé øóì tt P εη
rr 1−= . Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé:

12
1

1
11

1
tttt yyy ηλ ++= −−

22
12

2
ttt yy ηλ += −
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íå ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ, íî âòîðîå èç íèõ ìîæåò áûòü ðåøåíî è

èññëåäîâàíî îòäåëüíî îò ïåðâîãî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óñëîâèè 1<λ  âòîðîå óðàâ-

íåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàöèîíàðíóþ ìîäåëü AR(1), à ïåðâîå – ñòàöèîíàðíóþ

ìîäåëü ADL(1,1). Ïðè 1≥λ  îáà óðàâíåíèÿ íåñòàöèîíàðíû. Òàêèì îáðàçîì, îáà

ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿ äàþò åäèíîå óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè: ñîáñòâåííûå ÷èñëà
ìàòðèöû 1A  (èëè Π ) äîëæíû ëåæàòü ñòðîãî âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà.

Ýòîò ðåçóëüòàò ëåãêî îáîáùèòü íà ñëó÷àé VAR(1) ìîäåëè ïðîèçâîëüíîé
ðàçìåðíîñòè. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà kλλλ ,...,, 21  ìàòðèöû 1A  ðàçëè÷íû, òî

ìîäåëü ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ i
t

i
ti

i
t yy ηλ +−= 1  ),..,2,1( ki = . Êàæäîå

èç íèõ ñòàöèîíàðíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 1<iλ . Åñëè æå ñðåäè ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë kλλλ ,...,, 21  åñòü ãðóïïà ðàâíûõ ïî âåëè÷èíå, òî, îáîçíà÷èâ èõ áåç ïî-

òåðè îáùíîñòè íîìåðàìè 1,2,…,k, ïðèâîäèì ìîäåëü ê òîìó æå âèäó:

ttt yJy ηrrr
+= −1 . Ìàòðèöà J  ñîäåðæèò òàê íàçûâàåìóþ æîðäàíîâó êëåòêó S ðàç-

ìåðà r â ëåâîì âåðõíåì óãëó:























=

λ
λ

λ
λ

0.00
1.00
.....
00.0
00.1

S

Íà ãëàâíîé äèàãîíàëè æîðäàíîâîé êëåòêè ñòîÿò ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ïåðâàÿ
íàä-äèàãîíàëü ñîäåðæèò 1, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0. Îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû ïðèíèìàþò âèä:

12
1

1
1

1
tttt yyy ηλ ++= −−

.

.

.
1

1
1
1

1 −
−

−
−

− ++= r
t

r
t

r
t

r
t yyy ηλ

r
t

r
t

r
t yy ηλ += −1

11
11

1 ++
−+

+ += r
t

r
tr

r
t yy ηλ

.

.

.
k
t

k
tk

k
t yy ηλ += −1 .

Ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìà ÿñíî ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè èìååò òîò
æå âèä, ÷òî è äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîé ìîäåëè.
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Äëÿ ìîäåëè VAR(p) ðàññìîòðåíèå, ïîäîáíîå ïðîâåäåííîìó âûøå, íåâîç-
ìîæíî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè ìîæíî òîëêîâàòü ìîäåëü VAR(p)
êàê ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è
ïðàâîé ÷àñòüþ tε

r
. Ïî àíàëîãèè ñî ñêàëÿðíûì ñëó÷àåì áóäåì èñêàòü îáùåå ðåøå-

íèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû 0...11 =−−− −− ptptt xAxAx rrr
 
â âèäå t

t Cx )(λ
rr

= . Ïîäñòàâèâ

ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

0)...( 1
1 =+++ − CAAI p

pp
r

λλ .

Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ ïðè λ
ðàâíûõ ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ìàòðèöû p

pp AAI +++ − ...1
1λλ , ò.å. êîðíÿì õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 0)...det( 1
1 =+++ −

p
pp AAI λλ .

Ñîîòâåòñòâóþùèìè íåòðèâèàëüíûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû

0)...( 1
1 =+++ − CAAI p

pp
r

λλ

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðû åå ìàòðèöû. Òîãäà ñëàãàåìîå, ñîîòâåòñòâóþùåå
ñîáñòâåííîìó ÷èñëó iλ , ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè t. Åñ-

ëè ñðåäè kp ×  ñîáñòâåííûõ ÷èñåë åñòü îäèíàêîâûå, òî íóæíî çàìåíèòü â âûðà-

æåíèè t
t Cx )(λ

rr
=  ïîñòîÿííûé âåêòîð C

r
 çàâèñÿùèì îò âðåìåíè âåêòîðîì âèäà

1
110 ... −

−+++ r
r tCtCC

rrr
. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè âûðàæàåòñÿ êîì-

ïàêòíî: âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äîëæíû ëåæàòü ñòðîãî âíóòðè
åäèíè÷íîãî êðóãà.

Åñëè óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè âûïîëíåíî, è ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå tε
r

 îáëà-

äàåò ñâîéñòâàìè áåëîãî øóìà, òî óðàâíåíèÿ ìîäåëè VAR(p) ìîæíî îöåíèâàòü
îáû÷íûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðè÷åì êàæäîå óðàâíåíèå ìîæíî îöå-

íèâàòü îòäåëüíî, ò.å. ñòðîèòü ðåãðåññèþ êîìïîíåíòû i
tx  íà ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ

âñåõ êîìïîíåíò, âêëþ÷àÿ ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ ñàìîé i
tx . Âî-ïåðâûõ, íåò êîððå-

ëÿöèè ðåãðåññîðîâ ñ âîçìóùåíèÿìè, è íåò íèêàêèõ ïðîáëåì ñ ñîñòîÿòåëüíîñòüþ
îöåíîê. Êðîìå òîãî, âñå ïåðåìåííûå ñîâåðøåííî ðàâíîïðàâíû, è ïîñêîëüêó âñå
ðåãðåññîðû ïðåäøåñòâóþò îáúÿñíÿåìûì ïåðåìåííûì, íå âîçíèêàåò ïðîáëåì ñ ýê-
çîãåííîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì, îöåíèâàíèå ìîäåëåé VAR(p) òðåáóåò òîëüêî ìíîãî-
êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ëåãêî ðåàëèçóåìî â ñïå-
öèàëèçèðîâàííûõ ïàêåòàõ. Îáû÷íî â êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàììàõ, íàïðèìåð â òîì
æå Econometric views, çàäàåòñÿ ñïèñîê ïåðåìåííûõ, ÷èñëî ëàãîâ, è ýòîãî äîñòà-
òî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè.

Îäíèì èç áîëüøèõ ïðåïÿòñòâèé ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè VAR ìîäå-
ëåé ÿâëÿåòñÿ î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî ïîäëåæàùèõ îöåíèâàíèþ ïàðàìåòðîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîñòîé ñëó÷àé. Êàê âû çíàåòå, ñòàíäàðòíàÿ êåéíñèàíñêàÿ ìîäåëü ñîñòî-
èò èç 7 óðàâíåíèé. Ïåðåìåííûå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ìàêðîýêîíîìè÷åñêèìè ïîêàçà-
òåëÿìè. Ïî êàêèì äàííûì âû áóäåòå îöåíèâàòü òàêóþ ìîäåëü? Íó, íå ìåíüøå,
÷åì ïî êâàðòàëüíûì. Ñêîëüêî ëàãîâ âêëþ÷àòü â ìîäåëü? Êîíå÷íî, ñóùåñòâóþò
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ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû îöåíêè ÷èñëà ëàãîâ, íî ïîïðîáóåì èñïîëüçîâàòü ñîäåðæà-
òåëüíûå çíàíèÿ. Çíàìåíèòàÿ Ñåíò-Ëóèññêàÿ ìîäåëü [2] äåìîíñòðèðóåò, ÷òî â
óðàâíåíèå òåìïà ðîñòà íîìèíàëüíîãî ÂÂÏ âõîäÿò òåìïû ðîñòà äåíåæíîãî àãðåãà-
òà 1M  è òåìïû ðîñòà ïðàâèòåëüñòâåííûõ ðàñõîäîâ íà ïîääåðæàíèå çàíÿòîñòè ñ
çàïàçäûâàíèåì âïëîòü äî ÷åòûðåõ êâàðòàëîâ. Äàâàéòå âîçüìåì ìîäåëü ñ 5 ëàãà-
ìè, ïóñòü èñïîëüçóþòñÿ êâàðòàëüíûå äàííûå. Ñêîëüêî ïàðàìåòðîâ íàì íàäî îöå-
íèòü, åñëè ìû ñòðîèì VAR ìîäåëü? 5 ëàãîâ – ýòî çíà÷èò 5 ìàòðèö ðàçìåðíîñòè 7
íà 7. Â êàæäîé 49 ïàðàìåòðîâ, ïëþñ ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ, ïëþñ 7 äèñïåðñèé
ñëó÷àéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ. Èòîãî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî íàäî îöåíèòü 25977549 =++⋅
êîýôôèöèåíòîâ. Â êàæäîì èç óðàâíåíèé íóæíî îöåíèòü 37 ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìû äàííûå õîòÿ áû ëåò çà 15. Âîò ýòà ïðîñòàÿ àðèôìåòèêà íàçûâàåòñÿ
ïåðåïàðàìåòðèçàöèåé VAR, ò.å. VAR ââîäèò ñëèøêîì ìíîãî ïàðàìåòðîâ â ìîäåëü.
Ýòî ñâîéñòâî ïðåïÿòñòâóåò øèðîêîìó ïðèìåíåíèþ VAR ìîäåëåé.

Â òî æå âðåìÿ îêàçàëîñü, ÷òî VAR ïðåäñòàâëåíèå òåñíî ñâÿçàíî ñ èññëåäî-
âàíèåì ñòàöèîíàðíîñòè è âîçìîæíîñòüþ ïîñòðîåíèÿ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ
íåñòàöèîíàðíûìè ðåãðåññîðàìè. Ýòî è áóäåò ïðåäìåòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ â
ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ.

∗          ∗
∗
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