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32n2 = ε
8m2 . Ëåììà 2 äîêàçàíà.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Âêëþ÷åíèå LHSpκ(A) ⊆ LMSpκ(A) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâè-åì âêëþ÷åíèÿ Hm ⊂ Mm. Äîêàæåì âêëþ÷åíèå LHSpκ(A) ⊇ LMSpκ(A).Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå µ ∈ LMSpκ(A) è ε > 0. Äëÿ äàííîãî ε âîçüìåì δ = ε

8m2 > 0 (ñì.äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2). Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëüíîãî ñïåêòðà äëÿ äàííîãî δ íàéäóòñÿ ñèñòåìà
B ∈ Mδ(A) è ðåøåíèå x ∈ S∗(B), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó |κ(x) − µ| < δ.Ñîãëàñíî ëåììå 2, äëÿ ëþáîé ñèñòåìû B ∈ Mδ(A) è ëþáîãî ðåøåíèÿ x ∈ S∗(B) ñóùåñòâóåòñèñòåìà C ∈ Hε(A), òàêæå èìåþùàÿ ðåøåíèå x ∈ S∗(C).Ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε íàøëèñü ñèñòåìà C ∈ Hε(A) è ðåøåíèå x ∈ S∗(C), óäîâ-ëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó |κ(x) − µ| < δ < ε. Îòñþäà âûòåêàåò óñëîâèå µ ∈ LHSpκ(A), à ñ íèì èäîêàçûâàåìîå âêëþ÷åíèå. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü È.Í. Ñåðãååâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è,ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå çàìå÷àíèÿ.ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Ñåðãååâ È.Í. Õàðàêòåðèñòèêè êîëåáëåìîñòè è áëóæäàåìîñòè ðåøåíèé ëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñè-ñòåìû // Èçâ. �ÀÍ. Ñåð. ìàòåì. 2012. 76, � 1. 149�172.2. Áûëîâ Á.Ô., Âèíîãðàä �.Ý., �ðîáìàí Ä.Ì., Íåìûöêèé Â.Â. Òåîðèÿ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà è åå ïðèëîæåíèÿê âîïðîñàì óñòîé÷èâîñòè. Ì.: Íàóêà, 1966.3. Ìèëëèîíùèêîâ Â.Ì. �ðóáûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé // Äè��åðåíö.óðàâíåíèÿ. 1969. 5, � 10. 1775�1784.4. Áûëîâ Á.Ô., Èçîáîâ Í.À. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçà-òåëåé ëèíåéíîé ñèñòåìû // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. 1969. 5, � 10. 1794�1803.5. Âåðåìåíþê Â.Â. Íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ëèíåéíûõ ãàìèëüòîíîâûõñèñòåì // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. 1982. 18, � 2. 205�219.6. Èçîáîâ Í.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Ìèíñê: Á�Ó, 2006.7. Èçîáîâ Í.À. Î ìíîæåñòâå íèæíèõ ïîêàçàòåëåé ëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû // Äè��åðåíö.óðàâíåíèÿ. 1965. 1, � 4. 469�477.8. Áàðàáàíîâ Å.À. Ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà íèæíèõ ïîêàçàòåëåé Ïåððîíà ëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòå-ìû // Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ. 1986. 22, � 11. 1843�1853. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ15.10.2014ÓÄÊ 514.774.8+515.124.4+519.17+519.224.22Ê�ÈÂÈÇÍÀ �È××È ÂÇÂÅØÅÍÍÎ�Î ÄÅ�ÅÂÀÎ.Â. �óáë¼âà1Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà �îðìóëà ãðóáîé êðèâèçíû �è÷÷è äëÿ âçâåøåííûõ äåðåâüåâ ñîñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì íà ìíîæåñòâå èõ âåðøèí. Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åí êðèòåðèéî âîññòàíîâëåíèè òîïîëîãèè áèíàðíîãî äåðåâà ïî ìàòðèöå êðèâèçí �è÷÷è.Êëþ÷åâûå ñëîâà: âçâåøåííûå äåðåâüÿ, êðèâèçíà �è÷÷è, ãðóáàÿ êðèâèçíà �è÷÷è, ðàñ-ñòîÿíèå òðàíñïîðòèðîâîê, ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ íà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.A formula of oarse Rii urvature for weighed trees with a random walk on vertex setis presented in the paper. A riterion of restoration of binary trees topology from the Riiurvature matrix is obtained.Key words: weighed trees, Rii urvature, oarse Rii urvature, transportation distane,random walk on metri spaes.1�óáë¼âà Îëüãà Âëàäèìèðîâíà� àñï. êà�. äè��åðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæåíèé ìåõ.-ìàò. �-òà Ì�Ó, e-mail:rubleva-olga91�mail.ru.



âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2015. � 6 531. Ââåäåíèå è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Êðèâèçíà �è÷÷è èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ãåîìåòðè÷åñêîìàíàëèçå ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, â ÷àñòíîñòè îòäåëüíûé èíòåðåñ äëÿ èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâëÿþòìíîãîîáðàçèÿ ñ íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé �è÷÷è è ìíîãîîáðàçèÿ, èìåþùèå îãðàíè÷åííóþ ñíèçóêðèâèçíó �è÷÷è (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Âíèìàíèå ê äàííîé ïðîáëåìå ïðèâëåêëè è çíàìåíèòûå ðàáîòû�.ß. Ïåðåëüìàíà î ïîòîêàõ �è÷÷è è ãèïîòåçå Ïóàíêàðå [2, 3℄.Ïîíÿòèå êðèâèçíû �è÷÷è äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îáùåãî âèäà âïåðâûå âîçíèêëî â ðàáîòåÄ. Áàêðè è Ì. Ýìåðè [4℄. Èìè áûëà òàêæå îïðåäåëåíà òàê íàçûâàåìàÿ �íèæíÿÿ ãðàíèöà� êðèâèç-íû �è÷÷è íà êëàññå èçìåðèìûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Áûëè ïîëó÷åíû ñâîéñòâà èçìåðèìûõìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, íåîáõîäèìûå äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ �íèæíåé ãðàíèöû� êðèâèçíû �è÷÷è íàýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Â 2009 ã. â ðàáîòå [5℄ áûëî äàíî îïðåäåëåíèå ãðóáîé êðèâèçíû �è÷÷è íà öåïÿõÌàðêîâà, êîòîðîå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ïîðîæäåííûõ ãðà�àìè.Ô. ×àíã è Ø. ßó [6℄ âïåðâûå ââåëè îïðåäåëåíèå êðèâèçíû �è÷÷è äëÿ ãðà�îâ â 1996 ã. À â2011 ã. â ðàáîòå [7℄ áûëî ìîäè�èöèðîâàíî îïðåäåëåíèå Îëèâüå äëÿ êðèâèçíû �è÷÷è öåïåé Ìàðêîâàíà ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ [5℄.Äàäèì îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ �îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.Ïóñòü G = (V,E) � ãðà�, ãäå V � ìíîæåñòâî âåðøèí, E � ìíîæåñòâî ðåáåð. Äëèíîé ïóòè,ñîåäèíÿþùåãî äâå âåðøèíû ãðà�à, íàçîâåì êîëè÷åñòâî ðåáåð, âõîäÿùèõ â ýòîò ïóòü. �àññòîÿíèåììåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè â ãðà�å íàçîâåì äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè, ò.å. ïóòè íàèìåíüøåé âîçìîæ-íîé äëèíû.�àñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè íà ìíîæåñòâå V íàçîâåì �óíêöèþ m : V → [0, 1], òàêóþ, ÷òî∑
x∈V m(x) = 1. Ââåäåì �óíêöèþ ðàññòîÿíèÿ òðàíñïîðòèðîâîê W (m1,m2), êîòîðàÿ áóäåò èçìåðÿòüðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòåé m1 è m2:

W (m1,m2) = sup
f∈Lip 1

∑

x∈V
f(x)(m1(x) −m2(x)),ãäå Lip 1 � ìíîæåñòâî 1-ëèïøèöåâûõ �óíêöèé.Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ mα

x : V → [0, 1], íàçûâàåìûå �óíêöèÿìèñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, ñïåöèàëüíîãî âèäà:
mα

x(y) =





α, åñëè x = y;
1−α
deg(x) , åñëè x ∼ y;

0, åñëè x ≁ y è x 6= y,ãäå çàïèñü x ∼ y îáîçíà÷àåò, ÷òî âåðøèíû x è y ñìåæíû.Îïðåäåëèì α-êðèâèçíó �è÷÷è �îðìóëîé
kα(x, y) = 1 −

W (mα
x ,m

α
y )

d(x, y)
.Ïðè α = 0 âåëè÷èíà k0(x, y) � êðèâèçíà �è÷÷è�Îëèâüå. Êðèâèçíîé �è÷÷è íàçîâåì �óíêöèþ

k(x, y) := lim
α→1

kα(x, y)

1 − α
.Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïîëó÷åíà �îðìóëà äëÿ âçâåøåííûõ áèíàðíûõ äåðåâüåâ, âû÷èñëÿþùàÿêðèâèçíó �è÷÷è ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè äåðåâà, à òàêæå íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç íåå.Â ÷àñòíîñòè, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòðóêòóðà áèíàðíîãî äåðåâà ñ ïîñòîÿííîé âåñîâîé �óíêöèåé ìîæåòáûòü âîññòàíîâëåíà ïî ìàòðèöå ïîïàðíûõ êðèâèçí �è÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè ýòîãî äåðåâà.2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Îáîáùèì ïîíÿòèå êðèâèçíû �è÷÷è�Îëèâüå íà ñëó÷àé äåðåâüåâ ñíåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè íà ðåáðàõ.Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü G = (V,E) � íåêîòîðîå äåðåâî, ãäå V � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E �ìíîæåñòâî ðåáåð ãðà�à G. Çàäàäèì íåîòðèöàòåëüíóþ �óíêöèþ ω : E → R+, îáû÷íî íàçûâàåìóþâåñîâîé, òîãäà ïàðà G = (G,ω) íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì äåðåâîì (ñì. [8℄).Ïóñòü dω � �óíêöèÿ, èçìåðÿþùàÿ âåñ ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè âçâåøåííîãî äåðåâà G = (G,ω),òîãäà α-êðèâèçíó �è÷÷è äëÿ âçâåøåííîãî äåðåâà îïðåäåëèì �îðìóëîé

kα(x, y) = 1 −
W (mα

x ,m
α
y )

dω(x, y)
.Êðèâèçíà �è÷÷è äëÿ âçâåøåííîãî äåðåâà áóäåò èìåòü âèä k(x, y) := limα→1

kα(x,y)
1−α .



54 âåñòí. ìîñê. óí-òà. ñåð.1, ìàòåìàòèêà. ìåõàíèêà. 2015. � 6Òåîðåìà 1. Ïóñòü G = (V,E) � ïðîèçâîëüíîå äåðåâî, ò.å. ñâÿçíûé àöèêëè÷íûé ãðà�, ω �âåñîâàÿ �óíêöèÿ, dω � �óíêöèÿ, èçìåðÿþùàÿ âåñ ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè äåðåâà. Òîãäà êðèâèçíà�è÷÷è ìåæäó ëþáûìè âåðøèíàìè äåðåâà G âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:
k(x, y) =

1

d(x, y)

( 1

deg(x)

∑

z∼x

kz · d(z, x) +
1

deg(y)

∑

z∼y

kz · d(z, y)
)
,ãäå kz = 1 , åñëè ðåáðî zx âõîäèò â ïóòü xy, è kz = −1, åñëè íå âõîäèò.Îïðåäåëåíèå. Áèíàðíûì äåðåâîì íàçîâåì äåðåâî, âñå âåðøèíû êîòîðîãî ñòåïåíè 1 èëè 3.Ñëåäñòâèå. �àññìîòðèì áèíàðíîå äåðåâî G = (V,E), â êîòîðîì âåñ êàæäîãî ðåáðà ðàâåí 1.Òîãäà1) êðèâèçíà �è÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè x è y ñòåïåíè 1, äëÿ êîòîðûõ d(x, y)=n, ðàâíà k(x, y)= 2

n ;2) êðèâèçíà �è÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè x è y ñòåïåíè 1 è 3 ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êîòîðûõ
d(x, y) = n, ðàâíà k(x, y) = 2

3n ;3) êðèâèçíà �è÷÷è ìåæäó âåðøèíàìè x è y ñòåïåíè 3, äëÿ êîòîðûõ d(x, y) = n, ðàâíà k(x, y) =
− 2

3n .Îïðåäåëåíèå. �àññìîòðèì áèíàðíîå äåðåâî G, âåñîâàÿ �óíêöèÿ dω êîòîðîãî ðàâíà 1. Ýòî ðàñ-ñòîÿíèå èçìåðÿåò êîëè÷åñòâî ðåáåð â ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî äâå âåðøèíû äåðåâà. Ìàòðèöåé êðèâèçí�è÷÷è K = (kij) äëÿ ýòîãî äåðåâà G íàçîâåì ìàòðèöó, ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êðèâèçíû�è÷÷è kij ìåæäó âåðøèíàìè äåðåâà G ñ íîìåðàìè i è j.Åùå îäíèì âàæíûì ñëåäñòâèåì èç �îðìóëû êðèâèçíû �è÷÷è äëÿ âçâåøåííûõ äåðåâüåâ ÿâëÿ-åòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 2. Áèíàðíûå äåðåâüÿ èçîìîð�íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìàòðèöû êðèâèçí�è÷÷è ñîïðÿæåíû, ò.å. ðàâíû ïðè ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè âåðøèí.Àâòîð ïðèíîñèò áëàãîäàðíîñòü À.Î. Èâàíîâó è À.À. Òóæèëèíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ïîìîùüâ ðàáîòå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïðîãðàììû �Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû �Ô�, ïðîåêò ÍØ�581.2014.1, è �ÔÔÈ, ãðàíò � 13�01�00664à.ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅ�ÀÒÓ�Û1. Áåññå À. Ìíîãîîáðàçèÿ Ýéíøòåéíà: â 2ò. Ò. 1, 2. Ì.: Ìèð, 1990.2. Perelman G. The entropy formula for the Rii �ow and its geometri appliations // arXiv: math.DG/0211159v1.3. Perelman G. Rii �ow with surgery on three-manifolds // arXiv: math.DG/0303109v1.4. Bakry D., Emery M. Di�usions hyperontratives // Let. Notes Math. 1985. 1123. 177�206.5. Ollivier Y. Rii urvature of Markov hains on metri spaes // J. Funt. Anal. 2009. 256, N 3. 810�864.6. Chung F., Yau S.-T. Logarithmi Harnak inequalities // Math. Res. Lett. 1996. 3. 793�812.7. Lin Y., Lu L.Y., Yau S.T. Rii urvature of graphs // Tohoku Math. J. 2011. 63. 605�627.8. Èâàíîâ À.Î., Òóæèëèí À.À. Îäíîìåðíàÿ ïðîáëåìà �ðîìîâà î ìèíèìàëüíîì çàïîëíåíèè // Ìàòåì. ñá.2012. 203, � 5. 65�118. Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ28.11.2014ÓÄÊ 532.5+537.8+551.5ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÅ ÌÅÕÀÍÈÇÌÛ ÓÑÈËÅÍÈß ÇÀÂÈÕ�ÅÍÍÎÑÒÈÂ ÂÎ�ÎÍÊÅ ÒÎ�ÍÀÄÎÑ.À. Ìàñëîâ1�àññìîòðåíî âëèÿíèå òðèïîëüíîé ñòðóêòóðû çàðÿäà ãðîçîâîãî îáëàêà è âîçìóùåíèéàòìîñ�åðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïîä îáëàêîì íà çàêðóòêó ïîòîêà â �îðìèðóþùåéñÿ âî-ðîíêå òîðíàäî. Ïîëó÷åíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñèëüíîé ëîêàëèçàöèè çàâèõðåííîñòèâîðîíêè íà ìàëûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ìàñøòàáàõ.1Ìàñëîâ Ñåðãåé Àëåêñååâè÷ � àñï. êà�. ãàçîâîé è âîëíîâîé äèíàìèêè ìåõ-ìàò. �-òà Ì�Ó, e-mail: sergm90�mail.ru.


