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Â ðàáîòå óñòàíàâëèâàþòñÿ òðè êðèòåðèÿ âûñîòíîñòè àòîìà â òåðìèíàõ åãî f -ãðà�à.
Íàéäåíû ïðåïÿòñòâèÿ ê îðèåíòèðîâàííîé âëîæèìîñòè f -ãðà�à â ïëîñêîñòü. Èññëåäóþòñÿ
êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ìå÷åíûõ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îáîá-

ùåíèå õîðäîâûõ äèàãðàìì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àòîì, âûñîòíûé àòîì, f -ãðà�, õîðäîâàÿ äèàãðàììà, ãðà� ïåðåñå÷å-

íèé.

In this paper we establish three riteria for the height of an atom in terms of its

f -graph. The obstales to the oriented embeddability of the f -graph into the plane are found.
We investigate the ombinatorial properties of labeled oriented yles, whih are a generalization

of hord diagrams.

Key words: atom, height atom, f -graph, hord diagram, intersetion graph.

1. Ââåäåíèå. Ïîíÿòèå àòîìà, ïîÿâèâøååñÿ â çàäà÷àõ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà è êëàññè�èêàöèè

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íàõîäèò ïðèìåíåíèå â ñàìûõ ðàçíûõ ðàçäåëàõ ñîâðåìåííîé êîìáèíàòîðèêè è

ìàëîìåðíîé òîïîëîãèè, òåîðèè óçëîâ [1�12℄. Ïîíÿòèå àòîìà â ãàìèëüòîíîâîé è ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåî-

ìåòðèè è òîïîëîãèè áûëî ââåäåíî À.Ò. Ôîìåíêî [3℄ è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ëèóâèëëåâîé êëàññè�èêàöèè

èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì [8℄.

Çàäà÷à êëàññè�èêàöèè âûñîòíûõ àòîìîâ áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà À.Ò. Ôîìåíêî. Èçó÷åíèþ ýòîãî

êëàññà àòîìîâ ïîñâÿùåíû ðàáîòû Â.Î. Ìàíòóðîâà [2℄, È.Ì. Íèêîíîâà [10℄, Â.À. Òðè�îíîâîé [11℄,

à òàêæå È.Ì. Íèêîíîâà è Í.Â. Âîë÷àíåöêîãî [12℄. Âûñîòíûå àòîìû èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè

óçëîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå óçëû ìîãóò áûòü çàêîäèðîâàíû (íåîäíîçíà÷íî) âûñîòíûìè àòîìàìè.

À.À. Îøåìêîâûì â ðàáîòå [13℄ áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå f -ãðà�à. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ñ ïîìîùüþ

f -ãðà�îâ óäîáíî îïèñûâàòü ïåðåñòðîéêè òîðîâ Ëèóâèëëÿ èíòåãðèðóåìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì,

à òàêæå ëåãêî ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì ïåðå÷èñëåíèÿ òàêèõ ïåðåñòðîåê. È.Ì. Íèêîíîâ [10℄ îáíàðó-

æèë, ÷òî âûñîòíîñòü àòîìà ýêâèâàëåíòíà îðèåíòèðîâàííîé âëîæèìîñòè åãî f -ãðà�à â ïëîñêîñòü

(òåîðåìà 1).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàþòñÿ òðè íîâûõ êðèòåðèÿ âûñîòíîñòè àòîìà â òåðìèíàõ åãî

f -ãðà�à. Õîòÿ âñå êðèòåðèè âûñîòíîñòè ïî ñóòè ýêâèâàëåíòíû, îíè âåñüìà ïîëåçíû â ðàçíûõ ñè-

òóàöèÿõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âûñîòíîñòè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ àòîìîâ. Òàêæå íàéäåíû ïðåïÿòñòâèÿ ê

îðèåíòèðîâàííîé âëîæèìîñòè f -ãðà�à â ïëîñêîñòü.
2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü M2

� ãëàäêîå çàìêíóòîå äâóìåðíîå ìíîãîîá-

ðàçèå, f :M2 → R � �óíêöèÿ Ìîðñà íàM2
è { x ∈M2 : f(x) = k}, k ∈ R, � åå ñâÿçíûé êðèòè÷åñêèé

óðîâåíü. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0, òàêîå, ÷òî f−1([k − ε, k + ε]) íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, êðîìå
ëåæàùèõ íà êðèòè÷åñêîì óðîâíå ({f = k}).

Îïðåäåëåíèå. Àòîìîì íàçûâàåòñÿ ïàðà (f−1([k − ε, k + ε]), f−1(k)) ñ óêàçàíèåì âëîæåíèÿ ãðà-

�à f−1(k) â ïîâåðõíîñòü f−1([k − ε, k + ε]). Àòîì íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè ýòà ïîâåðõíîñòü

îðèåíòèðóåìà. �ðà� f−1(k) íàçûâàåòñÿ îñòîâîì àòîìà. Äâà àòîìà íàçûâàþòñÿ èçîìîð�íûìè, åñëè

1
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ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì ïàð, êîòîðûé ïåðåâîäèò ïîâåðõíîñòü â ïîâåðõíîñòü (ñîõðàíÿÿ îðèåíòà-

öèþ, åñëè ïîâåðõíîñòü îðèåíòèðîâàíà), îñòîâ â îñòîâ, à �óíêöèþ ïåðåâîäèò â �óíêöèþ.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì àòîì, ïîðîæäåííûé �óíêöèåé f , âûñîòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå

âëîæåíèå i : f−1([k − ε, k + ε])→ R
3
, ÷òî f(p) = z(i(p)) äëÿ êàæäîé òî÷êè p ∈ f−1([k − ε, k + ε]), ãäå

z � ñòàíäàðòíàÿ êîîðäèíàòà â ïðîñòðàíñòâå R
3
, ò.å. z � �óíêöèÿ âûñîòû íà i(f−1([k − ε, k + ε])).

Çàìå÷àíèå. Âñå âûñîòíûå àòîìû ÿâëÿþòñÿ îðèåíòèðóåìûìè (ñì. [2℄).

Òàêæå íàì áóäåò ïîëåçíî äðóãîå îïðåäåëåíèå àòîìà, ïîçâîëÿþùåå èçó÷àòü áè�óðêàöèè íåçà-

âèñèìî, à èìåííî

Îïðåäåëåíèå. Àòîìîì íàçîâåì ïàðó (P 2,K), ãäå P 2
� êîìïàêòíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõ-

íîñòü ñ êðàåì; K � íåïóñòîé êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðà�, âëîæåííûé â P 2
è èìåþùèé âåðøèíû ñòåïå-

íè 4, ïðè÷åì ìíîæåñòâî P 2 \K ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì êîëåö S1 × (0, 1], S1 × 1 ⊂ ∂P 2
,

è âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå. Ìíîæåñòâî êîëåö è èõ ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé ðàçáèòî íà äâà

ïîäìíîæåñòâà (áåëûå è ÷åðíûå êîëüöà) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ê êàæäîìó ðåáðó ãðà�à K ïðèìûêàþò

ðîâíî îäíî áåëîå êîëüöî è ðîâíî îäíî ÷åðíîå êîëüöî. Óêàçàííîå ðàçáèåíèå êîëåö è ñîîòâåòñòâóþùèõ

îêðóæíîñòåé íà áåëûå è ÷åðíûå íàçûâàåòñÿ îñíàùåíèåì ïàðû (P 2,K).
Äâà îðèåíòèðîâàííûõ îñíàùåííûõ àòîìà ñ÷èòàþòñÿ èçîìîð�íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð-

�èçì îñíàùåííûõ ïàð, ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòåé è ðàñêðàñêó êîëåö.

Âñþäó äàëåå ïîä àòîìîì áóäåì ïîíèìàòü îðèåíòèðîâàííûé îñíàùåííûé àòîì, ðàññìàòðèâàåìûé

ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà.

Àòîì ìîæåò áûòü îïðåäåëåí òàêæå êàê f -ãðà� (ñì. [13℄), ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü

ñ àòîìàìè êàê ñ êîìáèíàòîðíûìè îáúåêòàìè.

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íûé ñâÿçíûé ãðà� G, íåêîòîðûå ðåáðà êîòîðîãî îðèåíòèðîâàíû, íàçîâåì
f -ãðà�îì, åñëè âñå åãî âåðøèíû èìåþò ñòåïåíü 3, ïðè÷åì ê êàæäîé åãî âåðøèíå ïðèìûêàþò ðîâíî

äâà îðèåíòèðîâàííûõ ïîëóðåáðà, èç êîòîðûõ îäíî âõîäèò â âåðøèíó, à äðóãîå âûõîäèò èç íåå.

Îòìåòèì, ÷òî âåðøèíà ìîæåò áûòü íà÷àëîì è êîíöîì îäíîãî è òîãî æå îðèåíòèðîâàííîãî ïîëóðåáðà.

�èñ. 1. Ïîñòðîåíèå f -ãðà�à ïî àòîìó

Ñîîòâåòñòâóþùèé f -ãðà� ñòðîèòñÿ ïî àòîìó (P 2,K) ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: â êà÷åñòâå íåîðèåíòèðîâàííîãî ðåáðà áå-

ðåòñÿ îòðåçîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó ãðà�à K è ñîåäè-

íÿþùèé ãðàíèöû ïðîòèâîïîëîæíûõ áåëûõ êîëåö (ñì. ðèñ. 1),

à â êà÷åñòâå âåðøèí � ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöû îòðåçêà. Â ðî-

ëè îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð âûñòóïàþò ïðèìûêàþùèå ê âåð-

øèíàì äóãè áåëûõ êîëåö ñ ñîîòâåòñòâóþùåé îðèåíòàöèåé.

f -�ðà�, ïîñòðîåííûé ïî ÷åðíûì êîëüöàì àòîìà (P 2,K), íà-
çîâåì äâîéñòâåííûì f -ãðà�îì.

Èç äàííîãî ïîñòðîåíèÿ ÿñíî, ÷òî f -ãðà� (äâîéñòâåííûé

f -ãðà�) ñîñòîèò èç íåïóñòîãî ìíîæåñòâà îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò îðèåí-

òèðîâàííûå ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè áåëûõ (ñîîòâåòñòâåííî ÷åðíûõ) êîëåö, è íåîðèåíòèðîâàííûõ

ðåáåð. Îðèåíòèðîâàííûå öèêëû áóäåì íàçûâàòü îêðóæíîñòÿìè.

Îïðåäåëåíèå. Íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííåé õîðäîé, åñëè îáà åãî êîí-

öà ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Èíà÷å ðåáðî íàçîâåì âíåøíåé õîðäîé.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì f -ãðà� îðèåíòèðîâàííî âëîæèìûì â ïëîñêîñòü, åñëè åãî ìîæíî

âëîæèòü â ïëîñêîñòü òàê, ÷òî îêðóæíîñòè, ñîåäèíåííûå õîòÿ áû îäíèì ðåáðîì, ëåæàò îäíà â äðóãîé

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ. Ñîîòâåòñòâóþùåå âëîæåíèå

òàêæå áóäåì íàçûâàòü îðèåíòèðîâàííûì.

Ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïîçâîëÿåò íàì ñâåñòè çàäà÷ó ïðîâåðêè âûñîòíîñòè àòîìà ê ïðîâåðêå îðè-

åíòèðîâàííîé âëîæèìîñòè åãî f -ãðà�à â ïëîñêîñòü.
Òåîðåìà 1 (È.Ì. Íèêîíîâ, êðèòåðèé âûñîòíîñòè àòîìà [10℄). Àòîì ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà f -ãðà� îðèåíòèðîâàííî âëîæèì â ïëîñêîñòü.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 1 áóäåò âåðíà, åñëè f -ãðà� çàìåíèòü íà äâîéñòâåííûé f -ãðà�.
Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ïîä-f -ãðà�à.
Îïðåäåëåíèå. f -�ðà� G íàçûâàåòñÿ ïîä-f -ãðà�îì íåêîòîðîãî f -ãðà�à H, åñëè ìíîæåñòâî

îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ f -ãðà�à G ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ f -ãðà�à H,

à êàæäîå íåîðèåíòèðîâàííîå ðåáðî f -ãðà�à G ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì f -ãðà�à H.

Òåïåðü äàäèì îïðåäåëåíèå èçîìîð�íîñòè è f -ãîìåîìîð�íîñòè f -ãðà�îâ.
Îïðåäåëåíèå. f -�ðà�û G1 è G2 íàçûâàþòñÿ èçîìîð�íûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îä-

íîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : V1 → V2 ìíîæåñòâà V1 âåðøèí f -ãðà�à G1 íà ìíîæåñòâî V2 âåðøèí

f -ãðà�à G2, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ: âåðøèíû A,B ∈ V1 ñîåäèíåíû íåîðèåíòèðîâàííûì (îðè-

7 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 3
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åíòèðîâàííûì) ðåáðîì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âåðøèíû f(A), f(B) ∈ V2 ñîåäèíåíû

íåîðèåíòèðîâàííûì (îðèåíòèðîâàííûì) ðåáðîì, ïðè÷åì åñëè ðåáðî îðèåíòèðîâàíî îò A ê B, òî
ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî îðèåíòèðîâàíî îò f(A) ê f(B).

�èñ. 2. Îïåðàöèÿ ïîäðàçáèåíèÿ

íåîðèåíòèðîâàííîãî ðåáðà f -ãðà�à

Îïðåäåëåíèå. f -�ðà� G f -ãîìåîìîð�åí f -ãðà�óH, åñ-

ëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ öåïî÷êà ïðåîáðàçîâàíèé f1, . . . , fn,
êîìïîçèöèÿ êîòîðûõ ïåðåâîäèò G â H è êàæäîå èç êîòîðûõ

îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1) èçîìîð�èçì f -ãðà�îâ;

2) ïîäðàçáèåíèå íåîðèåíòèðîâàííîãî ðåáðà f -ãðà�à (ñì.
ðèñ. 2);

3) îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ ê ïîäðàçáèåíèþ íåîðèåíòèðîâàí-

íîãî ðåáðà.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåïÿòñòâèåì V íàçîâåì f -ãðà�, ñî-
ñòîÿùèé èç äâóõ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ ñ âåðøèíàìè v1, v2, v3 íà îäíîì öèêëå è u1, u2, u3 íà

äðóãîì öèêëå, çàíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå îáõîäà öèêëîâ, è õîðäàìè (v1, u1), (v2, u2), (v3, u3) (ñì.
ðèñ. 3,a).

Îïðåäåëåíèå. Ïðåïÿòñòâèåì V (r), r > 1, íàçîâåì f -ãðà�, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îäèí öèêë
 âåðøèíàìè v1, . . . , v4r+2, çàíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå îáõîäà îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, è õîðäàìè

(v4i−3, v4i), 1 6 i 6 r, (v4i−1, v4i+2), 1 6 i 6 r, è (v4r+1, v2) (ñì. ðèñ. 3,b).

�èñ. 3. Ïðåïÿòñòâèÿ V è V (r)

3. Îñíîâíûå òåîðåìû.

Òåîðåìà 2 (Â.À. Òðè�îíîâà, êðèòåðèé âû-

ñîòíîñòè àòîìà). Àòîì ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî f -ãðà� íå ñîäåðæèò

ïîä-f -ãðà�à, f -ãîìåîìîð�íîãî ïðåïÿòñòâèþ V èëè

ïðåïÿòñòâèþ èç ñåðèè V (r), r > 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü.

Ïóñòü äàí âûñîòíûé àòîì, à F � åãî f -ãðà�. Òî-
ãäà ïî òåîðåìå 1 ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå âëî-

æåíèå R f -ãðà�à F â ïëîñêîñòü.

Ëþáîé ïîä-f -ãðà� L ýòîãî f -ãðà�à ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííî âëîæèìûì â ïëîñêîñòü. Äåéñòâè-

òåëüíî, ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé è õîðä L ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì îêðóæíîñòåé è ñîîòâåòñòâåííî

õîðä â R, ïðè÷åì ëþáûå îêðóæíîñòè, ñîåäèíåííûå õîòÿ áû îäíèì ðåáðîì â R, ëåæàò îäíà â äðó-

ãîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè èìåþò ïðîòèâîïîëîæíóþ îðèåíòàöèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî L
îðèåíòèðîâàííî âëîæèì â ïëîñêîñòü.

Òàêæå íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáîé f -ãðà�, f -ãîìåîìîð�íûé îðèåíòèðîâàííî âëîæèìîìó

f -ãðà�ó â ïëîñêîñòü, òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííî âëîæèìûì â ïëîñêîñòü.

Äîêàæåì, ÷òî f -ãðà�, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïðåïÿòñòâèå V èëè ïðåïÿòñòâèå èç ñåðèè V (r),
r > 1, íå ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííî âëîæèìûì â ïëîñêîñòü.

Ïîñêîëüêó àòîì ñ f -ãðà�îì V èìååò äâîéñòâåííûé f -ãðà� V (1), òî îðèåíòèðîâàííàÿ âëîæè-

ìîñòü V ýêâèâàëåíòíà îðèåíòèðîâàííîé âëîæèìîñòè V (1). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

f -ãðà�û ñåðèè V (r), r > 1.

�èñ. 4. Âûäåëåíèå ïîäãðà�à â V (r), ãîìåîìîð�íîãî K3,3

Ëåììà 1. Êàæäûé f -ãðà� èç ñå-

ðèè V (r), r > 1, ñîäåðæèò ïîäãðà�,

ãîìåîìîð�íûé ïîëíîìó äâóäîëüíîìó

ãðà�ó K3,3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíûé äâó-

äîëüíûé ãðà�K3,3 ìîæíî ðåàëèçîâàòü

íà ïëîñêîñòè â âèäå îêðóæíîñòè è òðåõ

âíóòðåííèõ õîðä, ïîêàçàííûõ ïóíêòèð-

íîé ëèíèåé íà ðèñ. 4,a. Íà ðèñ. 4,b ïðåä-

ñòàâëåíî ïðåïÿòñòâèå V (r) ñ âûäåëåí-
íûì, ãîìåîìîð�íûì K3,3 ïîäãðà�îì,

ðåáðà êîòîðîãî èçîáðàæåíû æèðíûìè

è ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè.

Ëåììà äîêàçàíà. ✷
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Èç ëåììû 1 è òåîðåìû Ïîíòðÿãèíà�Êóðàòîâñêîãî ñëåäóåò, ÷òî êàæäûé f -ãðà� èç ñåðèè V (r), r >
1, â ïëîñêîñòü íåâëîæèì. Òåì áîëåå íå ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîãî âëîæåíèÿ V (r), r > 1, â ïëîñ-
êîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, f -ãðà� F íå ñîäåðæèò ïîä-f -ãðà�à, f -ãîìåîìîð�íîãî ïðåïÿòñòâèþ V èëè ïðå-

ïÿòñòâèþ èç ñåðèè V (r), r > 1. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f -ãðà� F àòîìà íå ñîäåðæèò ïîä-f -ãðà�à, f -ãîìåîìîð�íîãî

ïðåïÿòñòâèþ V èëè ïðåïÿòñòâèþ èç ñåðèè V (r), r > 1. Ïîêàæåì, ÷òî F îðèåíòèðîâàííî âëîæèì â

ïëîñêîñòü.

Åñëè îðèåíòèðîâàííûé ãðà� ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, âñå âåðøèíû êîòîðîãî ïîìå÷åíû áóêâàìè, òî

íàçîâåì åãî ìå÷åíûì öèêëîì. Ïðè ýòîì áóêâû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ. Ìå÷åíûé îðèåíòèðîâàíûé öèêë,

ñîñòîÿùèé èç r âåðøèí, � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî öèêëè÷åñêîå ñëîâî äëèíîé r â àë�àâèòå X èç n,
n 6 r, áóêâ x1, . . . , xn, â êîòîðîì áóêâû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ. Òàêèå ñëîâà ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ òî÷íî-

ñòüþ äî öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê âõîäÿùèõ â íèõ áóêâ, ïðîèçâîëüíîé ïåðåíóìåðàöèè ïåðåìåííûõ

x1, . . . , xn è çàìåíû àë�àâèòà.

Äàëåå ÷åðåç Sxi
, xi ∈ X , áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí xi, i = 1, 2, . . . , n, íà ìå÷åíîì

îðèåíòèðîâàííîì öèêëå, ãäå X � àë�àâèò, à n � åãî ðàçìåð.

Îïðåäåëåíèå. Áóêâû a è b, ñîîòâåòñòâóþùèå íåêîòîðûì âåðøèíàì ìå÷åíîãî öèêëà, íàçîâåì

çàöåïëåííûìè, åñëè ñóùåñòâóþò äâå ïàðû âåðøèí (a1, a2) è (b1, b2), ai ∈ Sa, bi ∈ Sb, i = 1, 2, êîòîðûå
ìû âñòðå÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíî (. . . a1. . . b1. . . a2. . . b2) ïðè öèêëè÷åñêîì îáõîäå.

Îïðåäåëåíèå. Ìå÷åíûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë íàçîâåì îñíàùàåìûì, åñëè ìíîæåñòâî åãî

âåðøèí ìîæíî ðàçáèòü íà äâà êëàññà, ïðè÷åì áóêâû ëþáûõ äâóõ âåðøèí èç îäíîãî êëàññà íå çàöåï-

ëåíû è âåðøèíû, îáîçíà÷åííûå îäíîé è òîé æå áóêâîé, ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó. Ôèêñèðîâàííîå

ðàçáèåíèå íà äâà êëàññà íàçîâåì îñíàùåíèåì îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà.

Îïðåäåëåíèå. Õîðäîâîé äèàãðàììîé íàçîâåì ìå÷åíûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë, â êîòîðîì êàæ-

äàÿ áóêâà âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî äâà ðàçà. Îñíàùàåìóþ õîðäîâóþ äèàãðàììó íàçîâåì d-äèàãðàììîé.
Çàìå÷àíèå. Õîðäîâóþ äèàãðàììó ìîæíî òàêæå ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëèòü êàê f -ãðà�, ñîñòîÿ-

ùèé èç îäíîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà.

Îïðåäåëåíèå. �ðà�îì ïåðåñå÷åíèé Γ(O) ìå÷åíîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà O íàçîâåì íåîðè-

åíòèðîâàííûé ãðà�, îáðàçîâàííûé èç ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ Sxi
, i = 1, 2, . . . , n, ïóòåì ñîçäàíèÿ âåð-

øèíû vi äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Sxi
è ñîåäèíåíèÿ äâóõ âåðøèí vi è vj ðåáðîì, åñëè áóêâû âåðøèí

èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ çàöåïëåíû.

�ðà�îì ïåðåñå÷åíèé Γ(H) f -ãðà�à H, ñîñòîÿùåãî èç îäíîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà, áóäåì

íàçûâàòü ãðà� ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû, ñîîòâåòñòâóþùåé H.

Ñóùåñòâóåò ïîëíîå îïèñàíèå ãðà�îâ, ïðåäñòàâèìûõ êàê ãðà�û ïåðåñå÷åíèé õîðäîâûõ äèàãðàìì

(ñì. [14℄). �ðà�û ïåðåñå÷åíèé ñîäåðæàò äîâîëüíî ìíîãî èí�îðìàöèè î ñâîèõ õîðäîâûõ äèàãðàììàõ.

Ñ.Â. ×ìóòîâ, Ñ.Â. Äóæèí è Ñ.Ê. Ëàíäî âûäâèíóëè [15℄ ãèïîòåçó î òîì, ÷òî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè

õîðäîâûõ äèàãðàìì ìîæíî îïðåäåëèòü èõ ãðà�îì ïåðåñå÷åíèé; îíè äîêàçàëè ãèïîòåçó â ñëó÷àå,

êîãäà ãðà� ïåðåñå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Â ñòàòüå [16℄ ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà äëÿ áîëåå îáùåãî

ñëó÷àÿ, êîãäà ãðà� ïåðåñå÷åíèé Γ(H) õîðäîâîé äèàãðàììû H óíèöèêëè÷åñêèé, ò.å. π1(�(H)) =
Z. Â ÷àñòíîñòè, âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: f -ãðà�û, èìåþùèå îäèí îðèåíòèðîâàííûé öèêë

(õîðäîâûå äèàãðàììû), èçîìîð�íû, åñëè èõ ãðà�û ïåðåñå÷åíèé ñîâïàäàþò è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

åäèíñòâåííûé öèêë. Îêîí÷àòåëüíî òî÷êó â îáñóæäåíèÿõ î ñâÿçè èíâàðèàíòíûõ õîðäîâûõ äèàãðàìì

è èõ ãðà�îâ ïåðåñå÷åíèé ïîñòàâèëè Ñ.Â. ×ìóòîâ è Ñ.Ê. Ëàíäî â ñòàòüå [17℄.

Èññëåäóåì òåïåðü ìå÷åíûå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû, èìåþùèå öèêëè÷åñêèé ãðà� ïåðåñå÷åíèé.

Ëåììà 2. Ïóñòü ãðà� ïåðåñå÷åíèé íåêîòîðîãî ìå÷åíîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà O ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé öèêë K (èìåþùèé n > 3 âåðøèí). Òîãäà èç êàæäîãî ìíîæåñòâà Sxi
ìîæíî

âûäåëèòü ïîäìíîæåñòâî S′xi
, i = 1, 2, . . . , n, ñîñòîÿùåå èç äâóõ âåðøèí, òàêîå, ÷òî ãðà� ïåðåñå÷å-

íèé õîðäîâîé äèàãðàììû, îáðàçîâàííîé èç S′ = {S′xi
}i=1,2,...,n, ñîâïàäàåò ñ K.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ìå÷åíûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë O ñ k âåðøèíàìè èìååò ñëåäóþùóþ çàïèñü:

(i1i2 . . . ik), ãäå âåðøèíû i1, i2, . . . , ik ðàñïîëîæåíû èìåííî â ýòîì ïîðÿäêå ïðè öèêëè÷åñêîì îáõîäå.

Òàêæå öèêë O ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îðèåíòèðîâàííóþ îêðóæíîñòü ñ âåðøèíàìè i1, i2, . . . , ik.
Ïóñòü a, b, d1, d2 � íåêîòîðûå âåðøèíû öèêëà O, ïðè÷åì âåðøèíû d1 è d2 ëåæàò íà ðàçíûõ äóãàõ,
íà êîòîðûå âåðøèíû a è b ðàçáèâàþò îêðóæíîñòü. Ïóñòü Z � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ïîäìíîæå-

ñòâî ìíîæåñòâà âåðøèí öèêëà O. Äàëåå áóäåì ïèñàòü, ÷òî âåðøèíû ìíîæåñòâà Z îãðàíè÷åíû íà

öèêëå O âåðøèíàìè a è b (ñîîòâåòñòâåííî a è d1) â âèäå (a . . . z . . . d1 . . . b . . . d2 . . . ), åñëè êàæäàÿ

âåðøèíà z ìíîæåñòâà Z ëåæèò íà äóãå îêðóæíîñòè, îãðàíè÷åííîé a è b è ñîäåðæàùåé âåðøèíó d1
(ñîîòâåòñòâåííî íà äóãå îêðóæíîñòè, îãðàíè÷åííîé a è d1).

8 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 3
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Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî n � êîëè÷åñòâó âåðøèí K = Γ(O).
Áàçà èíäóêöèè. Ïóñòü n = 3 è âåðøèíû öèêëà O îáîçíà÷åíû áóêâàìè a, b, c. Òîãäà ãðà� ïå-

ðåñå÷åíèé Γ(O) öèêëà O ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé öèêë, èìåþùèé òðè âåðøèíû va, vb, vc,
ò.å. òðåóãîëüíèê. Êàê è âûøå, îáîçíà÷èì ÷åðåç Sa (ñîîòâåòñòâåííî Sb, Sc) ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí

öèêëà O ñ îäèíàêîâûìè áóêâàìè a (ñîîòâåòñòâåííî b, c), ïðè÷åì âåðøèíå va (ñîîòâåòñòâåííî vb, vc)
ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî Sa (ñîîòâåòñòâåííî Sb, Sc). Âåðøèíû va è vb ãðà�à ïåðåñå÷åíèé ñîåäèíåíû
ðåáðîì, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò äâå ïàðû âåðøèí (a1, a2) è (b1, b2), ai ∈ Sa, bi ∈ Sb, i = 1, 2, ðàñ-
ïîëîæåííûõ íà öèêëå O â öèêëè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1 . . . b1 . . . a2 . . . b2 . . . ). �àçáåðåì âñå

ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ âåðøèí èç ìíîæåñòâà Sc íà öèêëå O.
Åñëè ñóùåñòâóåò ïàðà (c1, c2), ðàñïîëîæåííàÿ íà öèêëå O â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1 . . . b1 . . . c1 . . .

a2 . . . b2 . . . c2 . . . ) èëè (a1 . . . c1 . . . b1 . . . a2 . . . c2 . . . b2 . . . ), òî óòâåðæäåíèå ëåììû ïðè n = 3 äîêàçàíî
(ãðà� ïåðåñå÷åíèé êàæäîé èç õîðäîâûõ äèàãðàìì (a1b1c1a2b2c2) è (a1c1b1a2c2b2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
òðåóãîëüíèê).

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

1. Âåðøèíû ìíîæåñòâà Sc îãðàíè÷åíû a1 è b1 â âèäå (a1 . . . c . . . b1 . . . a2 . . . b2 . . . ).
2. Âåðøèíû ìíîæåñòâà Sc îãðàíè÷åíû b1 è a2 â âèäå (a1 . . . b1 . . . c . . . a2 . . . b2 . . . ).
3. Âåðøèíû ìíîæåñòâà Sc îãðàíè÷åíû a2 è b2 â âèäå (a1 . . . b1 . . . a2 . . . c . . . b2 . . . ).
4. Âåðøèíû ìíîæåñòâà Sc îãðàíè÷åíû b2 è a1 â âèäå (a1 . . . b1 . . . a2 . . . b2 . . . c . . . ).
5. Âåðøèíû ìíîæåñòâà Sc îãðàíè÷åíû a1 è a2, ïðè÷åì âåðøèíà b1 ïðèíàäëåæèò òîé æå äóãå, ÷òî

è âåðøèíû ìíîæåñòâà Sc, à òàêæå ñóùåñòâóåò ïàðà (c1, c2), ðàñïîëîæåííàÿ íà öèêëå O â öèêëè÷åñêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1 . . . c1 . . . b1 . . . c2 . . . a2. . . b2 . . . ).
6. Âåðøèíû ìíîæåñòâà Sc îãðàíè÷åíû b1 è b2, ïðè÷åì âåðøèíà a2 ïðèíàäëåæèò òîé æå äóãå, ÷òî

è âåðøèíû ìíîæåñòâà Sc, à òàêæå ñóùåñòâóåò ïàðà (c1, c2), ðàñïîëîæåííàÿ íà öèêëå O â öèêëè÷åñêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1 . . . b1 . . . c1 . . . a2 . . . c2. . . b2 . . . ).
7. Âåðøèíû ìíîæåñòâà Sc îãðàíè÷åíû a2 è a1, ïðè÷åì âåðøèíà b2 ïðèíàäëåæèò òîé æå äóãå, ÷òî

è âåðøèíû ìíîæåñòâà Sc, à òàêæå ñóùåñòâóåò ïàðà (c1, c2), ðàñïîëîæåííàÿ íà öèêëå O â öèêëè÷åñêîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1 . . . b1 . . . a2 . . . c1 . . . b2. . . c2 . . . ).
8. Âñå âåðøèíû èç ìíîæåñòâà Sc ðàñïîëîæåíû ìåæäó b1 è b2, ïðè÷åì âåðøèíà a1 ïðèíàäëåæèò

òîé æå äóãå, ÷òî è âåðøèíû ìíîæåñòâà Sc, à òàêæå ñóùåñòâóåò ïàðà (c1, c2), ðàñïîëîæåííàÿ íà öèêëå
O â öèêëè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1 . . . c2 . . . b1 . . . a2 . . . b2 . . . c1 . . . ).

Îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå 1 (ñëó÷àè 2�4 àíàëîãè÷íû). Âåðøèíû va è vc ãðà�à ïåðåñå÷åíèé Γ(O)
ñîåäèíåíû ðåáðîì, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ïàðà (c1, c2) è áóêâà a3, ðàñïîëîæåííûå â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (a1 . . . c1 . . . a3 . . . c2 . . . b1 . . . a2 . . . b2 . . . ). Äàëåå âåðøèíó a1 íà öèêëå O ðàññìàòðèâàòü

íå áóäåì, à âåðøèíó a3 îáîçíà÷èì a1. Òîãäà (ò.å. åñëè ïîìåíÿòü îáîçíà÷åíèå âåðøèíû a3 íà a1) ìû
ïðèøëè ê ñëó÷àþ 8 (ñëó÷àè 5�7 àíàëîãè÷íû ñëó÷àþ 8).

Òàê êàê âåðøèíû vc è vb ãðà�à ïåðåñå÷åíèé Γ(O) ñîåäèíåíû ðåáðîì, òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå

ïîäñëó÷àè.

1.1. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà b3, îãðàíè÷åííàÿ c1 è a3: (a3 . . . c2 . . . b1 . . . a2 . . . b2 . . . c1 . . . b3 . . . ). Âûäå-
ëèì èç ìíîæåñòâà Sa ïîäìíîæåñòâî {a2, a3}, èç Sb � ïîäìíîæåñòâî {b1, b3}, èç Sc � ïîäìíîæåñòâî

{c1, c2}. Òîãäà ãðà� ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû (a3c2b1a2c1b3), îáðàçîâàííîé èç óêàçàííûõ

ïîäìíîæåñòâ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê.

1.2. Ñóùåñòâóåò âåðøèíà b3, îãðàíè÷åííàÿ a3 è c2 â âèäå (a3 . . . b3 . . . c2 . . . b1 . . . a2 . . . b2 . . . c1 . . . ).
Âûäåëèì èç ìíîæåñòâà Sa ïîäìíîæåñòâî {a2, a3}, èç Sb � ïîäìíîæåñòâî {b2, b3}, èç Sc � ïîäìíî-

æåñòâî {c1, c2}. Òîãäà ãðà� ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû (a3b3c2a2b2c1), îáðàçîâàííîé èç óêà-

çàííûõ ïîäìíîæåñòâ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê.

1.3. Ñóùåñòâóþò âåðøèíû b3 è c3, îãðàíè÷åííûå c2 è b1 â âèäå (a3 . . . c2 . . . b3 . . . c3 . . . b1 . . . a2 . . .
b2 . . . c1 . . . ). Âûäåëèì èç ìíîæåñòâà Sa ïîäìíîæåñòâî {a2, a3}, èç Sb � ïîäìíîæåñòâî {b2, b3}, èç Sc �
ïîäìíîæåñòâî {c1, c3}. Òîãäà ãðà� ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû (a3b3c3a2b2c1), îáðàçîâàííîé èç
óêàçàííûõ ïîäìíîæåñòâ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê.

1.4. Ñóùåñòâóþò âåðøèíû b3 è c3, îãðàíè÷åííûå b2 è c1 â âèäå (a3 . . . c2 . . . b1 . . . a2 . . . b2 . . . c3 . . .
b3 . . . c1 . . . ). Âûäåëèì èç ìíîæåñòâà Sa ïîäìíîæåñòâî {a2, a3}, èç Sb � ïîäìíîæåñòâî {b1, b3}, èç Sc �
ïîäìíîæåñòâî {c2, c3}. Òîãäà ãðà� ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû (a3c2b1a2c3b3), îáðàçîâàííîé èç
óêàçàííûõ ïîäìíîæåñòâ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê.

Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæåíèå ëåììû ïðè n = 3 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

Øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî ïðè n = k, k > 3. Äîêàæåì, ÷òî
îíî âåðíî ïðè n = k + 1. Ïóñòü âåðøèíû öèêëà O ïîìå÷åíû áóêâàìè a, b, c, d è ò.ä. Òîãäà ãðà�

ïåðåñå÷åíèé Γ(O) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé öèêë, èìåþùèé k + 1 âåðøèíó va, vb, vc, vd è ò.ä.
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Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì, ÷òî âåðøèíà va ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ vd è vb, à âåðøèíà vb
ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ va è vc. Êàê è âûøå, îáîçíà÷èì ÷åðåç Sa (ñîîòâåòñòâåííî Sb, Sc, Sd) ìíîæåñòâî
âñåõ âåðøèí öèêëà O ñ îäèíàêîâûìè áóêâàìè a (ñîîòâåòñòâåííî b, c, d), ïðè÷åì âåðøèíå va (vb, vc,
vd) ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî Sa (Sb, Sc, Sd). Òåïåðü îáîçíà÷èì áóêâó b áóêâîé a, ïîëó÷èì öèêë O′.
×åðåç Sa′ áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí öèêëà O′, ïîìå÷åííûõ áóêâîé a. Òîãäà ãðà�

ïåðåñå÷åíèé Γ(O′) öèêëà O′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé öèêë, èìåþùèé k âåðøèí va, vc, vd è äð.,
è äëÿ Γ(O′) âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå ëåììû ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè. Òî åñòü ñóùåñòâóþò

äâóõýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà S′a, S
′
c, S

′
d, . . . ìíîæåñòâ Sa′ , Sc, Sd, . . . ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî

ãðà� ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû, îáðàçîâàííîé èç S′ = {S′a, S′c, S′d, . . . }, ñîâïàäàåò ñ Γ(O′).
�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü âåðøèíû vc è vd ãðà�à Γ(O
′) ñîåäèíåíû ðåáðîì, ò.å. k = 3 è Γ(O) ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Òîãäà ñóùåñòâóþò ai1 , ai2 èç ìíîæåñòâà Sa′ ; c1, c2 èç ìíîæåñòâà Sc; d1, d2 èç
ìíîæåñòâà Sd, ðàñïîëîæåííûå íà öèêëå O

′
â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå (ai1 . . . d1 . . . c1 . . . ai2 . . . d2 . . . c2 . . . ).

Âåðíåì èñõîäíîå áóêâåííîå îáîçíà÷åíèå âñåì âåðøèíàì íà öèêëå O′. Ïîñêîëüêó â ãðà�å Γ(O) âåð-
øèíà va íå ñîåäèíåíà ñ vc, à vb �  vd, òî âåðøèíû ai1 , ai2 íå ìîãóò îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàòü

ìíîæåñòâó Sa (èëè Sb). �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âåðøèíà ai1 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Sa,
îáîçíà÷èì åå a1, à ai2 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Sb, îáîçíà÷èì åå b1. Ñëó÷àé, êîãäà ai1 ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì Sb, à ai2 � ýëåìåíòîì Sa, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàê êàê va íå ñîåäèíåíà ðåáðîì
ñ vc, òî êàæäàÿ âåðøèíà a èç ìíîæåñòâà Sa îãðàíè÷åíà c1 è c2 â âèäå (c2 . . . a . . . c1 . . . b1 . . . d2 . . . ).
Òàêæå êàæäàÿ âåðøèíà b èç ìíîæåñòâà Sb îãðàíè÷åíà d1 è d2 â âèäå (c2 . . . a1 . . . d1 . . . b . . . d2 . . . ).
Òàê êàê va ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ vb â ãðà�å Γ(O), çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò a2 èç ìíîæåñòâà Sa è b2
èç ìíîæåñòâà Sb, îãðàíè÷åííûå c1 è d1 â âèäå (c2 . . . a1 . . . d1 . . . b2 . . . a2 . . . c1 . . . b1 . . . d2 . . . ). Òàêèì
îáðàçîì, èç ìíîæåñòâà Sa âûäåëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî {a1, a2}, èç Sb � ïîäìíîæåñòâî {b1, b2}, èç Sc �
ïîäìíîæåñòâî {c1, c2}, èç Sd � ïîäìíîæåñòâî {d1, d2}. Òîãäà ãðà� ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû

(c2a1d1b2a2c1b1d2), îáðàçîâàííîé èç óêàçàííûõ ïîäìíîæåñòâ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòûðåõóãîëüíèê.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü âåðøèíû vc è vd ãðà�à Γ(O
′) íå ñîåäèíåíû ðåáðîì, ò.å. k > 4. Òîãäà ñóùåñòâóþò

ai1 , ai2 èç ìíîæåñòâà Sa′ ; c1, c2 èç ìíîæåñòâà Sc; d1, d2 èç ìíîæåñòâà Sd, ðàñïîëîæåííûå íà öèêëå O
′

â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå (c1 . . . ai1 . . . c2 . . . d1 . . . ai2 . . . d2 . . . ). Âåðíåì èñõîäíîå áóêâåííîå îáîçíà÷åíèå

âñåì âåðøèíàì íà öèêëå O′. Ïîñêîëüêó â ãðà�å Γ(O) âåðøèíà va íå ñîåäèíåíà ñ vc, à vb �  vd,
òî âåðøèíû ai1 , ai2 íå ìîãóò îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó Sa (èëè Sb). Òîãäà âîçìîæíû
ñëåäóþùèå ïîäñëó÷àè.

Ïîäñëó÷àé 2.1. Âåðøèíà ai1 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Sa, îáîçíà÷èì åå a, à ai2 ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Sb, îáîçíà÷èì åå b1. Òàê êàê âåðøèíà va íå ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ vc â ãðà�å Γ(O),
òî âåðøèíû ìíîæåñòâà Sa îãðàíè÷åíû c1 è c2 â âèäå (c1 . . . a . . . c2 . . . d1 . . . b1 . . . d2 . . . ). À ïîñêîëüêó

va ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ vb â ãðà�å Γ(O), òî ñóùåñòâóþò âåðøèíû a1, a2 èç ìíîæåñòâà Sa è b2 èç

ìíîæåñòâà Sb, ðàñïîëîæåííûå íà öèêëå O â öèêëè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (c1 . . . a1. . . b2 . . . a2 . . .
c2 . . . d1 . . . b1 . . . d2 . . . ). Íî òàêîå ðàñïîëîæåíèå ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî vb íå ñîåäèíåíà ñ vd â ãðà�å
Γ(O).

Ïîäñëó÷àé 2.2. Âåðøèíà ai1 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Sb, îáîçíà÷èì åå b1, à ai2 ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Sa, îáîçíà÷èì åå a1. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê va íå ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ vc, òî íå ñó-
ùåñòâóåò âåðøèíû a èç ìíîæåñòâà Sa, îãðàíè÷åííîé c1 è c2 â âèäå (c1 . . . a . . . c2 . . . d1 . . . a1 . . . d2 . . . ).
Òàêæå çàìåòèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âåðøèíû b èç ìíîæåñòâà Sb, îãðàíè÷åííîé d1 è d2 â âèäå

(c1 . . . b1 . . . c2 . . . d1 . . . b . . . d2 . . . ). Ó÷èòûâàÿ ýòè çàìå÷àíèÿ è òî, ÷òî va ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ vb â

ãðà�å Γ(O), çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò a2 èç ìíîæåñòâà Sa è b2 èç ìíîæåñòâà Sb, îãðàíè÷åííûå
c2 è d1 (èëè d2 è c1) â âèäå (c1 . . . b1 . . . c2 . . . a2 . . . b2 . . . d1 . . . a1 . . . d2 . . . ) (ñîîòâåòñòâåííî â âèäå

(c1 . . . b1 . . . c2 . . . d1 . . . a1 . . . d2 . . . b2 . . . a2 . . . )).
�àññìîòðèì ãðà� ïåðåñå÷åíèé Γ(U) õîðäîâîé äèàãðàììû U , îáðàçîâàííîé èç {a1, a2}, {b1, b2},

S′ \ S′a. Âåðøèíà ãðà�à Γ(U), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíîæåñòâó {a1, a2}, ñîåäèíåíà òîëüêî ñ äâóìÿ âåð-

øèíàìè, îäíà èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó {b1, b2}, à äðóãàÿ � ìíîæåñòâó S′d. Âåðøèíà
ãðà�à Γ(U), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìíîæåñòâó {b1, b2}, ñîåäèíåíà òàêæå òîëüêî ñ äâóìÿ âåðøèíàìè, îä-
íà èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó {a1, a2}, à äðóãàÿ � ìíîæåñòâó S′c. Âåðøèíû ãðà�à Γ(U),
ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà S′ \ S′a, èìåþò ñòåïåíü äâà. Òàêèì îáðàçîì, Γ(U) ñîâïàäàåò
ñ Γ(O). Ëåììà äîêàçàíà. ✷

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû 2 ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì, åñëè ãðà� K íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-

òûì öèêëîì. Ïðèìåðîì ñëóæèò ñëåäóþùèé ìå÷åíûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë: (d1, a1, c1, d2, a2, c2, b1,
a3, b2).

Îïèøåì ïðîöåäóðó ñíàáæåíèÿ âåðøèí ïðîèçâîëüíîãî f -ãðà�à áóêâàìè.
Äëÿ êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà A f -ãðà�à ñäåëàåì ñëåäóþùåå. �àçíûìè áóêâàìè ïîìå-

9 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 3
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òèì âñå âíóòðåííèå õîðäû öèêëà A. Êîíöàì êàæäîé õîðäû ïðèïèøåì òó æå áóêâó, ÷òî è ó õîðäû.

Åñëè íà öèêëå A îñòàëèñü âåðøèíû, íå ïîìå÷åííûå áóêâàìè, òî ïîñòóïèì òàêèì îáðàçîì. Ïîñëå

óäàëåíèÿ öèêëà A âìåñòå ñ õîðäàìè, õîòÿ áû îäèí êîíåö êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò A, f -ãðà� ðàçáè-

âàåòñÿ íà m > 1 íåïóñòûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Îáîçíà÷èì ýòè êîìïîíåíòû ðàçíûìè áóêâàìè (ïðè

ýòîì îáîçíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ õîðä è êîìïîíåíò äîëæíû áûòü ïîïàðíî ðàçíûìè). Òåïåðü äëÿ êàæ-

äîé êîìïîíåíòû ñäåëàåì ñëåäóþùåå. Îäíà êîìïîíåíòà ñîåäèíåíà ñ öèêëîì A ðåáðàìè. Ïîìåòèì

âåðøèíû ýòèõ ðåáåð íà öèêëå A òîé æå áóêâîé, ÷òî è ó êîìïîíåíòû. Â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷èì èç

A îðèåíòèðîâàííûé öèêë, âñå âåðøèíû êîòîðîãî îáîçíà÷åíû áóêâàìè.

f -�ðà� íàçîâåì ìå÷åíûì, åñëè âñå åãî âåðøèíû ïîìå÷åíû áóêâàìè óêàçàííûì îáðàçîì (âîîá-

ùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íûì, òàê êàê ìåòêè íà âåðøèíàõ ðàçíûõ öèêëîâ ââîäÿòñÿ íåçàâèñèìî äðóã

îò äðóãà, ò.å. ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ ó ðàçíûõ öèêëîâ). Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìå÷åíûå

f -ãðà�û.
Ëåììà 3. Åñëè f -ãðà� íå ñîäåðæèò ïîä-f -ãðà�à, f -ãîìåîìîð�íîãî ïðåïÿòñòâèþ èç ñåðèè

V (r), r > 1, òî êàæäûé åãî ìå÷åíûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë îñíàùàåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë A f -ãðà�à è ïîñòðîèì

ãðà� ïåðåñå÷åíèé Γ(A).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Γ(A) ñîäåðæèò öèêë íå÷åòíîé äëèíû. Åñëè öèêëîâ íåñêîëüêî, âûáåðåì ñðåäè

íèõ íàèìåíüøèé ïî ÷èñëó çâåíüåâ è âûäåëèì åãî â ãðà�å ïåðåñå÷åíèé. Çàìåòèì, ÷òî â Γ(A) íå ñó-
ùåñòâóåò ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî äâå íåñìåæíûå âåðøèíû âûäåëåííîãî öèêëà C (èíà÷å ïîëó÷èì, ÷òî

ñóùåñòâóåò öèêë íå÷åòíîé äëèíû â Γ(A), ó êîòîðîãî çâåíüåâ ìåíüøå). Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü

òîëüêî òå ìíîæåñòâà âåðøèí ñ îäèíàêîâûìè áóêâàìè íà öèêëå A, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò âåðøè-

íû öèêëà C. Ïî ëåììå 2 èç êàæäîãî ìíîæåñòâà Sxi
(ñîîòâåòñòâóþùåãî íåêîòîðîé âåðøèíå öèêëà

C) ìîæíî âûäåëèòü ïîäìíîæåñòâî S′xi
, i = 1, 2, . . . , n, ñîñòîÿùåå èç äâóõ âåðøèí, òàêîå, ÷òî ãðà�

ïåðåñå÷åíèé õîðäîâîé äèàãðàììû, îáðàçîâàííîé èç S′ = {S′xi
}i=1,2...,n, ñîâïàäàåò ñ C. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî â ñàìîì f -ãðà�å ñóùåñòâóåò ïîä-f -ãðà�, f -ãîìåîìîð�íûé ïðåïÿòñòâèþ èç ñåðèè V (r), r > 1.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ëåììû.

Èòàê, ãðà� ïåðåñå÷åíèé Γ(A) íå ñîäåðæèò öèêëà íå÷åòíîé äëèíû. À çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ äâó-

äîëüíûì. Òî åñòü ìíîæåñòâî âåðøèí ãðà�à Γ(A) ìîæíî ðàçáèòü íà äâà êëàññà òàêèì îáðàçîì, ÷òî

êàæäîå ðåáðî ãðà�à ñîåäèíÿåò íåêîòîðóþ âåðøèíó èç îäíîãî êëàññà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé èç äðó-

ãîãî êëàññà. Èç äâóäîëüíîñòè Γ(A) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îñíàùåíèÿ îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà A.
Ëåììà äîêàçàíà. ✷

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ f -ãðà�à F . Ïóñòü F ñîñòîèò èç îäíîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà A,
êîòîðûé ïî ëåììå 3 îñíàùàåì (ò.å. öèêë A ÿâëÿåòñÿ d-äèàãðàììîé). Çà�èêñèðóåì êàêîå-ëèáî îñíà-

ùåíèå öèêëà è ðàññìîòðèì åãî ðåàëèçàöèþ íà ïëîñêîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. À èìåííî: çàìåòèì,

÷òî ëþáûå áóêâû èç îäíîãî êëàññà çàöåïëåííûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Òîãäà âñå õîðäû f -ãðà�à F , êîíöû
êîòîðûõ ëåæàò â îäíîì êëàññå, ìîæíî èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êðèâîëèíåéíû-

ìè îòðåçêàìè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé âíóòðè öèêëà. Àíàëîãè÷íî âñå õîðäû f -ãðà�à F , êîíöû êîòîðûõ

ëåæàò â äðóãîì êëàññå, ìîæíî èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ è áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé

âíå öèêëà. Ïîëó÷èì îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå F â ïëîñêîñòü.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F ñîäåðæèò ℓ > 2 îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ. Çà�èêñèðóåì îñíàùå-

íèå íà êàæäîì îðèåíòèðîâàííîì öèêëå. Îäèí êëàññ èç îïðåäåëåíèÿ îñíàùåíèÿ ïîìåòèì ÷èñëîì 0,
âòîðîé êëàññ ïîìåòèì 1. Òîãäà âñå âåðøèíû f -ãðà�à F ðàçáèâàþòñÿ íà êëàññû 0 è 1.

Õâîñòîì âåðøèíû â f -ãðà�å íàçîâåì ïîëóðåáðî õîðäû (ò.å. íåîðèåíòèðîâàííîãî ðåáðà), ñî-

äåðæàùåå äàííóþ âåðøèíó. Õâîñò íàçîâåì âíåøíèì (âíóòðåííèì), åñëè îí ëåæèò íà âíåøíåé

(ñîîòâåòñòâåííî âíóòðåííåé) õîðäå f -ãðà�à. Â ïðîèçâîëüíîì íåîðèåíòèðîâàííîì ãðà�å ïîä õâîñòà-

ìè âåðøèíû áóäåì ïîíèìàòü ñîäåðæàùèå åå ïîëóðåáðà.

Çàìêíóòîé öåïüþ íàçîâåì f -ãðà�, ñîñòîÿùèé èç s > 1 îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ è öèêëè÷åñêè
ñîåäèíÿþùèõ õîðä, êàê íà ðèñ. 5,a. Ïðè s = 1 çàìêíóòàÿ öåïü ñîñòîèò èç îäíîãî îðèåíòèðîâàííîãî

öèêëà ñ âíóòðåííåé õîðäîé.

Ïîñòðîèì äëÿ f -ãðà�à F äåðåâî T ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè â ãðà�å F åñòü çàìêíóòàÿ öåïü, òî

âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ õîðäó, âõîäÿùóþ â öåïü, è ðàçäåëèì åå: âûäåëèì íà õîðäå äâå âåðøèíû (ñì.

ðèñ. 5,b), îáîçíà÷èì èõ êðàñíûì öâåòîì, à ÷àñòü õîðäû, ñîåäèíÿþùóþ êðàñíûå âåðøèíû, óäàëèì

(ñì. ðèñ. 5,). Ïîâòîðÿåì ïðåäûäóùèé øàã äëÿ ïîëó÷åííîãî ãðà�à, ïîêà íå ïîñòðîèì ãðà�, íå ñîäåð-

æàùèé çàìêíóòûõ öåïåé. Äàëåå êàæäûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë ñòÿíåì â òî÷êó (ðèñ. 5,d). Ïîëó÷èì

äåðåâî T , ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé âåðøèíû äåðåâà åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåí îðèåíòèðîâàííûé

öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê åå õâîñòîâ.

Äàëåå ïîä öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì âåðøèíû äåðåâà áóäåì ïîíèìàòü îðèåíòèðîâàííûé öèêëè÷å-

ñêèé ïîðÿäîê åå õâîñòîâ.
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�èñ. 5. �àçäåëåíèå õîðäû, âõîäÿùåé â çàìêíóòóþ öåïü

Åñëè äâå êðàñíûå âåðøèíû ëåæàëè íà îäíîé âíåøíåé (âíóòðåííåé) õîðäå â F , òî òàêèå âåð-

øèíû íàçîâåì out-èäåíòè÷íûìè ( ñîîòâåòñòâåííî in-èäåíòè÷íûìè). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíû

èäåíòè÷íû, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ out-èäåíòè÷íûìè èëè in-èäåíòè÷íûìè.

Ëåììà 4. Ëþáîå äåðåâî ñ çàäàííûì öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì åãî âåðøèí (ñì. âûøå) ìîæíî èçîá-

ðàçèòü ñ ó÷åòîì ýòîãî ïîðÿäêà áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé íà ïëîñêîñòè âíóòðè îêðóæíîñòè, ïðè÷åì

âåðøèíû äåðåâà áóäóò ëåæàòü íà îêðóæíîñòè, à ðåáðà ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðÿìûå îòðåçêè.

Çàìå÷àíèå. Âëîæåíèå äåðåâà ñ ó÷åòîì öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà åãî âåðøèí ñîñòîèò â ñëåäóþ-

ùåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç U óêàçàííóþ ðåàëèçàöèþ äåðåâà âíóòðè îêðóæíîñòè. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû

v â U îðèåíòèðîâàííûé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ïîëóðåáåð â âåðøèíå v, çàäàâàåìûé âëîæåíèåì è

îðèåíòàöèåé ïîëóðåáåð ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, äîëæåí ñîâïàäàòü ñ öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì äåðåâà

â âåðøèíå v.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî N � ÷èñëó âåðøèí äåðåâà. Ïðè N = 2 (ò.å. äëÿ ïðîñòîãî ðåáðà)

óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî.

Ïóñòü ëåììà âåðíà ïðè N = κ. �àññìîòðèì äåðåâî ñ N = κ+1 ÷èñëîì âåðøèí. Â ëþáîì äåðåâå

ñóùåñòâóåò âèñÿ÷àÿ âåðøèíà (ò.å. âåðøèíà ñòåïåíè 1). Âûäåëèì ðåáðî â íàøåì äåðåâå, êîòîðîìó

ïðèíàäëåæèò âèñÿ÷àÿ âåðøèíà, è îáîçíà÷èì áóêâîé l âåðøèíó-êîíåö ðåáðà, îòëè÷íóþ îò âèñÿ÷åé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñòåïåíü âåðøèíû l áîëüøå èëè ðàâíà äâóì.

Óäàëèì âèñÿ÷óþ âåðøèíó. Ïîëó÷èòñÿ äåðåâî ñ N = κ âåðøèíàìè, êîòîðîå ìîæíî âëîæèòü â

ïëîñêîñòü óêàçàííûì îáðàçîì. �àññìîòðèì òàêîå âëîæåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X ìíîæåñòâî çàìêíó-

òûõ ñâÿçíûõ îáëàñòåé, íà êîòîðûå îêðóæíîñòü è âëîæåííîå â íåãî äåðåâî ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè.

1. �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âåðøèíà l ïîñëå óäàëåíèÿ âèñÿ÷åé âåðøèíû ñòàëà âèñÿ÷åé. Ïî-

ñêîëüêó â äåðåâå íåò öèêëîâ, òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îáëàñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíî-

æåñòâà X è ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðåáðà äåðåâà, â òîì ÷èñëå ðåáðî ñ êîíöîì l, è íåêîòîðàÿ

äóãà îêðóæíîñòè. Ñîåäèíèì îòðåçêîì ïðîèçâîëüíóþ âíóòðåííþþ òî÷êó äóãè è âåðøèíó l. Î÷å-
âèäíî, ýòîò îòðåçîê áóäåò íàõîäèòüñÿ âíóòðè îáëàñòè, à çíà÷èò, íå áóäåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ äðóãèìè

îòðåçêàìè. Ïîëó÷èì èñêîìîå âëîæåíèå â ïëîñêîñòü äåðåâà ñ N = κ+ 1 ÷èñëîì âåðøèí.

2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñòåïåíü âåðøèíû l äî óäàëåíèÿ âèñÿ÷åé âåðøèíû áûëà

áîëüøå òðåõ. Òîãäà ñóùåñòâóþò äâà ðåáðà: îäíî ïðåäøåñòâóåò óäàëåííîìó, äðóãîå ïîñëåäóåò çà

óäàëåííûì â ñîîòâåòñòâèè ñ öèêëè÷åñêèì ïîðÿäêîì âåðøèíû l.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáëàñòü � ýëåìåíò ìíîæåñòâà X, â ãðàíèöó êîòîðîé âõîäÿò ïðåä-

øåñòâóþùåå è ïîñëåäóþùåå ðåáðà. Ïîñêîëüêó â äåðåâå íåò öèêëîâ, â ãðàíèöó ýòîé îáëàñòè âõîäèò

íåêîòîðàÿ äóãà îêðóæíîñòè, âíóòðåííþþ òî÷êó êîòîðîé ìîæíî ñîåäèíèòü îòðåçêîì ñ âåðøèíîé l,
÷òî äàñò èñêîìîå âëîæåíèå.

Ïóñòü â ìíîæåñòâå X íå ñóùåñòâóåò çàìêíóòîé îáëàñòè ñ ãðàíèöåé, ñîäåðæàùåé ïðåäøåñòâóþ-

ùåå è ïîñëåäóþùåå ðåáðà. Òîãäà ðàññìàòðèâàåì îáëàñòü, ãðàíèöåé êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ðåáðà äåðåâà,

â òîì ÷èñëå ïðåäøåñòâóþùåå (èëè ïîñëåäóþùåå) ðåáðî. Äàííàÿ îáëàñòü àíàëîãè÷íà ðàññìîòðåí-

íîé èç ï. 1. Îíà ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ãðàíèöû íåêîòîðóþ äóãó îêðóæíîñòè. Ñîåäèíèâ îòðåçêîì

ïðîèçâîëüíóþ âíóòðåííþþ òî÷êó äóãè è âåðøèíó l, â èòîãå ïîëó÷èì èñêîìîå âëîæåíèå.

3. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ñòåïåíü âåðøèíû l äî óäàëåíèÿ âèñÿ÷åé âåðøèíû áûëà

ðàâíà òðåì. Òîãäà â ìíîæåñòâå X ñóùåñòâóþò òðè îáëàñòè. Ïåðâóþ (âòîðóþ) îáëàñòü îãðàíè÷èâàþò

ðåáðà äåðåâà, â òîì ÷èñëå ïðåäøåñòâóþùåå (ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäóþùåå) ðåáðî. Â ãðàíèöó òðåòüåé

îáëàñòè âõîäÿò ïðåäøåñòâóþùåå è ïîñëåäóþùåå ðåáðà. Â çàâèñèìîñòè îò öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà

âåðøèíû l â äåðåâå âûáèðàåì îáëàñòü. Ñëó÷àé ñâåëñÿ ê ðàññìîòðåííîìó.

Ëåììà äîêàçàíà. ✷

10 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 3
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Îïðåäåëåíèå. Ïðåïÿòñòâèåì V 1
íàçîâåì ãðà�, ñîñòîÿùèé èç òðåõ ðåáåð l1, l2, l3 è äâóõ

âåðøèí, íà êîòîðûõ çàäàí îðèåíòèðîâàííûé öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê: (l1, l2, l3) íà îäíîé âåðøèíå è

òàêîé æå íà âòîðîé ( ðèñ. 6,a).

Ïóñòü T1 � îïèñàííîå âëîæåíèå äåðåâà T â ïëîñêîñòü; E � îêðóæíîñòü, íà êîòîðîé ëåæàò

âåðøèíû äåðåâà T1. Åñëè äåðåâî T1 íå ñîäåðæèò êðàñíûõ âåðøèí, òî èñêîìîå âëîæåíèå f -ãðà�à F
â ïëîñêîñòü ïîëó÷àåòñÿ èç T1 çàìåíîé êàæäîé âåðøèíû îðèåíòèðîâàííûì öèêëîì. Äàëåå ñ÷èòàåì,

÷òî äåðåâî T1 ñîäåðæèò êðàñíûå âåðøèíû.
Ïîëó÷èì èç T1 ñâÿçíûé ãðà� G ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñîåäèíèì ðåáðîì èäåíòè÷íûå âåðøèíû

äåðåâà T1. Îòìåòèì, ÷òî êàæäàÿ ïàðà èäåíòè÷íûõ âåðøèí â ãðà�å G ëåæèò íà íåêîòîðîì öèêëå.

Òàêæå ÿñíî, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ íå êðàñíàÿ âåðøèíà íà êàêîì-ëèáî öèêëå â G èìååò ëåæàùèå íà ýòîì

öèêëå õâîñòû, êîòîðûå ïîìå÷åíû îäíîé áóêâîé è ïîýòîìó ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó.

Ïóñòü ñóùåñòâóþò êðàñíûå âåðøèíû A,B,A1, B1 äåðåâà T1, ëåæàùèå íà E â ýòîì öèêëè÷åñêîì

ïîðÿäêå, ïðè÷åì âåðøèíà A èäåíòè÷íà A1, à âåðøèíà B èäåíòè÷íà B1. Ñîåäèíèì A ñ A1 è B  B1

ïóòÿìè â äåðåâå T1.
Åñëè ýòè ïóòè â äåðåâå ïåðåñåêàþòñÿ ïî íåêîòîðîìó ïóòè u, òî â ãðà�å G âûäåëÿåòñÿ ïðåïÿò-

ñòâèå V 1
. Âåðøèíàìè V 1

áóäóò êîíöû u. Íà ðèñ. 6,b ïîêàçàí ïðèìåð, êàê âûäåëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèå

V 1
â ãðà�å G. Ïóíêòèðîì îáîçíà÷åíà îêðóæíîñòü E. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåïÿòñòâèÿ V 1

â ãðà�å G
îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíûé f -ãðà� F ñîäåðæèò ïîä-f -ãðà�, f -ãîìåîìîð�íûé ïðåïÿòñòâèþ V , à ýòî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïóòè â äåðåâå T1, ñîåäèíÿþùèå A ñ A1 è B  B1, ïåðåñå-

êàþòñÿ ïî òî÷êå. Ýòó òî÷êó íàçîâåì òî÷êîé ïåðåñå÷åíèé è îáîçíà÷èì áóêâîé O. Ïóòü â äåðåâå,
ñîåäèíÿþùèé A ñ A1, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç AA1, à ñîåäèíÿþùèé B  B1 � ÷åðåç BB1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïóòü u1 â ãðà�å G, ñîåäèíÿþùèé AA1 è BB1. È ýòîò ïóòü òî÷êó

ïåðåñå÷åíèé íå ñîäåðæèò. Áóêâîé K (ñîîòâåòñòâåííî L) îáîçíà÷èì êîíåö ïóòè u1, ëåæàùèé íà AA1

(ñîîòâåòñòâåííî íà BB1). ×åðåç k1 (ñîîòâåòñòâåííî l1) îáîçíà÷èì õâîñò âåðøèíû K (ñîîòâåòñòâåííî

L), ëåæàùèé íà ïóòè u1. �àññìîòðèì äâà ïóòè γ1, γ2 â ãðà�å G, ñîåäèíÿþùèå K è O: ïóòü γ1 ëåæèò
íà BB1 è íå ñîäåðæèò B è B1, ïóòü γ2 ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíû B è B1. ×åðåç k2 (ñîîòâåòñòâåííî
k3) îáîçíà÷èì õâîñò âåðøèíû K, ëåæàùèé íà γ1 (ñîîòâåòñòâåííî γ2). Õâîñòû l2 è l3 âåðøèíû L
îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî õâîñòàì k2 è k3. Õâîñòû ki è li, i ∈ {1, 2, 3}, ìîãóò ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè

îáðàçîâûâàòü öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê íà âåðøèíàõ K è L:
1) (k1, k2, k3) è (l1, l3, l2) (ðèñ. 6,);
2) (k1, k3, k2) è (l1, l3, l2) (ðèñ. 6,d);
3) (k1, k3, k2) è (l1, l2, l3) (ðèñ. 6,e);
4) (k1, k2, k3) è (l1, l2, l3).
×åòâåðòûé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí âòîðîìó. Íà ðèñ. 6, ,d,e ïóòü u1 èçîáðàæåí ïóíêòèðîì. Âî âñåõ

÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ â ãðà�å G âûäåëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèå V 1
. Íà ðèñ. 6, f,g,h ðåáðà ïðåïÿòñòâèÿ V 1

âûäåëåíû æèðíûìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè, à âåðøèíàìè V 1
ÿâëÿþòñÿ O è L.

Ñóùåñòâîâàíèå ïðåïÿòñòâèÿ V 1
â ãðà�å G îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíûé f -ãðà� F ñîäåðæèò ïîä-f -

ãðà�, f -ãîìåîìîð�íûé ïðåïÿòñòâèþ V , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè óäàëåíèè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èç ãðà�à G âåðøèíû A è B (òàêæå A1 è B1)

íå ìîãóò ëåæàòü â îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè. Òàêæå êëàññ õâîñòîâ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ëåæàùèõ

íà AA1, îòëè÷àåòñÿ îò êëàññà õâîñòîâ ýòîé òî÷êè, ëåæàùèõ íà BB1. Èíà÷å íà îðèåíòèðîâàííîì

öèêëå â f -ãðà�å F , ñîîòâåòñòâóþùåì òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ, ñóùåñòâîâàëè áû äâå ïàðû âåðøèí (a1, a2)
è (b1, b2), èäóùèõ ïî öèêëó â ïîðÿäêå (a1b1a2b2) è ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó êëàññó. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ñóùåñòâîâàíèþ îñíàùåíèÿ êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà f -ãðà�à F . Çäåñü áóêâîé a (b) îáîçíà-
÷åíû õâîñòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ëåæàùèå íà AA1 (BB1) è ñîîòâåòñòâóþùèå õâîñòàì âåðøèíû íà

îðèåíòèðîâàííîì öèêëå â f -ãðà�å F . Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïóòü AA1 (BB1) ëåæèò íà íåêîòîðîì

öèêëå â G. Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò âåðøèíû íà AA1 (BB1) ñ âíåøíèìè õâîñòàìè íà AA1 (BB1) èç

ðàçíûõ êëàññîâ.

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ äåðåâà T1 è âåðøèí A,B,A1, B1.

Âåðøèíó â T1 íàçîâåì îñîáîé, åñëè îíà èìååò õîòÿ áû äâà âíåøíèõ õâîñòà, ëåæàùèå â ðàçíûõ

êëàññàõ. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèé AA1 è BB1 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé, åñëè âåðøèíà A out-èäåíòè÷íà

âåðøèíå A1, à âåðøèíà B out-èäåíòè÷íà âåðøèíå B1.

Â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ îñîáûõ âåðøèí â äåðåâå T1 ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ. È â êàæäîì

ñëó÷àå äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå f -ãðà�à F â ïëîñêîñòü, ïðè÷åì äëÿ

êàæäîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà áóäåò âåðíî ñëåäóþùåå:

õîðäû ñ âåðøèíàìè íà îðèåíòèðîâàííîì öèêëå ëåæàò îäíîâðåìåííî âíóòðè èëè âíå ýòîãî öèêëà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè âõîäÿò â îäèí êëàññ (îòíîñèòåëüíî âåðøèí íà öèêëå).
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�èñ. 6. Âûäåëåíèå ïðåïÿòñòâèÿ V 1
â ãðà�å G

1. Ïóñòü â äåðåâå T1 íåò îñîáûõ âåðøèí. Òîãäà âñå âíåøíèå õâîñòû ïðîèçâîëüíîé íå êðàñíîé

âåðøèíû äåðåâà ïîìå÷åíû îäíèì êëàññîì. Ïðèïèøåì êàæäîé íå êðàñíîé âåðøèíå äåðåâà òîò æå

êëàññ, ÷òî è ó åå âíåøíèõ õâîñòîâ. �àñïðåäåëèì êðàñíûå âåðøèíû äåðåâà T1 ïî êëàññàì K1 è K2

ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ êðàñíàÿ âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîíöîì íåêîòîðîãî ðåáðà, âòîðîé êîíåö êî-

òîðîãî êðàñíûì íå ÿâëÿåòñÿ. �àññìîòðèì êàæäîå ðåáðî äåðåâà T1 ñ îäíèì êðàñíûì êîíöîì. Åñëè

êëàññ õâîñòà âòîðîãî êîíöà îòëè÷åí îò êëàññà ñàìîãî êîíöà, òî êðàñíóþ âåðøèíó ðåáðà îïðåäå-

ëèì â êëàññ K2, èíà÷å îïðåäåëèì â êëàññ K1. Îòìåòèì, ÷òî èäåíòè÷íûå âåðøèíû îïðåäåëåíû â

îäèí êëàññ, ïðè÷åì âñå out-èäåíòè÷íûå âåðøèíû ïðèíàäëåæàò êëàññó K1. Â êëàññ K2 ïîïàäàþò,

î÷åâèäíî, òîëüêî in-èäåíòè÷íûå âåðøèíû.

Ïóñòü âåðøèíû A,B,A1, B1 ïîïàëè â îäèí êëàññ. Äîêàæåì, ÷òî òàêîå íåâîçìîæíî. Äëÿ ýòîãî

ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå âàðèàíòû.

1.1. Âåðøèíà A out-èäåíòè÷íà âåðøèíå A1, à âåðøèíà B out-èäåíòè÷íà âåðøèíå B1. Òîãäà â

äåðåâå T1 åñòü îñîáàÿ âåðøèíà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.
1.2. Âåðøèíà A out-èäåíòè÷íà âåðøèíå A1, à âåðøèíà B in-èäåíòè÷íà âåðøèíå B1. (Ñëó÷àé,

êîãäà A in-èäåíòè÷íà âåðøèíå A1, à âåðøèíà B out-èäåíòè÷íà âåðøèíå B1, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíà-

ëîãè÷íî.) Òîãäà êëàññ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ AA1 è BB1 ñîâïàäàåò ñ êëàññîì õâîñòîâ a1 è a2. Íî, êàê
ìû ðàíåå âûÿñíèëè, êëàññ õâîñòîâ b1 è b2 îòëè÷åí îò êëàññà õâîñòîâ a1 è a2. Ïîýòîìó âåðøèíû B
è B1 èìåþò êëàññ K2. Òàê êàê A out-èäåíòè÷íà âåðøèíå A1, òî A è A1 èìåþò êëàññ K1. Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî A,B,A1, B1 ïîïàëè â îäèí êëàññ.

1.3. Âåðøèíà A in-èäåíòè÷íà âåðøèíå A1, à âåðøèíà B in-èäåíòè÷íà âåðøèíå B1. Êëàññ òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ AA1 è BB1 ñîâïàäàåò ëèáî ñ êëàññîì õâîñòîâ a1 è a2, ëèáî ñ êëàññîì õâîñòîâ b1 è

11 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 3
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�èñ. 7. Çàìåíà âåðøèí îðèåíòèðîâàííûìè öèêëàìè

b2. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

êëàññ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîâïàäàåò ñ êëàñ-

ñîì õâîñòîâ a1 è a2. Äàëåå ïî àíàëîãèè ñ

ï. 1.2 ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæå-

íèåì, ÷òî A,B,A1, B1 ïîïàëè â îäèí êëàññ.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå ÷åòûðå âåðøèíû

A,A1, B,B1 èç îäíîãî êëàññà, ãäå A èäåí-

òè÷íà A1, à B èäåíòè÷íà B1, ëåæàò íà E â

ýòîì öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå. Çíà÷èò, â êàæ-

äîì êëàññå èäåíòè÷íûå âåðøèíû ìîæíî ñî-

åäèíèòü âíå îêðóæíîñòè E íåïåðåñåêàþùè-

ìèñÿ êðèâîëèíåéíûìè îòðåçêàìè. Ñîåäèíèì

èõ â T1 è çàìåíèì êàæäóþ âåðøèíó (íå êðàñ-

íóþ) îðèåíòèðîâàííûì öèêëîì (ðèñ. 7).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóþò äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ õîðäû â ïîëó÷åííîì f -ãðà�å, òî íà êàæ-

äîé èç íèõ âûäåëåíû êðàñíûå âåðøèíû, ïðè÷åì êëàññ âåðøèí íà îäíîé õîðäå îòëè÷åí îò êëàññà

âåðøèí íà äðóãîé. Ïåðåñå÷åíèÿ õîðä óñòðàíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäóþ âíóòðåííþþ õîðäó

ïîëó÷åííîãî f -ãðà�à, íà êîòîðîé âûäåëåíû êðàñíûå âåðøèíû èç êëàññà K2, ïåðåâåäåì âíóòðü ñî-

îòâåòñòâóþùåãî öèêëà ñ ïîìîùüþ èíâåðñèè.

Â èòîãå ïîëó÷èì èñêîìîå îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå f -ãðà�à F â ïëîñêîñòü. Çàìåòèì, ÷òî â

ýòîì âëîæåíèè âñå îðèåíòèðîâàííûå öèêëû ëåæàò âíå äðóã äðóãà.

2. Ïóñòü â äåðåâå T1 åñòü îñîáûå âåðøèíû. Èíäóêöèåé ïî n � ÷èñëó îñîáûõ âåðøèí � äîêàæåì,

÷òî ñóùåñòâóåò óêàçàííîå âëîæåíèå f -ãðà�à F â ïëîñêîñòü.

Áàçà èíäóêöèè. Ïóñòü n = 1. �àçîáüåì íà äâà êëàññà ìíîæåñòâî âåðøèí äåðåâà T1, èñêëþ÷àÿ
îñîáóþ âåðøèíó w, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü, ñîåäèíÿþùèé ïðîèçâîëü-

íóþ âåðøèíó v äåðåâà ñ îñîáîé. Îïðåäåëèì âåðøèíó v â òîò æå êëàññ, â êîòîðîì è õâîñò îñîáîé

âåðøèíû, ëåæàùèé íà ýòîì ïóòè.

Èäåíòè÷íûå âåðøèíû ïîïàäóò â îäèí êëàññ (èíà÷å â ãðà�å G ñóùåñòâîâàë áû öèêë ñ âåðøèíîé

w, õâîñòû êîòîðîé, ëåæàùèå íà öèêëå, èìåþò ðàçíûå êëàññû).

Äåðåâîì T 1
1 (ñîîòâåòñòâåííî T 2

1 ) íàçîâåì ïîääåðåâî äåðåâà T1, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ñî-

ñòîèò èç w è âñåõ âåðøèí êëàññà 0 (ñîîòâåòñòâåííî 1).
Òîãäà âåðøèíà w íå ÿâëÿåòñÿ îñîáîé îòíîñèòåëüíî T 1

1 (ñîîòâåòñòâåííî T 2
1 ). Èç T

1
1 è T 2

1 ïîëó÷èì

îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå íåêîòîðûõ f -ãðà�îâ (ñì. ñëó÷àé 1), îðèåíòèðîâàííûå öèêëû êîòîðûõ

ëåæàò âíå äðóã äðóãà. Ýòè f -ãðà�û èìåþò îäèí îáùèé îðèåíòèðîâàííûé öèêë (êîòîðîìó ñîîò-

âåòñòâóåò w), ïðè÷åì âñå õîðäû f -ãðà�îâ ëåæàò âíå ýòîãî öèêëà. Èíâåðñèåé ïåðåâåäåì îäèí èç

f -ãðà�îâ âíóòðü ýòîãî öèêëà. Òåì ñàìûì ïîëó÷èì èñêîìîå îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå f -ãðà�à F
â ïëîñêîñòü.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü ïðè n = k ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå f -ãðà�à F â ïëîñêîñòü.

�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà n = k + 1. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ îñîáóþ âåðøèíó w äåðåâà T1.
Àíàëîãè÷íî îïèñàííîìó â áàçå èíäóêöèè îïðåäåëèì äåðåâüÿ T 1

1 è T 2
1 . Òîãäà âåðøèíà w íå ÿâëÿ-

åòñÿ îñîáîé îòíîñèòåëüíî T 1
1 (T 2

1 ). Çíà÷èò, èç T
1
1 è T 2

1 ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü

îðèåíòèðîâàííûå âëîæåíèÿ äâóõ f -ãðà�îâ. Ýòè f -ãðà�û èìåþò îäèí îáùèé îðèåíòèðîâàííûé öèêë

(êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò w). Åñëè îáà f -ãðà�à ðåàëèçîâàíû îäíîâðåìåííî âíóòðè èëè âíå îáùåãî

öèêëà, ïðèìåíèì èíâåðñèþ (îòíîñèòåëüíî ýòîãî öèêëà) ê îäíîìó èç íèõ. Òåì ñàìûì ïîëó÷èì èñêî-

ìîå îðèåíòèðîâàííîå âëîæåíèå f -ãðà�à F â ïëîñêîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, f -ãðà� F îðèåíòèðîâàííî âëîæèì â ïëîñêîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 1

àòîì ñ ñîîòâåòñòâóþùèì f -ãðà�îì F ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà. ✷

Ñëåäñòâèåì èç òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3 (Â.À. Òðè�îíîâà, êðèòåðèé âûñîòíîñòè àòîìà). Àòîì ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî f -ãðà� íå ñîäåðæèò ïîäãðà�à, ãîìåîìîð�íîãî ïîëíîìó äâóäîëüíîìó ãðà�ó

K3,3, è íå ñîäåðæèò ïîä-f -ãðà�à, f -ãîìåîìîð�íîãî ïðåïÿòñòâèþ V .
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f -ãðà� F àòîìà ñîäåðæèò ïîäãðà�, ãîìåîìîð�íûé ïîëíîìó äâóäîëü-

íîìó ãðà�ó K3,3, òî ïî òåîðåìå Ïîíòðÿãèíà�Êóðàòîâñêîãî òàêîé f -ãðà� â ïëîñêîñòü íåâëîæèì. Òåì

áîëåå íå ñóùåñòâóåò îðèåíòèðîâàííîãî âëîæåíèÿ F â ïëîñêîñòü.

Ïóñòü àòîì âûñîòíûì íå ÿâëÿåòñÿ. �àññìîòðèì åãî f -ãðà�. Ïî òåîðåìå 2 ýòîò f -ãðà� ñîäåðæèò

ïîä-f -ãðà�, f -ãîìåîìîð�íûé ïðåïÿòñòâèþ V èëè ïðåïÿòñòâèþ èç ñåðèè V (r), r > 1. Íî ëþáîå

ïðåïÿòñòâèå èç ýòîé ñåðèè ñîäåðæèò ïîäãðà�, ãîìåîìîð�íûé K3,3 (ëåììà 1). Òåîðåìà äîêàçàíà. ✷
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Ïóñòü äàí âûñîòíûé àòîì ñ f -ãðà�îì F . Â ðàìêàõ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè òåîðåìû 2 ìû

îïðåäåëÿëè äåðåâî T1 (èç F ), âëîæåííîå â ïëîñêîñòü ñ âåðøèíàìè íà îêðóæíîñòè E. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî íà îêðóæíîñòè E åñòü êðàñíûå âåðøèíû. Ïîñòðîèì ìå÷åíûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë èç E è

êðàñíûõ âåðøèí è ïîêàæåì îñíàùàåìîñòü ýòîãî öèêëà.

Âñå âåðøèíû äåðåâà T1, èìåþùèå õîòÿ áû äâà õâîñòà èç ðàçíûõ êëàññîâ, îáîçíà÷èì ñèíèì

öâåòîì.

�àññìîòðèì ñíà÷àëà âñå âåðøèíû äåðåâà T1, íå îáîçíà÷åííûå ñèíèì èëè êðàñíûì öâåòîì. Äëÿ

êàæäîé èç íèõ ïåðåîáîçíà÷àåì êëàññû òàê, ÷òîáû âíåøíèå õâîñòû îòíîñèëèñü ê êëàññó 1 (âñå âíåø-
íèå õâîñòû ïðèíàäëåæèò îäíîìó êëàññó, òàê êàê ïîñëå óäàëåíèÿ âåðøèíû îñòàåòñÿ îäíà êîìïîíåíòà

ñâÿçíîñòè, íå ñ÷èòàÿ âíóòðåííèõ õîðä).

Ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì îáîçíà÷èì ðàçíûìè èìåíàìè âñå ñèíèå âåðøèíû (ïðè èõ íàëè÷èè) äå-

ðåâà T1. Âûáåðåì (ïðîèçâîëüíî) îäíó íå êðàñíóþ âåðøèíó v0 è îáúÿâèì åå êîðíåâîé. Äëÿ êàæäîé

âåðøèíû v äåðåâà T1 ñäåëàåì ñëåäóþùåå. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü γ, ñîåäèíÿþùèé v0 ñ v.
Êëàññû äëÿ âåðøèíû v ïåðåîáîçíà÷àþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû õâîñò ðåáðà e ∈ γ, èíöèäåíòíîãî
âåðøèíå v, ïðèíàäëåæàë êëàññó 1. Îðèåíòèðóåì ïóòü γ îò v0 ê v. Ïóñòü u1, u2, . . . , ul � ñèíèå âåðøè-

íû, èìåþùèå õâîñò èç êëàññà 0 íà ïóòè γ. Êàæäîìó ðåáðó e ∈ γ ïðèñâîèì èìÿ è êëàññ ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ïóñòü q � êîíåö ðåáðà, áëèæàéøèé ê êîðíåâîé âåðøèíå íà ïóòè γ. Òîãäà ðåáðó e äàäèì
òî æå èìÿ, ÷òî è ó áëèæàéøåé ê q (èëè ñîâïàäàþùåé ñ q) âåðøèíû ui, êîòîðàÿ ëåæèò íà ïóòè îò v0
ê q. Åñëè íà ýòîì ïóòè ÷åòíîå ÷èñëî âåðøèí uj , òî ðåáðî e îòíåñåì ê êëàññó A, èíà÷å � ê êëàññó B.

Åñëè íà ïóòè îò v0 ê q íåò âåðøèí uj , òî ðåáðî e îáîçíà÷èì v0 è îòíåñåì ê A. Ââèäó åäèíñòâåííîñòè
ïóòè γ èìÿ è êëàññ êàæäîãî ðåáðà ïóòè îäíîçíà÷íû.

�àññìîòðèì äåðåâî T1, êàæäîå ðåáðî êîòîðîãî èìååò èìÿ è êëàññ. Êàæäîé êðàñíîé âåðøèíå

äåðåâà ïðèïèøåì òî æå èìÿ è òîò æå êëàññ, ÷òî è ó ðåáðà ñ ýòîé âåðøèíîé. Êðàñíûå âåðøèíû

íà îðèåíòèðîâàííîé îêðóæíîñòè E îáðàçóþò ìå÷åíûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë. Îðèåíòàöèþ áåðåì

ïðîèçâîëüíî.

Çàìåòèì, ÷òî ðåáðà, èíöèäåíòíûå îäíîé âåðøèíå, èìåþò ðàçíûå èìåíà è êëàññû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ó ýòîé âåðøèíû õâîñòû íà ýòèõ ðåáðàõ èç ðàçíûõ êëàññîâ. �àíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî

ïóòü â äåðåâå T1, ñîåäèíÿþùèé èäåíòè÷íûå âåðøèíû, íå ñîäåðæèò âåðøèí ñ õâîñòàìè èç ðàçíûõ

êëàññîâ íà ýòîì ïóòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå ðåáðà ýòîãî ïóòè èìåþò îäèíàêîâûå èìåíà è êëàññû.

Òîãäà èäåíòè÷íûå âåðøèíû îäèíàêîâî îáîçíà÷åíû.

Ïóñòü ñóùåñòâóþò ÷åòûðå êðàñíûå âåðøèíû A,B,A1, B1 èç îäíîãî êëàññà, èäóùèå â ýòîì öèê-

ëè÷åñêîì ïîðÿäêå íà E, ïðè÷åì A,A1 ∈ Sa;B,B1 ∈ Sb. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåáðà êàæäîãî èç

ïóòåé AA1 è BB1 ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó è íàçâàíû îäíèì èìåíåì. Òîãäà, î÷åâèäíî, ïóòè AA1

è BB1 ïåðåñåêàþòñÿ ïî òî÷êå. Îäíàêî ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî êëàññ õâîñòîâ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

AA1 è BB1, ëåæàùèõ íà AA1, îòëè÷àåòñÿ îò êëàññà õâîñòîâ, ëåæàùèõ íà BB1. Ïîýòîìó ñóùåñòâó-

þò ðåáðà íà AA1 è BB1 èç ðàçíûõ êëàññîâ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå îçíà÷àåò îñíàùàåìîñòü

ìå÷åíîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà E.
�àññìîòðèì òåïåðü f -ãðà� F , êîòîðûé ñîäåðæèò ïîä-f -ãðà� L, f -ãîìåîìîð�íûé ïðåïÿòñòâèþ

èç ñåðèè V (r), r > 1. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî F íå ñîäåðæèò ïðåïÿòñòâèÿ V . Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

îòñóòñòâóåò îñíàùåíèå ìå÷åíîãî îðèåíòèðîâàííîãî öèêëà E.
Ïîä-f -ãðà� L ñîñòîèò èç çàìêíóòûõ öåïåé (ñì. ðèñ. 5,a) ñ îäíèì îáùèì îðèåíòèðîâàííûì öèê-

ëîì R. �àññìîòðèì äâå òàêèå öåïè l1 è l2 ñî ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: êîíöû õîðä ïåðâîé è âòîðîé

öåïè íà R ÷åðåäóþòñÿ ïðè öèêëè÷åñêîì îáõîäå. Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ äåðåâà T1 íà õîðäå êàæ-

äîé çàìêíóòîé öåïè â F âûäåëÿëèñü êðàñíûå âåðøèíû (ñì. ðèñ. 5,b). Äåðåâî T1 ìîæåò ñîäåðæàòü

ãðóïïó ïàð èäåíòè÷íûõ âåðøèí, âûäåëåííûõ íà íåñêîëüêèõ õîðäàõ íåêîòîðîé çàìêíóòîé öåïè â

F . Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ öåïåé l1 è l2. Ïóñòü âåðøèíû A è A1 (B è B1) âûäåëåíû íà öåïè l1
(ñîîòâåòñòâåííî l2) è ÿâëÿþòñÿ áëèæàéøèìè ê öèêëó R êðàñíûìè âåðøèíàìè. Òîãäà A ñ A1 è B ñ

B1 ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòÿìè â äåðåâå T1. Òàê êàê â ãðà�å G âåðøèíû A è A1 (B è B1) ëåæàò íà

îäíîì öèêëå, òî íè îäèí èç ýòèõ ïóòåé íå ñîäåðæèò âåðøèí ñ ðàçíûìè õâîñòàìè íà ýòîì ïóòè. Òîãäà

âåðøèíû A è A1 (B è B1) îáîçíà÷åíû îäèíàêîâî íà îêðóæíîñòè E. Èç ÷åðåäîâàíèÿ êîíöîâ õîðä l1 è
l2 íà A ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíû A,B,A1, B1 ëåæàò íà E â ýòîì öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî îðèåíòèðîâàííûé öèêë E îñíàùàåì (ò.å. êðàñíûå âåðøèíû íà E ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà

îñîáûì îáðàçîì). Òîãäà êëàññ âåðøèí A è A1 îòëè÷àåòñÿ îò êëàññà âåðøèí B è B1.

Äëÿ êàæäîé öåïè â L íàçîâåì íà öèêëå R îäíèì è òåì æå èìåíåì êîíöû õîðä äàííîé öåïè.

Ïîëó÷èì õîðäîâóþ äèàãðàììó O. Ïðèïèøåì êàæäîé çàìêíóòîé öåïè â L òîò æå êëàññ, ÷òî è ó

áëèæàéøèõ ê R êðàñíûõ âåðøèí íà ýòîé öåïè. Âåðøèíàì íà R ïðèñâîèì êëàññ ñîîòâåòñòâóþùèõ

öåïåé. Â èòîãå ïîëó÷èì îñíàùåíèå õîðäîâîé äèàãðàììû O. Îäíàêî çàìåòèì, ÷òî õîðäîâàÿ äèàãðàì-

12 ÂÌÓ, ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà, � 3
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ìà O, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê f -ãðà� ñ îäíèì öèêëîì, èçîìîð�íà ïðåïÿòñòâèþ èç ñåðèè V (r), r > 1.
Èç íåâëîæèìîñòè êàæäîãî ïðåïÿòñòâèÿ èç ýòîé ñåðèè â ïëîñêîñòü ñëåäóåò, ÷òî õîðäîâàÿ äèàãðàììà

O íå ÿâëÿåòñÿ d-äèàãðàììîé. Ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 4 (Â.À. Òðè�îíîâà, êðèòåðèé âûñîòíîñòè àòîìà). Àòîì ÿâëÿåòñÿ âûñîòíûì òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè íàëè÷èè çàìêíóòûõ öåïåé åãî f -ãðà� íå ñîäåðæèò ïîä-f -ãðà�à,
f -ãîìåîìîð�íîãî ïðåïÿòñòâèþ V , è ìå÷åíûé îðèåíòèðîâàííûé öèêë E îñíàùàåì.

Àâòîð ïðèíîñèò áëàãîäàðíîñòü À.Ò. Ôîìåíêî è È.Ì. Íèêîíîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå

ê ðàáîòå.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ïðîãðàììû �Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû �Ô� (ãðàíò ÍØ�

6399.2018.1, ñîãëàøåíèå � 075�02�2018�867), à òàêæå �îíäà ðàçâèòèÿ òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè è ìà-

òåìàòèêè �ÁÀÇÈÑ�.
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