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Ðàññìîòðåíû ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû è àíàëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ êàëèáðîâî÷-
íîé ãðóïïû SO(3) â ìîäåëè Äæîðäæè-Ãëýøîó. Ïîëó÷åí íàáîð ëàãðàíæèàíîâ
ïîëåé ìàòåðèè, ëîêàëüíî èíâàðèàíòíûõ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ ãðóïïàìè Êýëè-
Êëåéíà. Îðáèòàìè êàëèáðîâî÷íî ýêâèâàëåíòíûõ ïîëåé ìàòåðèè ïðè ýòîì ÿâ-
ëÿþòñÿ äâóìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ïîñòîÿííîé êðèâèçíû Êýëè-Êëåéíà. Èñïîëü-
çîâàíà óíèòàðíàÿ êàëèáðîâêà, â êîòîðîé ÿâíî âèäíà ìàññèâíîñòü íåêîòîðîé
÷àñòè êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé áåç èñïîëüçîâàíèÿ õèããñîâà ïîòåíöèàëà è êîíöåï-
öèè ñïîíòàííîãî íàðóøåíèÿ ñèììåòðèè. Ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè âñå-òàêè èñïîëü-
çîâàòü ñïîíòàííîå íàðóøåíèå ñèììåòðèè è ïîòåíöèàë, íàáîð ìàññèâíûõ ïîëåé
îêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì. Ïðåäëîæåíû ëàãðàíæèàíû ßíãà-Ìèëëñà äëÿ êàëèá-
ðîâî÷íûõ ïîëåé Êýëè-Êëåéíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êàëèáðîâî÷íûå òåîðèè, íåïîëóïðîñòûå ãðóïïû, êîíòðàêöèè,
ìåõàíèçì Õèããñà

I.V. KOSTYAKOV, V.V. KURATOV. GAUGE CAYLEY-KLEIN SYMMETRIES

The limit transitions and analytic continuations of the SO(3) gauge group in the
Georgi-Glashow model are considered. A set of Lagrangian with Cayley-Klein sym-
metries was obtained. In this case, two-dimensional Cayley-Klein spaces of con-
stant curvature are the orbits of gauge equivalent fields of matter. We used a
unitary gauge, where the massiveness of some of the gauge fields is obvious with-
out using the Higgs potential and the concept of spontaneous symmetry breaking.
It is shown that if all the same to use spontaneous symmetry breaking and the
potential then the set of massive fields is similar. The Yang-Mills Lagrangians for
gauge Cayley-Klein fields are proposed.

Key words: gauge theories, nonsemisimple groups, contractions, Higgs mecha-
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1. Введение

Теории с неполупростыми калибровочными
группами, являющимися симметриями пространст-
ва-времени, используются в гравитации и механи-
ке сплошных сред достаточно давно [1]. Калибро-
вочная теория гравитации основывается на группе
Пуанкаре, являющейся полупрямым произведени-
ем группы Лоренца SO(3, 1) и пространственно-вре-
менных трансляций T (4) [2]. В механике сплошных
сред калибровочными полями описываются дисло-
кации, дисклинации, точечные дефекты [3]. В ка-
честве калибровочных групп используются группы
афинных преобразований GL(3)⊂×T (3), а также полу-
прямое произведение группы вращений SO(3) и груп-
пы трансляций T (3), SO(3) ⊂×T (3). В физике частиц
нам известно лишь одно направление, где изучают-
ся возможности неполупростых симметрий [4]. Важ-
ную роль в конформной теории поля и теории струн
играет модель Наппи-Виттена, использующая цен-
трально расширенную группу Пуанкаре [5]. В рабо-
те [6] изучаются полевые теории Черна-Саймонса с

неполупростыми калибровочными группами симмет-
рии. Особенности калибровочных полей с неполу-
простой группой симметрии, а также способы постро-
ения их лагранжианов изучались в статьях [7]– [9]. В
работе [10] калибровочные модели с неполупросты-
ми группами, в том числе и с группами Кэли-Клейна
SO(3, j), рассматривались с использованием нильпо-
тентных образующих. Предлагаемый подход к описа-
нию неполупростых калибровочных моделей суще-
ственно опирается на выбор сферических координат
и позволяет обеспечивать массивность калибровоч-
ным полям посредством изменения метрики в изо-
пространстве, что оказалось эквивалентно добавле-
нию еще одного инварианта. Идея использовать сфе-
рическую геометрию в пространстве полей материи
для формулировки бозонного сектора электросла-
бой модели воплощена в работах [11]. Здесь же по-
казано, что это позволяет обойтись без хиггсовско-
го бозона. Важные аспекты калибровочных теорий в
сферических координатах и интерпретация хиггсова
поля как конформного пространственного-временно-
го метрического фактора обсуждались в [12].
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Цель данной работы – построение калибро-
вочной теории с неполупростой группой симметрии.
Известно, что предельные переходы или контрак-
ции [13, 14] позволяют связывать простые группы и
алгебры Ли с неполупростыми. Поэтому представ-
ляется естественным использовать контракции для
получения и изучения теорий с симметриями непо-
лупростых групп. Ранее, в работе [15], мы предло-
жили систематический метод контракции лагранжи-
анов с калибровочной симметрией. Были получены
теории с галилеевой и евклидовой калибровочны-
ми группами. Их неожиданным и привлекательным
свойством оказалась массивность некоторых компо-
нент калибровочных полей. В данной работе мы рас-
смотрим контракции векторной SO(3) модели Джор-
джи-Глэшоу (ДГ). Эта модель, в свое время, предла-
галась как вариант описания электрослабого взаимо-
действия. Кроме того, она интересна тем, что обла-
дает монопольными решениями. Мы рассмотрим мо-
дификацию ДГ-модели, обобщив метрику внутренне-
го изопространства. Записав ее в деформированных
специальными параметрами ε1, ε2 сферических ко-
ординатах и полагая квадраты этих параметров рав-
ными 0,±1, получим теории с калибровочными груп-
пами Кэли-Клейна. Эти группы действуют транзитив-
но на соответствующих внутренних двумерных про-
странствах постоянной кривизны. В радиальных пе-
ременных угловые поля можно интерпретировать как
координаты на этих пространствах. Далее мы рас-
смотрим теорему Голдстоуна и механизм Хиггса для
изучаемой модели, а также построение лагранжиа-
нов для калибровочных полей Кэли-Клейна.

2. Модель Джорджи-Глэшоу в сферических
координатах

Модель ДГ возникает из глобально SO(3) сим-
метричного лагранжиана

L0 =
(
∂µϕ⃗, ∂µϕ⃗

)
− V

(
(ϕ⃗, ϕ⃗)

)
=

= (∂µϕ1)
2 + (∂µϕ2)

2 + (∂µϕ3)
2 − V (ϕ2

1 + ϕ2
2 + ϕ2

3), (1)

инвариантного при преобразованиях

ϕ⃗ −→ Gϕ⃗ = exp(αiTi)ϕ⃗, (2)

где ϕ⃗ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3), Ti – генераторы инфинитезималь-
ных поворотов группы вращений G = SO(3)

T1 =

 · 1 ·
−1 · ·
· · ·

 ,

T2 =

 · · ·
· · 1
· −1 ·

 ,

T3 =

 · · 1
· · ·

−1 · ·

 , (3)

удовлетворяющие коммутационным соотношениям[
Ti, Tj

]
= ϵijkTk. (4)

Здесь ϵijk абсолютно антисимметричный единичный
тензор.

Преобразования (2) во внутреннем изопро-
странстве R3 с параметрами αi, зависящими от точ-
ки пространства-времени xµ, называются локальны-
ми. Требование инвариантности относительно ло-
кальных или калибровочных преобразований явля-
ется основным принципом современной теории вза-
имодействия элементарных частиц [16]– [18]

ϕ⃗ −→ G(xµ)ϕ⃗ = exp(αi(xµ)Ti)ϕ⃗. (5)

Для инвариантности лагранжиана (1) относитель-
но локальных преобразований необходимо изменить
производную

∂µ −→ Dµ = ∂µ +Aµ, (6)

где калибровочные векторные поля Aµ лежат в ал-
гебре Ли so(3), Aµ = Ai

µTi. Из полей Ai
µ и их произ-

водных ∂µA
i
ν можно построить лагранжиан калибро-

вочных полей LYM (для нашей модели мы строим
его в секции 8, см. также [16]– [18]) и добавить его к
исходному

L =
(
Dµϕ⃗,Dµϕ⃗

)
− V

(
(ϕ⃗, ϕ⃗)

)
+ LYM =

(
Dµϕ⃗

)2

1
+

+
(
Dµϕ⃗

)2

2
+
(
Dµϕ⃗

)2

3
− V (ϕ2

1 + ϕ2
2 + ϕ2

3) + LYM . (7)

Формула
(
Dµϕ⃗

)
i
обозначает i-ю компоненту вектора

Dµϕ⃗, а ее квадрат понимается как суммирование по
пространственно-временным индексам µ(

Dµϕ⃗
)2

i
=

(
D0ϕ⃗

)2

i
−
(
D1ϕ⃗

)2

i
−
(
D2ϕ⃗

)2

i
−
(
D3ϕ⃗

)2

i
.

Закон преобразования калибровочных полей Aµ при
локальных преобразованиях полей материи ϕ⃗ (5)

A′
µ = GAµG

−1 +G∂µG
−1. (8)

Нам понадобятся выражения (1),(7) в сфери-
ческих координатах. Представим вектор ϕ⃗ в виде
ρn⃗(θ, φ), где ρ =

√
ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3 есть радиус сферы, а

единичный вектор n⃗(θ, φ) на поверхности сферы мо-
жет быть записан в терминах вращений Ω ∈ SO(3)
следующим образом: n⃗(θ, φ) = Ωe⃗1, где e⃗1 = (1, 0, 0).
Тогда

∂µϕ⃗ = Ω
(
∂µρ+ ρΩ−1∂µΩ

)
e⃗1 = Ω(∂µρ+ ρbµ) e⃗1, (9)

где

bµ = Ω−1∂µΩ =

 · b1µ b3µ
−b1µ · b2µ
−b3µ −b2µ ·

 (10)

лежит в алгебре Ли so(3).
В координатах ρ, biµ лагранжиан (1) выглядит

так

L0 =
(
∂µϕ⃗, ∂µϕ⃗

)
− V

(
(ϕ⃗, ϕ⃗)

)
=

= (Ω (∂µρ+ ρbµ) e⃗1,Ω(∂µρ+ ρbµ) e⃗1)− V (ρ2) =

= ((∂µρ+ ρbµ) e⃗1, (∂µρ+ ρbµ) e⃗1)− V (ρ2) =

= (∂µρ)
2 + ρ2

(
(b1µ)

2 + (b3µ)
2
)
− V (ρ2), (11)
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причем ρ и bµ не меняются при глобальных враще-
ниях (2). При локализации лагранжиана (11), учиты-
вая (6), получаем

∂µϕ⃗ → Dµϕ⃗ = Ω
(
∂µρ+ ρΩ−1(∂µ +Aµ)Ω

)
e⃗1 =

= Ω
(
∂µρ+ ρΩ−1DµΩ

)
e⃗1 = Ω(∂µρ+ ρBµ) e⃗1, (12)

где
Bµ = Ω−1∂µΩ+ Ω−1AµΩ = Ω−1DµΩ. (13)

После вычислений, аналогичных (11), лагранжиан
переходит в

L = (∂µρ)
2+ρ2

[(
B1
µ

)2
+
(
B3

µ

)2
]
−V (ρ2)+LYM (14)

и является записью формулы (7) в радиальных пе-
ременных. Заметим, что в случае перехода к пере-
менным, часть из которых не меняется при действии
группы G(xµ) (в нашем случае это ρ), введение ком-
пенсирующих полей Aµ для удлинения производной
(6) при действии на эти переменные не требуется,
т.е. Dµρ = ∂µρ. Поля Bµ остаются инвариантны-
ми B′

µ = Bµ, поскольку они состоят из калибровоч-
ных полей Aµ, преобразующихся по закону (8) и по-
лей материи Ω(θ, ϕ), принимающих значение в груп-
пе SO(3) и преобразующихся как Ω′ = GΩ. Преобра-
зования калибровочных полей и полей материи ком-
пенсируют друг друга. Выражение (13) использова-
лось в [19] в контексте получения массивных теорий
Янга-Миллса при нелинейной реализации калибро-
вочной группы.

Мы обобщаем (11) с помощью функции F (ρ) с
сохранением глобальной вращательной симметрии
и будем рассматривать лагранжиан

L = (∂µρ)
2 + F (ρ)ρ2

[
(b1µ)

2 + (b3µ)
2
]
− V (ρ2). (15)

В декартовых координатах это обобщение выглядит
как добавление к (1) нового слагаемого

L = (∂µϕ1)
2 + (∂µϕ2)

2 + (∂µϕ3)
2 −

− V (ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3) + (F − 1)

[
(ϕ2∂µϕ1 − ϕ1∂µϕ2)

2 +

+ (ϕ2∂µϕ3 − ϕ3∂µϕ2)
2 + (ϕ3∂µϕ1 − ϕ1∂µϕ3)

2
]
=

= L0 + f(ρ)Lσ. (16)

Функции F (ρ) и F(ρ) связаны равенством (F−1)ρ−2 =
F − 1. Интересно отметить, что выражение в квад-
ратных скобках пропорционально лагранжиану нели-
нейной σ–модели [16]– [17]

Lσ =
(
∂µϕ⃗, ∂µϕ⃗

)
,

(
ϕ⃗, ϕ⃗

)
= 1. (17)

То же выражение можно интерпретировать и как ин-
вариант, связанный с углом dα, между векторами
(ϕ1, ϕ2, ϕ3) и (ϕ1 + dϕ1, ϕ2 + dϕ2, ϕ3 + dϕ3):

dα2 =
[
(ϕ1dϕ2 − ϕ2dϕ1)

2 + (ϕ2dϕ3 − ϕ3dϕ2)
2 +

+(ϕ3dϕ1 − ϕ1dϕ3)
2
] [

ϕ2
1 + ϕ2

2 + ϕ2
3

]−2
. (18)

Еще одна возможная интерпретация связана с объ-
емом, построенным на векторах (ϕ1, ϕ2, ϕ3), (ϕ1 +

dϕ1, ϕ2 +dϕ2, ϕ3 +dϕ3) и их векторном произведении,
который, как нетрудно убедиться, также является ин-
вариантом относительно действия группы SO(3)

dV =

∣∣∣∣∣∣
ϕ1 ϕ1 + dϕ1 ϕ2dϕ3 − ϕ3dϕ2

ϕ2 ϕ2 + dϕ2 ϕ3dϕ1 − ϕ1dϕ3

ϕ3 ϕ3 + dϕ3 ϕ1dϕ2 − ϕ2dϕ1

∣∣∣∣∣∣ . (19)

Таким образом, лагранжиан (16) есть сумма двух ин-
вариантов, один из которых связан с квадратом дли-
ны (1), а второй – с углом (18) или объемом (19).
Несколько инвариантов использовал в своих ра-
ботах при построении многомерных теорий поля
в полуримановых пространствах Р.И.Пименов [20]–
[22]. Аналогичное обобщение локальных лагранжиа-
нов (7),(14) имеет вид в радиальных координатах

L = (∂µρ)
2 + F (ρ)ρ2

[(
B1
µ

)2
+
(
B3

µ

)2
]
+ LYM , (20)

и в декартовых координатах

L =
(
Dµϕ⃗

)2

1
+
(
Dµϕ⃗

)2

2
+
(
Dµϕ⃗

)2

3
−V (ϕ2

1+ϕ2
2+ϕ2

3)+

+ (F − 1)

[(
ϕ2(Dµϕ⃗)1 − ϕ1(Dµϕ⃗)2

)2
+
(
ϕ2(Dµϕ⃗)3−

− ϕ3(Dµϕ⃗)2

)2
+
(
ϕ3(Dµϕ⃗)1 − ϕ1(Dµϕ⃗)3

)2
]
. (21)

Уже в (20) видно, что выбор F (ρ)ρ2 = M2 + f(ρ) да-
ет массивные члены калибровочных полей. Введе-
ние дополнительной функцииF (ρ) в случае SO(3) вы-
глядит избыточным, но для нашей цели получения
лагранжианов с симметриями SO(3, ε1, ε2) эта функ-
ция необходима.

3. Группы Кэли-Клейна и контракции

Напомним кратко, как можно описать все дву-
мерные пространства Кэли-Клейна и их группы дви-
жения с помощью контракций группы SO(3) в трех-
мерном, фундаментальном представлении. Двумер-
ными пространствами Кэли-Клейна мы будем назы-
вать поверхности, задаваемые уравнениями

x2 + ε21y
2 + ε21ε

2
2z

2 = const, (22)

где параметры ε21, ε
2
2 принимают значения 0,±1. Груп-

пами Кэли-Клейна называются группы изометрий
этих пространств, сохраняющие соответствующую
метрику

ds2 = dx2 + ε21dy
2 + ε21ε

2
2dz

2. (23)

Контракция – это сингулярная операция над
группой или алгеброй Ли, приводящая к изменению
закона умножения в группе и обнулению части струк-
турных констант в соответствующей алгебре [23]. В
нашем случае это соответствует значению парамет-
ров ε2k = 0. При ε2k = −1, т.е. εk = i, будем иметь
аналитическое продолжение.

Один из методов описания возможных кон-
тракций и аналитических продолжений группы SO(3)
состоит во введении параметров ε21, ε

2
2 в групповую
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матрицу следующим специальным способом [14]

G(ε1, ε2) = exp (αiTi(ε1, ε2)) =

= exp

 · ε21α1 ε21ε
2
2α3

−α1 · ε22α2

−α3 −α2 ·

 . (24)

Возникающие при этом группы оказываются груп-
пами Кэли-Клейна SO(3, ε1, ε2) c соотношениями
ортогональности, деформированными параметрами
(ε1, ε2)

Gt(ε1, ε2)I(ε1, ε2)G(ε1, ε2) = I(ε1, ε2), (25)

сохраняющими следующую квадратичную форму

ρ2(ε1, ε2) = ϕ2
1 + ε21ϕ

2
2 + ε21ε

2
2ϕ

2
3 =

(
ϕ⃗, I(ε1, ε2)ϕ⃗

)
. (26)

Здесь

I(ε1, ε2) =

 1 · ·
· ε21 ·
· · ε21ε

2
2

 . (27)

Генераторы групп Кэли-Клейна Ti(ε1, ε2) имеют вид

T1(ε1) =

 · ε21 ·
−1 · ·
· · ·

 ,

T2(ε2) =

 · · ·
· · ε22
· −1 ·

 ,

T3(ε1, ε2) =

 · · ε21ε
2
2

· · ·
−1 · ·

 (28)

и удовлетворяют коммутационным соотношениям

[T1(ε1), T2(ε2)] = T3(ε1, ε2),

[T2(ε2), T3(ε1, ε2)] = ε22T1(ε1),

[T3(ε1, ε2), T1(ε1)] = ε21T2(ε2), (29)

или[
Ti(ε1, ε2), Tj(ε1, ε2)

]
= ϵijk(ε1, ε2)Tk(ε1, ε2), (30)

где ϵ123 = −ϵ213 = 1, ϵ312 = −ϵ132 = ε21, ϵ231 = −ϵ321 =
ε22, а остальные равны нулю.

В алгебре Ли, где принимает значение вектор-
ное поле bµ, параметры вводятся аналогично

bµ(ε1, ε2) = Ω−1(ε1, ε2)∂µΩ(ε1, ε2) =

=

 · ε21b
1
µ ε21ε

2
2b

3
µ

−b1µ · ε22b
2
µ

−b3µ −b2µ ·

 . (31)

Поля ϕi и их производные ∂µϕi выражаются через по-
ля ρ(ε1, ε2) и bµ(ε1, ε2) следующим образом

ϕ⃗ = ρ(ε1, ε2)Ω(ε1, ε2)e⃗1,

∂µϕ⃗ = Ω(ε1, ε2) (∂µρ(ε1, ε2) + ρ(ε1, ε2)bµ(ε1, ε2)) e⃗1. (32)

Поля ρ(ε1, ε2) и bµ(ε1, ε2) не изменяются под
действием группы Кэли-Клейна, что является очень
удобным при анализе контракций.

4. Глобальные SO(3, ε1, ε2) модели

Рассмотрим сначала контракции и аналити-
ческие продолжения в глобальном случае, а за-
тем займемся их локализацией. Чтобы сконструи-
ровать лагранжианы, глобально инвариантные от-
носительно преобразований из группы Кэли-Клейна
SO(3, ε1, ε2), перейдем от переменных ϕi и их про-
изводных ∂µϕi к переменным ρ(ε1, ε2) и bµ(ε1, ε2) по
формулам (32). Подставив эти замены в (1), получа-
ем

L = (∂µρ(ε1, ε2))
2 − V (ρ(ε1, ε2))+

+ ρ2(ε1, ε2)ε
2
1

[
ε22

(
b3µ

)2
+
(
b1µ

)2
]
. (33)

Нетрудно непосредственной проверкой убе-
диться, что

[
ε22

(
b3µ
)2

+
(
b1µ
)2] является инвариантом

на орбитах действия группы SO(3, ε1, ε2). Очевидно,
что ρ(ε1, ε2) и (∂µρ(ε1, ε2))

2 также являются инвариан-
тами относительно действия этой группы. Тогда мож-
но сконструировать следующий SO(3, ε1, ε2) инвари-
антный лагранжиан

L = (∂µρ(ε1, ε2))
2 + ε21ρ

2(ε1, ε2)

[
ε22

(
b3µ

)2
+
(
b1µ

)2
]
+

+
(
F (ρ(ε1, ε2))− 1

)
ρ2(ε1, ε2)

[
ε22

(
b3µ

)2
+
(
b1µ

)2
]
−

− V (ρ(ε1, ε2)). (34)

Этот же лагранжиан в декартовых координатах

L = (∂µϕ1)
2 + (ε1∂µϕ2)

2 + (ε1ε2∂µϕ3)
2 −

−V (ϕ2
1+ε21ϕ

2
2+ε21ε

2
2ϕ

2
3)+

[
F(ϕ2

1 + ε21ϕ
2
2 + ε21ε

2
2ϕ

2
3)− 1

]
×

×
[
(ϕ2∂µϕ1 − ϕ1∂µϕ2)

2 + ε21ε
2
2 (ϕ2∂µϕ3 − ϕ3∂µϕ2)

2 +

+ ε22 (ϕ3∂µϕ1 − ϕ1∂µϕ3)
2
]
. (35)

Лагранжианы (34)–(35) описывают набор мо-
делей с глобальной инвариантностью относительно
групп Кэли-Клейна.

5. Теорема Голдстоуна

В реалистичных моделях потенциал V (ϕ), ин-
вариантный относительно глобальных преобразова-
ний симметрии группы G, выбирается специальным
способом для обеспечения ненулевых вакуумных
конфигураций поля. При этом группа симметрии ва-
куумных конфигураций H является подгруппой груп-
пы G. В этом случае выполняется теорема Голдстоу-
на, которая гарантирует появление безмассовых ча-
стиц при спонтанном нарушении симметрии G → H
при выборе конкретного вакуума [16]– [17]. Покажем,
что в случае SO(3, ε1, ε2) симметрии появляется одно
массивное поле и два безмассовых. Выберем в (35)
потенциал V в виде

V =
λ

2

(
ϕ2
1 + ε21ϕ

2
2 + ε21ε

2
2ϕ

2
3 − m2

λ

)2

. (36)

Потенциал (36) имеет минимум при

ϕ2
1 + ε21ϕ

2
2 + ε21ε

2
2ϕ

2
3 =

m√
λ
. (37)
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Таким образом, множество всех возможных вакуум-
ных состояний – это поверхности Кэли-Клейна (37).
В качестве вакуума выберем

ϕ1 =
m√
λ
, ϕ2 = ϕ3 = 0.

Возмущения вблизи этого вакуума обозначим через

ϕ1 =
m√
λ
+ σ, ϕ2 = u2, ϕ3 = u3. (38)

Подставляя (38) в (36) и оставляя только слагаемые
не выше второго порядка, имеем потенциал

V = 2m2σ2. (39)

Лагранжиан (35) становится таким

L = (∂µσ)
2 + (ε1∂µu2)

2 + (ε1ε2∂µu3)
2 − 2m2σ2+

+
m2f0
λ

(
(∂µu2)

2 + ε22 (∂µu3)
2
)
, (40)

где через f0 мы обозначили первый не зависящий от
полей член в разложении функции F −1. Поле σ при-
обретает массу, тогда как поля u2, u3 остаются без-
массовыми, но их кинетические слагаемые испыты-
вают конечную «перенормировку». При разных зна-
чениях ε1, ε2 вакуумный вектор инвариантен относи-
тельно подгруппы SO(2, ε2) группы SO(3, ε1, ε2). Ал-
гебра Ли so(2, ε2) задается генератором T2(ε2) и пред-
ставляет собой либо вращения, либо псевдовраще-
ния, либо галилеевские бусты при ε22 = 1,−1, 0 соот-
ветственно.

6. Локальные SO(3, ε1, ε2) инвариантные модели

Обобщим формулы (6),(13) на случай дей-
ствия группы SO(3, ε1, ε2). Вставляя ε1, ε2 в матрицы
Ω и Aµ и производя замены

Bµ −→ Bµ(ε1, ε2) = Ω−1(ε1, ε2)∂µΩ(ε1, ε2)+

+ Ω−1(ε1, ε2)Aµ(ε1, ε2)Ω(ε1, ε2) =

=

 · ε21B
1
µ ε21ε

2
2B

3
µ

−B1
µ · ε22B

2
µ

−B3
µ −B2

µ ·

 ,

Aµ = Ai
µTi −→ Aµ(ε1, ε2) = Ai

µTi(ε1, ε2),

Dµ = ∂µ +Aµ −→ Dµ(ε1, ε2) = ∂µ +Aµ(ε1, ε2) (41)

в лагранжианах (34),(35) и добавив лагранжиан ка-
либровочных полей LYM (ε1, ε2), имеем в радиаль-
ных координатах

L = (∂µρ(ε1, ε2))
2 + ε21ρ

2(ε1, ε2)

[(
B1

µ

)2
+ ε22

(
B3
µ

)2
]
−

− V (ρ(ε1, ε2)) + LYM (ε1, ε2)+

+ (F (ρ(ε1, ε2))−1) ρ2(ε1, ε2)

[(
B1

µ

)2
+ ε22

(
B3
µ

)2
]
=

= (∂µρ(ε1, ε2))
2 + ρ2(ε1, ε2)×

×
(
ε21 + F (ρ(ε1, ε2))− 1

)[(
B1

µ

)2
+ ε22

(
B3
µ

)2
]
−

− V (ρ(ε1, ε2)) + LYM (ε1, ε2) (42)

и в декартовых

L = (Dµϕ⃗)
2
1 + (ε1Dµϕ⃗)

2
2 + (ε1ε2Dµϕ⃗)

2
3−

−V (ϕ2
1+ε21ϕ

2
2+ε21ε

2
2ϕ

2
3)+

[
F(ϕ2

1 + ε21ϕ
2
2 + ε21ε

2
2ϕ

2
3)− 1

]
×

×
[(

ϕ2(Dµϕ⃗)1 − ϕ1(Dµϕ⃗)2

)2
+

+ ε21ε
2
2

(
ϕ2(Dµϕ⃗)3 − ϕ3(Dµϕ⃗)2

)2
+

+ ε22

(
ϕ3(Dµϕ⃗)1 − ϕ1(Dµϕ⃗)3

)2
]
+ LYM (ε1, ε2). (43)

Калибровочные преобразования в декартовых коор-
динатах выглядят так

ϕ⃗′ = G(ε1, ε2)(xµ)ϕ⃗,

A′
µ(ε1, ε2) = G(ε1, ε2)(xµ)∂µG

−1(ε1, ε2)(xµ)+

+G(ε1, ε2)(xµ)Aµ(ε1, ε2)G
−1(ε1, ε2)(xµ). (44)

Набор моделей (42),(43) будем называть мо-
делями с калибровочными симметриями Кэли-Клей-
на. Поля ρ(ε1, ε2) и Bµ(ε1, ε2) инвариантны при калиб-
ровочных преобразованиях так же, как ρ и Bµ.

Рассмотрим подробно разные варианты зна-
чений ε1, ε2. При ε21 = 0, ε22 = 1, ρ(0, 1) = ϕ1 имеем
вместо (42)

L = (∂µϕ1)
2 − V (ϕ1)+

+ (F (ϕ1)− 1)ϕ2
1

[(
B1
µ

)2
+
(
B3
µ

)2
]
+ LYM (0, 1). (45)

При выборе F (ϕ1) = 1 + M2
B/ϕ2

1 + f(ϕ1) появляются
два массивных калибровочных поля B1

µ и B3
µ с мас-

сой MB и одно калибровочное поле B2
µ остается без-

массовым. Число степеней свободы в (45) должно
быть равно девяти, так как у нас было три поля мате-
рии ϕi (по одной степени свободы на каждое поле), и
три безмассовых калибровочных поляAi

µ (по две сте-
пени свободы на каждое). В (45) одна степень прихо-
дится на поле материи ϕ1, шесть – на два массивных
калибровочных поля B1

µ и B3
µ и две степени – на без-

массовое калибровочное поле B2
µ. Отметим, что при

выборе ε22 = −1, поле B3
µ имело бы мнимую массу.

При ε21 = 1, ε22 = 0 (42) принимает вид

L =
(
Dµϕ⃗

)2

1
+
(
Dµϕ⃗

)2

2
− V (ϕ2

1 + ϕ2
2) + LYM (1, 0)+

+
(
F (ϕ2

1 + ϕ2
2)− 1

)(
ϕ2
1 + ϕ2

2

)(
B1

µ

)2
. (46)

При выборе F (ϕ2
1+ϕ2

2) = 1+M2
B/(ϕ2

1+ϕ2
2)+f(ϕ2

1+ϕ2
2)

имеем одно массивное калибровочное поле B1
µ с

массой MB и два безмассовых калибровочных поля.
В этом случае со степенями свободы также все в по-
рядке, если заметить, что в лагранжиан (46) входит
только комбинация ϕ2

1 + ϕ2
2 = ρ2(1, 0) и степеней сво-

боды, таким образом, всего восемь.
При ε21 = 0, ε22 = 0 имеем

L = (∂µϕ1)
2 − V (ϕ1)+

+ (F (ϕ1)− 1)ϕ2
1

(
B1

µ

)2
+ LYM (0, 0). (47)

8
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При выборе F (ϕ1) = 1+M2
B/ϕ2

1+ f(ϕ1) также получа-
ется одно массивное калибровочное поле B1

µ с мас-
сой MB и два безмассовых. В этом случае требуется
более аккуратный подсчет степеней свободы. После
приравнивания к нулю εi, в лагранжиане (43) имеем:
два поля материи (две степени свободы) и три без-
массовых калибровочных поля (3 × 2 = 6 степеней
свободы). В (47) получаем одно поле материи (од-
на степень свободы), одно массивное калибровоч-
ное (три степени свободы) и два безмассовых калиб-
ровочных поля (2×2 = 4 степени свободы). Отметим,
что в случаях (46),(47) контракция уменьшает перво-
начальное число степеней свободы на единицу.

Таким образом, специальный выбор функции
F позволяет делать калибровочные поля массивны-
ми.

7. Механизм Хиггса

В случае локальной симметрии безмассовые
голдстоуновские частицы, взаимодействуя с калиб-
ровочными полями, придают им массу [16]– [18]. По-
смотрим, как работает механизм Хиггса в случае
лагранжиана (43) с потенциалом (36). Выберем ва-
куум в виде

ϕ⃗0 =

(
m√
λ
, 0, 0

)
. (48)

С помощью калибровочной группы SO(3, ε1, ε2) мож-
но перевести вектор (ϕ, 0, 0) в любой произвольный
вектор (ϕ1, ϕ2, ϕ3). Это будет означать выбор калиб-
ровки

ϕ1 = ϕ, ϕ2 = 0, ϕ3 = 0, (49)

в которой лагранжиан (43) выглядит

L = (∂µϕ)
2 − V (ϕ) + LYM (ε1, ε2)+

+
(
ε21 + F (ϕ2)− 1

)
ϕ2

[
(A1

µ)
2 + ε22(A

3
µ)

2
]
. (50)

При малых отклонениях от вакуума ϕ = m√
λ
+u, пола-

гая, что F (ϕ2)− 1 = f0 +
∑

fku
k и оставляя в лагран-

жиане только слагаемые второго порядка, имеем

L = (∂µu)
2 − 2m2u2 + LYM (ε1, ε2)+

+
m2

λ

(
ε21 + f0

) [
(A1

µ)
2 + ε22(A

3
µ)

2
]
. (51)

Сравнивая выражения (51) и предпоследнюю строч-
ку (42) видим аналогичность набора массивных ком-
понент калибровочных полей. Оставшаяся компо-
нента хиггсова изоскаляра u оказывается массивной,
а из (50) видно, что она взаимодействует с калибро-
вочными полями в слагаемых порядка выше второго.

8. Лагранжиан полей Янга-Миллса

Лагранжиан калибровочных полей Янга-Милл-
са в SO(3) теории обычно выбирают следующим

LYM = − 1

4g2
TrF 2

µν =

= − 1

4g2

[(
F 1
µν

)2
+
(
F 2
µν

)2
+
(
F 3
µν

)2
]
, (52)

здесь Fµν = [∂µ+Aµ, ∂ν+Aν ] – тензор напряженности
полей Янга-Миллса. Поскольку форма Киллинга, ис-
пользуемая для построения (52), в случае алгебр Кэ-
ли-Клейна вырождена, будем искать LYM (ε1, ε2) для
SO(3, ε1, ε2) в следующем виде

LYM (ε1, ε2) = CabF
a
µν(ε1, ε2)F

b
µν(ε1, ε2), (53)

где Fµν(ε1, ε2) = [∂µ + Aµ(ε1, ε2), ∂ν + Aν(ε1, ε2)]. Кон-
станты Cab находим из условия калибровочной инва-
риантности лагранжиана (53). Преобразования тен-
зора Fµν(ε1, ε2) следующие

F ′
µν(ε1, ε2) = G(ε1, ε2)Fµν(ε1, ε2)G

−1(ε1, ε2).

При инфинитезимальных преобразованиях
G(ε1, ε2) ≈ I + αiTi(ε1, ε2), αi ≪ 1 это соотношение
принимает вид

F ′i
µν = F i

µν + ϵijk(ε1, ε2)αjF
k
µν . (54)

Анализ уравнений (53),(54) дает следующие реше-
ния при разных комбинациях параметров ε1, ε2. Для
случая ε21 = 0, ε22 = 0 лагранжиан выглядит

LYM (0, 0) =

{
C11

(
F 1
µν

)2
+ C22

(
F 2
µν

)2
, F 1,2

µν ̸= 0;
C33

(
F 3
µν

)2
, F 1,2

µν = 0.
(55)

Для случая ε21 = 0, ε22 = 1

LYM (0, 1) =

{
C22

(
F 2
µν

)2
, F 2

µν ̸= 0;
C
[(
F 1
µν

)2
+
(
F 3
µν

)2]
, F 2

µν = 0.
(56)

Для случая ε21 = 1, ε22 = 0

LYM (1, 0) =

{
C11

(
F 1
µν

)2
, F 1

µν ̸= 0;
C
[(
F 2
µν

)2
+
(
F 3
µν

)2]
, F 1

µν = 0.
(57)

Отметим еще возможность строить лагранжиан по-
лей Янга-Миллса из полей Bµ(ε1, ε2), которые не
преобразуются при калибровочных преобразовани-
ях. Тогда с точки зрения калибровочной инвариант-
ности нет никаких ограничений.

9. Выводы

Предложен способ получения теорий с непо-
лупростой калибровочной группой. Получена серия
лагранжианов как с глобальной, так и с локальной
изотопической инвариантностью относительно пре-
образований в двумерных пространствах Кэли-Клей-
на. Найдены лагранжианы калибровочных полей для
этого случая. При записи в унитарной калибровке
массивность калибровочных полей при подходящем
выборе функции F (ρ) очевидна. Проиллюстрирова-
на теорема Голдстоуна для случая глобальной сим-
метрии SO(3, ε1, ε2). Для случая локальной симмет-
рии рассмотрено действие механизма Хиггса, кото-
рое оказывается схожим со случаем обычной SO(3)
теории.

В отличие от случая с простой калибровочной
группой, описанные теории с неполупростыми груп-
пами SO(3, ε1, ε2) допускают как изначальную мас-
сивность калибровочных полей за счет выбора F (ρ)
в (42), так и приобретенную посредством механизма

9
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Хиггса. Интересным является тот факт, что оба ва-
рианта дают одинаковый набор массивных калибро-
вочных полей, т.е. «ненужный», в связи с изначаль-
ной массивностью, механизм Хиггса, тем не менее,
работает с тем же результатом.

В работе [10], используя несколько иной под-
ход, был получен тот же набор массивных и безмас-
совых калибровочных полей.

Работа поддержана программой «Фундамен-
тальные проблемы нелинейной динамики» Прези-
диума РАН.
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