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Доказываются следующие теоремы: 1) Если в конечной группе G  все неквазисубнормальные не-

нильпотентные максимальные подгруппы имеют примарные нечетные индексы, то G  разрешима; 2) 

Если в конечной группе G  представители хотя бы трех классов неквазисубнормальных ненильпо-

тентных максимальных подгрупп разрешимы и имеют нечетные примарные индексы, то группа G  

разрешима;3) Если в конечной группе G  представители хотя бы двух классов неквазисубнормаль-

ных ненильпотентных максимальных подгрупп 2 -замкнуты и имеют примарные индексы, то группа 

G  разрешима;4) Если в конечной группе G  все неквазисубнормальные ненильпотентные макси-

мальные подгруппы 2 -нильпотентны и имеют примарные индексы, то G  разрешима.  
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Введение 

Исследования проводились только в теории конечных групп. Необходимые сведения 

общеприняты и есть в [1].   

 Работы [2-5] показывают перспективность исследований конечных групп с заданными 

индексами некоторых подгрупп.  В [6] подгруппа H  группы G  называется квазисубнор-

мальной, если p pH G H   для любого ( )p G  и каждой силовской  p -подгруппы pG  из 

G . Так как нормальная подгруппа удовлетворяет условию квазисубнормальности, то в об-

щем случае множество квазисубнормальных подгрупп шире множества нормальных под-

групп. На базе этого отношения усилены результаты автора из [7]. 

 

Определения и обозначения 

Классом подгрупп группы G  считаем класс сопряженных подгрупп в G . Простые 

числа обозначаются буквами , ,p q r . Пусть G – конечная группа, A   подгруппа группы G. 

Тогда G    порядок группы G; :G A    индекс A в G; ( )GN A    нормализатор A в G .  Все-

гда pG   силовская p -подгруппа группы ', pG G  дополнение к силовской p -подгруппе в 

группе G , т. е. 'p -холлова подгруппа группы G  . Группу G   называют pd -группой, если 

порядок G   делится на p ; p -замкнутой, если  pG  нормальна в G  ; p -нильпотентной, если 

'pG  нормальна в G ; p -разложимой, если pG  и 'pG  нормальны в G ; N ⊴ G    N  является 

нормальной подгруппой группы G ; ( )pSyl G   множество всех силовских p -подгрупп в G ; 

G A B=[ ]  – полупрямое произведение подгруппы A  на подгруппу B  группы G , т.е. G AB= , 

A G , A B =1;  S G    наибольшая нормальная разрешимая подгруппа группы G ; 
gA   

подгруппа, сопряженная с подгруппой A элементом g G ; nS   симметрическая группа  на 

n  символах;  G   множество всех простых чисел, делящих порядок G ; A B    прямое 

произведение подгрупп A  и B , т.е. G AB= , A G , B G , A B =1 ; nZ    циклическая 

группа порядка n ;     знак окончания доказательства. 
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Известные результаты для приложения 

  Лемма 1 [8, замечание к Т.1]. Только в изоморфных простых группах 2(7)L и 3(2)L

максимальные подгруппы имеют индексы, равные степеням различных простых чисел. 

Лемма 2. Если в конечной группе G  любая максимальная подгруппа квазисубнормаль-

на или p -разложима, то группа G  разрешима или p -нильпотентна. 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1 из [9]. 

Лемма 3 [1, теорема I.8.6]. Пусть
iN G  и 1 2N N =1. Тогда если фактор-группа  

iG N/ , 1,2i  , разрешима, то группа G разрешима. 

Лемма 4 [1, теорема I.9.12]. Пусть N  – неразрешимая минимальная нормальная под-

группа конечной группы G. Тогда  kNNNN  21 , где iN  – изоморфные простые 

группы. 

Лемма 5 [9, лемма 12]. Пусть  2 2'M M M   − 2 -разложимая максимальная 2d -

подгруппа неразрешимой группы .G  Если ( ) 1,S G  то 2.M G  

Лемма 6 [1, теорема I.7.8]. Пусть  N  – нормальная подгруппа в группе G  и P  – си-

ловская p -подгруппа в N  . Тогда  ( )GG NN P . 

Лемма 7 [7, теорема 2.2.4]. Пусть  P  – силовская p -подгруппа группы G  и M  – не-

нормальная максимальная подгруппа в G . Если отношение  , 1M P m m   , влечет квази-

субнормальность подгруппы M  в G , то P  нормальна в G . 

Лемма 8 [8, замечание к Т.1]. В простой конечной группе может существовать не 

более двух классов максимальных подгрупп примарного индекса для одного и того же про-

стого числа. 

 Лемма 9 [1, теорема 6.4.3]. Любое произведение попарно перестановочных нильпо-

тентных групп разрешимо. 

Лемма 10 [10]. Конечная группа нечетного порядка разрешима. 

Лемма 11 [11, теорема А]. Пусть в группе G  существует - холлова подгруппа. Если 

2    то любые две  - холловы подгруппы сопряжены в G . 

Лемма 12 [8, замечание к Т.1]. Пусть G  – неабелева простая группа. Если M  – 

максимальная подгруппа в G  с примарным индексом, то M  не является холловой подгруп-

пой в G  только тогда, когда nG A= , 1nM A =  с n p и простым числом p , а также при 

4(2)G PSU=  с индексом подгруппы M  равным 27 . 

Лемма 13 [12,13]. Простые группы с нильпотентной максимальной подгруппой ис-

черпываются  (2, )PSL q  c  9q   или простым числом 2 1 17nq    . 

Лемма 14 [9, теорема 3]. Пусть S – 2 -разложимая максимальная подгруппа конеч-

ной группы G  и )(22 GSylS  . Если неквазисубнормальные 2 -неразложимые максимальные 

подгруппы в G  имеют примарные индексы, то G  разрешима. 

 

Доказательство основных результатов 

Теорема 1. Если в конечной группе  G  все неквазисубнормальные ненильпотентные 

максимальные подгруппы имеют примарные нечетные индексы, то G  разрешима.  

Доказательство. Пусть теорема неверна и группа  G  – контрпример минимального 

порядка. Пусть  G  – простая группа. Тогда по лемме 5  в G   нет нильпотентных максималь-

ных подгрупп. Если простое число p  делит индексы всех неквазисубнормальных макси-

мальных подгрупп, то по лемме 7  силовская p -подгруппа нормальна в G , что противоре-

чиво. Значит, группа G удовлетворяет условиям леммы 1 . ПоэтомуG  изоморфна 2(7)L . Так 
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как в 2(7)L есть неквазисубнормальные максимальные подгруппы четного индекса, то при-

шли к противоречию с условием теоремы. Следовательно, G  – непростая группа.  

Пусть N  – минимальная нормальная подгруппа в G . Если в фактор-группе /G N  нет 

неквазисубнормальных ненильпотентных максимальных подгрупп, то /G N  разрешима по 

лемме 2 . Поэтому /G N  наследует условия теоремы и по индукции /G N  разрешима. Тогда 

по лемме 3 N  – единственная минимальная нормальная подгруппа в G . Если подгруппа N  

разрешима, то из разрешимости /G N  следует разрешимость группы G .  

Пусть подгруппа N  неразрешима. Тогда по лемме 4  kNNNN  21 , где iN  

( 1, , )i k   – изоморфные простые группы. Поскольку ( ) 1,S G  то по лемме 5  в G  нет ниль-

потентных максимальных подгрупп. 

Пусть N  включается во все неквазисубнормальные максимальные подгруппы. По 

лемме 6   ( )G rG NN N , где 
rN  – силовская r -подгруппа для простого числа r   из ( )N . Так 

как  ( )r G rG N N , то по лемме 7  ( )G rN N  не может включаться в квазисубнормальную мак-

симальную подгруппу. Пусть ( )G rN N  включается в неквазисубнормальную максимальную 

подгруппу R . Тогда ( )G rG NN N R  , что противоречиво. Значит, в G  есть неквазисубнор-

мальная максимальная подгруппа M  такая, что G MN . Тогда по крайней мере один 

сомножитель в N  не включается в M . Предположим, что  
1N K  не включается в M . 

Пусть  :G M p , где p  – простое число, 1  . Покажем, что  | : |K K M p  , где 

1    . Пусть   A N M  . Так как | || | / | |G M N N M  , то | / | / | |G M N N M  , отку-

да | : : |N A G M p  . Поскольку K M K N M K A      , то | : : |K K M K K A     

| / || / || : |K K A K A A K A KA A    .Тогда из отношения | : : || : |p N A N KA KA A    

| : || : |N KA K K M  следует, что | : |K K M  есть степень простого числа p . 

Пусть в G  индексы всех неквазисубнормальных максимальных подгрупп с единич-

ным ядром делятся на простое число p . Так как по лемме 6 ( )G pG NN N   и ( )G pN N  может 

включаться только в  неквазисубнормальную максимальную подгруппу с единичным ядром, 

то ( )G pN N G . Пришли к противоречию с тем, что в G  нет разрешимых нормальных под-

групп. Поэтому в G есть неквазисунормальная максимальная подгруппа  S  с единичным яд-

ром, которая содержит ( )G pN N , а так же индекс S  в G  взаимно прост с p . Пусть  

| : |G S q , где 1   и простое число q  отлично от p . Тогда среди прямых сомножителей в 

N   найдется подгруппа, которая не включается в  S . Пусть, например, 2N L   не включает-

ся в S . Тогда, как ранее для  K , можно показать, что | : |L L S q  , где1    . Поскольку  

K L , то в K  существует подгруппа с индексом равным степени q . Таким образом, в  K  

существуют две несопряженные максимальные подгруппы примарных взаимно простых не-

четных индексов, что противоречит лемме 1.□ 

Следствие. Если в конечной группе G  все неквазисубнормальные максимальные под-

группы имеют примарные нечетные индексы, то G  2 -нильпотентна. 

Доказательство. Разрешимость  G  следует из теоремы 1 . Пусть H  – 2' -холлова под-

группа в G  и ( )GN H G . Тогда по лемме 7  ( )GN H  включается в неквазисубнормальную 

максимальную подгруппу группы G  с четным индексом, что противоречиво. Значит, 

( )GN H G= . □ 

Теорема 2. Если в конечной группе G  представители хотя бы трех классов неквази-

субнормальных ненильпотентных максимальных подгрупп разрешимы и имеют нечетные 

примарные индексы, то группа G  разрешима. 
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Доказательство. Пусть теорема неверна и группа G  – контрпример минимального 

порядка. По лемме 8  и по лемме 1  G  – непростая группа.  

Пусть N  – минимальная нормальная подгруппа в G , М  – произвольная неквазисуб-

нормальная ненильпотентная разрешимая максимальная подгруппа нечетного примарного 

индекса в G  и N  включается в М . Если группа /М N  нильпотентна, то 

/  ( / )( / )рG N М N G N N , где :G M p= , и по лемме 9  группа /G N   разрешима. Значит, 

фактор-группа /G N наследует условия теоремы и по индукции /G N   разрешима. Тогда G  

разрешима, что противоречиво. Пусть N  не включается в М  . Тогда  G МN , откуда фак-

тор-группа / /G N МN N . Так как /МN N  изоморфна разрешимой группе /М М N , то 

группа /G N  разрешима. Поэтому по лемме 3  и по лемме 4   j

k

j

NN 



1

 является единствен-

ной минимальной нормальной неразрешимой подгруппой в G , где группы ( 1, , )jN j k    – 

изоморфные простые группы. Тогда по лемме 5  в  G  нет нильпотентных максимальных 

подгрупп. 

Пусть ( 1,2,3)iM i   – представители классов неквазисубнормальных  разрешимых 

максимальных подгрупп примарных нечетных индексов в G . Рассмотрим подгруппы 

( 1,2,3)i iD N M i   . Покажем, что подгруппы iD  для различных i   в группе N не сопряже-

ны. Например, установим это для подгрупп 1D  и 2D . Пусть в N  существует элемент n  та-

кой, что 1 2
nD D . Так как 11 MD   и nn MD 22  , то GMMD n  211 , . Тогда 1DN  , что 

противоречиво. Значит, подгруппы ( 1,2,3)iD i   являются представителями различных клас-

сов подгрупп в N .  

Рассмотрим подгруппы jiij NML  , где 1,2,3; 1,2, ,i j k   . Так как для любого i  

и каждого j  подгруппа ij i jL M N N   , то jiij NDL   и справедливо равенство 

1 2 ...i i i ikD L L L    . 

Пусть jn

jj LL 21  , где jj Nn   и 1,2, ,j k  .Тогда верно, что 

n

k

n

k

nn

k LLLLLLLLL k )...(...... 222212222111211
21  , где 1 2 kn n n n N    . Значит, из 

сопряженности подгрупп jL1  и jL2  в группе jN  следует сопряженность подгрупп 1D  и 2D  в 

N , что противоречиво. Поэтому подгруппы ijL  ( 1,2,3)i    для каждого 1,2, ,j k   и раз-

личных i  будут в jN   представителями различных классов подгрупп. 

Покажем, что индекс подгруппы  ijL  в группе  jN  примарный. Так как  iNMG  , то 

|:||:| iii DNMGp i 
, где ip   – простое число, а i   может принимать значения 1,2,3 . По-

этому индекс  |:| iij DDN  будет степенью простого числа ip . Поскольку   

|:||:| ijjiij LNDDN  , то и |:| ijj LN  является степенью простого числа  ip

( 1,2,3; 1,2, , )i j k   . 

Таким образом, в подгруппе jN  1,2, ,j k ( )   есть по крайней мере три класса мак-

симальных подгрупп примарных нечетных индексов. Так как любой представитель этих 

классов имеет не менее двух классов примарных силовских подгрупп, то это будут классы 

неквазисубнормальных максимальных подгрупп. По лемме 5  представители этих классов не 

являются нильпотентными. Значит, подгруппа jN  1,2, ,j k ( )  содержит по крайней мере 

три класса неквазисубнормальных ненильпотентных разрешимых максимальных подгрупп 
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примарных нечетных индексов. Тогда по индукции  jN  будет разрешимой группой. Пришли 

к противоречию с тем, что группа jN  1,2, ,j k ( )   является простой. □  

Теорема 3. Если в конечной группе G  представители хотя бы двух классов неквази-

субнормальных ненильпотентных максимальных подгрупп 2 -замкнуты и имеют примарные 

индексы, то группа G  разрешима. 

Доказательство. Пусть теорема неверна и группа G  – контрпример минимального 

порядка. Пусть в группе G  нет неквазисубнормальных ненильпотентных максимальных 

подгрупп. Тогда по лемме 2  группа G  разрешима. 

Пусть ( 1,2)iM i   – представители классов неквазисубнормальных ненильпотентных 

2 -замкнутых максимальных подгрупп примарных индексов в G . Пусть iQ  – силовские 2 -

подгруппы из ( 1,2)iM i  . Если 2( )iQ Syl G  для 1,2i  , то, как нормализаторы силовских 2 -

подгрупп в G , подгруппы 1M  и 2M  сопряжены в G , что противоречиво. Пусть 1iQ   и 

2( )iQ Syl G . Тогда GQi  ( 1,2)i  .  

Пусть N  – минимальная нормальная подгруппа в G  и /G N – фактор-группа по N . 

Если N  не включается в iM  для 1i   или 2i  , то аналогично доказательству теоремы 2  

/G N  разрешима. В противном случае /G N  разрешима по индукции. Тогда фактор-группа 

/ iG Q  разрешима, что влечет разрешимость группы G . Поэтому возможны следующие два 

случая. Первый, – когда подгруппа  1 2( )Q Syl G , а 2М  будет 2' -группой или подгруппа 

2 2( )Q Syl G , а 1М  будет 2' -группой. Второй, – когда подгруппы ( 1,2)iM i   будут 2' -

группами. В каждом случае по лемме 10  подгруппы  ( 1,2)iM i  ) разрешимы. Так как по 

лемме 11 2' - подгруппы  ( 1,2)iM i   будут представителями одного и того же класса холло-

вых подгрупп, то остается только первый случай. Пусть  Н  – нильпотентная максимальная 

подгруппа в G . Тогда по лемме 5   2( )Н Syl G . Поэтому, например, 1M Н , что влечет 

  2G = . Следовательно, по теореме Бернсайда о разрешимости бипримарной группы, 

группа G  разрешима. Значит, в G  нет нильпотентных максимальных подгрупп. 

Пусть G  – простая группа.  Тогда по лемме 1   группа G  изоморфна 2(7)L . Так как в 

2(7)L силовская 2 -подгруппа самонормализуемая и её индекс в G  делится на два различных 

простых числа, то G  – непростая группа. Поэтому N  – единственная минимальная нор-

мальная неразрешимая подгруппа в G  и  по лемме 4  kNNNN  ...21 , где 

( 1,2, , )jN j k   – изоморфные простые группы. Проводя далее рассуждения аналогичные 

тем, которые изложены в доказательстве теоремы 1  получим, что в группе ( 1,2, , )jN j k    

есть по крайней мере, два класса неквазисубнормальных ненильпотентных 2 -замкнутых 

максимальных подгрупп примарного индекса. Тогда по индукции группа ( 1,2, , )jN j k   

разрешима, откуда следует разрешимость N . □ 

Теорема 4. Если в конечной группе G  все неквазисубнормальные ненильпотентные 

максимальные подгруппы 2 -нильпотентны и имеют примарные индексы, то G  разрешима. 

Доказательство. Пусть теорема неверна и группа G  – контрпример минимального 

порядка. Пусть в группе G  нет неквазисубнормальных ненильпотентных максимальных 

подгрупп. Тогда по лемме 2 группа G  разрешима. 

Пусть G  – простая группа и силовская 2 -подгруппа группы G  включается  в макси-

мальную 2 -нильпотентную подгруппу примарного индекса. Тогда по лемме 7  в G  есть по 

крайней мере два класса 2 -нильпотентных максимальных подгрупп с примарными взаимно 
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простыми индексами. По лемме 1  получим, что  
2 4 7 3(7) ([ ] )G L S Z Z  , где 4S  и 7 3([Z ]Z )  – 

максимальные подгруппы в G . Так как  4S  не является 2 -нильпотентной группой, то при-

шли к противоречию. 

Пусть в простой группе  G  силовская 2 -подгруппа является максимальной подгруп-

пой. Тогда примарный индекс каждой неквазисубнормальной ненильпотентной 2 -

нильпотентной максимальной подгруппы в G  равен степени числа два. Из леммы 12  и лем-

мы 13  следует, что 2 -нильпотентные максимальные подгруппы в  G  будут холловыми под-

группами нечетного порядка. Получили, что в  G  каждая максимальная подгруппа квази-

субнормальна или 2 -разложима. Тогда по лемме 2  группа  G  разрешима. Значит, группа  

G  непростая. 

Пусть N – минимальная нормальная подгруппа в G . По лемме 10  в  G  каждая 2 -

нильпотентная максимальная подгруппа разрешима. Тогда каждая фактор-группа /G N  раз-

решима. По лемме 3  N – единственная минимальная нормальная неразрешимая подгруппа в 

G , а по лемме 4   kNNNN  ...21 , где Ni  (i=1,2,…,k) – изоморфные простые группы.  

Пусть в G  есть нильпотентная максимальная подгруппа. Тогда по лемме 5  это будет 

силовская 2 -подгруппа группы G  и по лемме 14  группа G  разрешима. Значит, в G  нет 

нильпотентных максимальных подгрупп.  

Пусть M  – некоторая неквазисубнормальная максимальная подгруппа в G , индекс 

которой равен р , где р  – простое число, 1  . Поскольку ( )G pN G G , то в G  существу-

ет неквазисубнормальная максимальная подгруппа S , в которую включается ( )G pN G . По 

условию теоремы  | : |G S q , где q  – простое число, q p  и 1  . Так как подгруппы M  и 

S  разрешимы, то в них существуют соответственно 'p -холлова подгруппа А  и 'q  -холлова 

подгруппа В . Так как  А   и В   будут холловыми подгруппами в G , то подгруппы 

iС N А   и  iD N В   являются соответственно 'p - холловой и 'q - холловой подгруппа-

ми в iN  для любого 1,2, ,i k  . Тогда по лемме 1  верно, что  2 7iN L . Поскольку в 2(7)L  

неквазисубнормальная ненильпотентная максимальная подгруппа 4S  имеет примарный ин-

декс, но не является 2 -нильпотентной группой, то пришли к противоречию. □ 

Пример. Простая группа 2(7)L порядка 168  имеет всего три класса максимальных 

подгрупп: два класса с представителями 4S  и одинаковыми индексами равными 7  и один 

класс с представителем  7 3[Z ]Z  и индексом 8 . Все максимальные подгруппы в 2(7)L разре-

шимы. Максимальные подгруппы индекса 7  в 2(7)L являются 2d -группами, изоморфны 4S  

и не являются 2 -замкнутыми и 2 -нильпотентными группами. Этот пример показывает, что в 

теореме 1  невозможно исключить нечетность индексов, в теореме 2  число классов макси-

мальных подгрупп должно быть не менее трех, в теореме 3  нельзя исключить 2 -замкнутость 

максимальных подгрупп, а в теореме 4  нельзя исключить 2 -нильпотентность максимальных 

подгрупп. 
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THE THEORY SOLVABILITY OF FINITE GROUPS 

 

S. V. Putilov 

Bryansk State University named after Academician I. G. Petrovsky 

 

We prove the following theorems: 1) If in a finite group G  all nonquasisubnormal nonnilpotent maximal 

subgroups have primar odd indices, then G  is solvable; 2) If in a finite group G  the representatives of at 

least three classes nonquasisubnormal nonnilpotent of maximal subgroups of solvable  and have an odd pri-

mary indeces, the group G  is solvable; 3) If in a finite group G  the representatives of at least two classes 

nonquasisubnormal nonnilpotent  maximal subgroups are 2-closed and have primary indeces, the group G  is 

solvable; 4) If in a finite group G  all nonquasisubnormal nonnilpotent maximal subgroups of 2-nilpotent 

and have  primar  indices, then G  is solvable. 

Keywords: finite group, quasisubnormal subgroup, maximal subgroup, the index of the subgroup, solvable 

group.  
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