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В условиях осевой симметрии изучена контактная задача линейной теории упругости о действии жесткого 

кольцевого бандажа конечной длины на бесконечный полый круговой цилиндр. Интегральное уравнение этой задачи 

получено при помощи преобразования Фурье. Для символа ядра интегрального уравнения контактной задачи пред-

ложена новая аппроксимация, которая эффективна при любой толщине стенок полого цилиндра. На основе этой 

аппроксимации получено сингулярное асимптотическое решение, а также сделаны расчеты контактного давления и 

его интегральной характеристики для цилиндров с тонкими стенками. Важно, что параметры аппроксимации на-

ходились при помощи численного метода Монте-Карло. Данный метод особо эффективен при большом числе неиз-

вестных параметров, возникающих именно для тонкостенных цилиндров. Ранее для аналогичных задач использова-

лась аппроксимация суммой двух разных функций, что приводило лишь к приближенному решению функционального 

уравнения, которое возникает в методе Винера  Хопфа. Более простая аппроксимация ранее применялась для 

сплошного цилиндра. Также изучался случай конечного полого цилиндра при скользящей заделке его торцов. Найден-

ное решение может быть применено для анализа прочности трубопроводов при укреплении их бандажами. 

 

Ключевые слова: контактная задача, упругий полый цилиндр. 

 

The axially symmetric contact problem of the linear elasticity theory is investigated on the interaction between a rigid an-

nular sleeve of finite length and an infinite hollow circular cylinder. The integral equation of the problem is derived by using 

a Fourier transformation. A new approximation for the kernel symbol of the integral equation of the problem is suggested to 

be effective for any cylinder wall thickness. On the basis of this approximation a singular asymptotic solution is constructed, 

the contact pressure and its integral characteristic are calculated for thin-walled cylinders. It is important that the parameters 

of the approximation are calculated with the help of the numerical Monte Carlo method. This method is especially fruitful for 

a big number of unknown parameters arising for thin-walled cylinders. Earlier for similar problems an approximation in the 

form of a sum of two different functions has been used giving only an approximate solution of the functional equation in the 

Wiener - Hopf method. A more simple approximation was used for a solid cylinder. The case of a finite hollow cylinder with 

end-walls subject to sliding support has been previously considered. The solution constructed can be useful for strength anal-

ysis of pipelines in contact with sleeves. 

 

Keywords: contact problem, elastic hollow cylinder. 
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Исследована осесимметричная контактная зада-

ча теории упругости о взаимодействии жесткого 

кольцевого бандажа конечной длины с бесконеч-

ным полым круговым цилиндром. Предложена но-

вая аппроксимация символа ядра интегрального 

уравнения (ИУ) этой задачи, эффективная при лю-

бой толщине стенок цилиндра. На основе этой ап-

проксимации получено сингулярное асимптотиче-

ское решение, сделаны расчеты интегральной ха-

рактеристики контактного давления для тонко-

стенных цилиндров. Ранее для аналогичных задач 

использовалась аппроксимация суммой двух функ-

ций, приводящая лишь к приближенному решению 

функционального уравнения, возникающего в ме-

тоде Винера  Хопфа [1]. Более простая аппрокси-

мация применялась для сплошного цилиндра [2]. 

Изучался случай конечного полого цилиндра [3]. 

В цилиндрических координатах r, z рассмот-

рим полый упругий цилиндр {1  r  , |z|  }   

с модулем сдвига G и коэффициентом Пуассона 

. На цилиндр с натягом  надет жесткий кольце-

вой бандаж шириной 2a; остальная часть его по-

верхности свободна от напряжений. При помощи 

преобразования Фурье сведем задачу к ИУ отно-

сительно контактного давления r(,z)  q(z) 

(|z|  a), которое после введения безразмерных 

обозначений 
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Здесь In(u), Kn(u) – модифицированные функции 

Бесселя. В пределе при k ИУ (1) совпадает с 

известным ИУ для сплошного цилиндра [1–3]. Па-

раметры k и  характеризуют соответственно тол-

щину стенок цилиндра и относительную ширину 

бандажа. 

Функция-символ L(u) характеризуется следую-

щим асимптотическим поведением в нуле и беско-

нечности: 
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При достаточно малых  для решения ИУ (1) 

применим сингулярный асимптотический метод 

[2]. Для факторизации функции L(u) аппроксими-

руем ее на действительной оси с учетом свойств (2) 

выражением (GmGn при mn) 
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Для нахождения параметров аппроксимации (3) 

использовался метод Монте-Карло, слабо завися-

щий от значения M. При росте M наблюдается уве-

личение точности аппроксимации. При возраста-

нии k построение аппроксимации (3) усложняется 

(например, при k0,1 для достижения погрешности 

  1 % достаточно взять лишь M1). 

В таблице при 0,3, E1,1, M4 даны значения 

параметров аппроксимации (3) и ее относительная 

погрешность  для тонкостенного цилиндра 

(k  0,9). Значения D и C находятся соответственно 

по последним равенствам (2) и (3). 
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В результате главный член асимптотического ре-

шения ИУ (1) при малых  можно построить в форме 
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Здесь erf(x) – интеграл вероятностей; K0(t) – мо-

дифицированная функция Бесселя. На основании 

формул (4) для интегральной характеристики ре-

шения получим выражение 
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В последней колонке таблицы даны значения 

характеристики (5) при 0,25. Как показывает 

численный анализ, при 1 погрешность формул 

(4), (5) менее (7+) %. Для сплошного цилиндра 

(k) в окрестности значения 2 наблюдалось 

сближение сингулярного и регулярного асимптоти-

ческих решений [2]. При возрастании k (утончении 

стенок цилиндра) контактное давление снижается. 

Развитая методика позволяет получить явное ре-

шение контактной задачи практически для любых 

значений k. Отметим, что при k0,98 полый ци-

линдр можно считать цилиндрической оболочкой. 
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Параметры аппроксимации и характеристика / The parameters of approximation and characterization 
 

k B A0 G1 G2 G3 G4 , % P/f 

0,90 1,536 2,873 7,414 7,151 6,625 7,150 7,0 1,60 

0,91 1,550 2,951 6,957 6,964 7,915 7,819 7,0 1,42 

0,92 1,633 3,048 8,739 8,036 7,578 7,249 6,5 1,25 

0,93 1,746 3,163 8,622 7,998 8,489 8,785 6,0 1,09 

0,94 1,906 3,271 9,257 9,713 8,371 9,626 6,0 0,925 

0,95 2,016 3,542 12,736 8,335 10,572 9,682 6,0 0,764 

0,96 2,209 3,709 14,537 11,753 9,997 9,897 5,5 0,605 

0,97 2,566 3,910 11,866 11,432 15,655 14,825 6,0 0,450 

0,98 2,580 4,480 8,899 18,720 19,862 20,001 8,5 0,296 

0,99 4,003 5,564 15,701 16,339 35,844 41,186 11,0 0,144 
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