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К АНАЛИЗУ АРИФМЕТИЧЕСКОГО ХАОСА  
 

Из множества натуральных 
чисел от 1 до N извлечем произ-
вольным образом числовую 
последовательность Х1, Х2, …, 
Хn, содержащую n чисел. Числа 
выбранной последовательности 
могут иметь различное взаим-
ное расположение. В частности, 
последовательность может ока-
заться монотонно возрастаю-
щей, монотонно убывающей 
или содержать чередование экс-
тремумов. В этом случае можно 
говорить о существовании не-
которого порядка в расположе-
нии чисел. Однако, возможно 
также, что порядок такого рода 
отсутствует, и тогда можно го-
ворить о хаотичности или бес-
порядочности расположения 
чисел последовательности. 

В общем случае задача со-
стоит в конструировании харак-
теристик хаоса, позволяющих с 
этой точки зрения отличать друг 
от друга хаотические последо-
вательности. Поскольку обще-
известной характеристикой не-
определенности или хаоса явля-
ется энтропия, то решение рас-
сматриваемой задачи следует 
искать на пути построения ка-
ких-либо вероятностных рас-
пределений. 

Приведем несколько вари-
антов такого построения. Од-
ним из них может быть сле-
дующий. Рассмотрим в данной 
последовательности все тройки 
соседних чисел вида Xk, Xk+1, 
Xk+2 (k=1, 2, …, n-2) и разобьем 
их на две группы: 

1) Xk   < Xk+1   < Xk+2        или 
Xk > Xk+1 > Xk+2,  

2) Xk+1 > Xk, Xk+1 > Xk+2  или 
Xk+1 < Xk, Xk+1 < Xk+2. 

Первая группа соответству-
ет возрастанию или убыванию 

чисел в тройке, а вторая – нали-
чию экстремума. Подсчитаем 
количество троек в обеих груп-
пах и обозначим это количество 
соответственно через n1, n2. То-
гда отношения P1 = n1 / (n-2);       
P2 = n2 / (n-2) можно рассматри-
вать как вероятности встречи 
тройки из первой и второй 
групп. Энтропия этого вероят-
ностного распределения равна 

H = - P1L(P1) – P2L(P2), 
где символом L обозначены ло-
гарифмы с основанием 2. Оче-
видно, что величина Н прини-
мает значения из отрезка от 0 до 
1. При этом Н = 1 лишь в том 
случае, когда P1 = P2, т.е. когда 
числовых троек в обеих группах 
будет одинаковое количество. 
Нулевая энтропия соответствует 
случаю, когда P1=1, Р2 = 0 или 
P1 = 0, Р2 = 1, т.е. когда после-
довательность монотонно воз-
растает (убывает) или когда 
происходит чередование экс-
тремумов, что графически соот-
ветствует пилообразной линии. 

Пусть, например, имеются 
последовательности:  

1) 3, 5, 2, 7, 6, 1, 4, 8, 10, 9 
 и  

2) 8, 9, 10, 1, 4, 2, 3, 7, 5, 6. 
Вычисление вероятностей и 
значений энтропии дает:  

1) P1 = 5/8, Р2 = 3/8, Н = 0,954; 
2) P1 = 6/8, Р2 = 2/8, Н = 0,811.  

Как видим, первая последова-
тельность более хаотична, чем 
вторая. 

Приведенный критерий 
оценки хаотически не улавлива-
ет различия между возрастани-
ем и убыванием последователь-
ности, а также не различает 
максимума и минимума в чи-
словой тройке. Увеличить чув-
ствительность критерия можно 

следующим образом. 
Рассмотрим знаки разности 

Xk+1 – Xk (k = 1, 2, …, n-1) и со-
поставим положительной раз-
ности число 1, а отрицательной 
– число 0. Тогда данной после-
довательности будет соответст-
вовать двоичная последователь-
ность из единиц и нулей, в ко-
торой пары соседних членов 
могут быть расположены че-
тырьмя вариантами: 11, 10, 01, 
00. Каждому варианту соответ-
ствует вероятность (относи-
тельная частота встречи). Для 
распределения вероятностей P1, 
…, Р4  вычислим энтропию 
H2 = - [P1L(P1) +..+ P4L(P4)] / 2, 
которая и будет количественной 
характеристикой арифметиче-
ского хаоса. Как и прежде, ве-
личина Н принимает значения 
на отрезке от 0 до 1. При этом у 
возрастающей последователь-
ности P1 = 1, для убывающей Р2 
= 1. В обоих случаях энтропия 
равна нулю. 

Если же экстремумы чере-
дуются, то P3 = Р4 = ½ и, следо-
вательно Н2=0,5. Таким обра-
зом, в пилообразной картине в 
отличие от предыдущего новый 
критерий отмечает наличие не-
которого хаоса. 

В проведенном выше при-
мере двоичные последователь-
ности и соответствующие им 
вероятности имеют вид:  
1) 101001110; 2/8, 3/8, 2/8, 1/8; 
2) 110101101; 2/8, 3/8, 3/8, 0, что 
дает значения энтропии: 1) Н2 = 
0,953; 2) Н2 = 0,781. В сравне-
нии с первым критерием хао-
тичности, где разность энтро-
пий 0,143, второй с разностью 
энтропий 0,172 оказывается 
более чувствительным к вариа-
ции числовых оценок хаоса. 
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Изложенный подход объе-
диняет в один класс все моно-
тонные последовательности, 
считая их вполне упорядочен-
ным и обладающими нулевой 
энтропией. Другими словами, 
беспорядочность рассматрива-
ется лишь как чередование мо-
нотонных фрагментов последо-
вательности с экстремумами 
или пиками. 

Однако это не вполне согла-
суется с интуитивным пред-
ставлением об отсутствии по-
рядка. Примером тому может 
служить возрастающая после-
довательность простых чисел, в 
которой расстояние между со-
седними числами не подчиняет-
ся какой-либо закономерности. 

Очевидно, что с рассматри-
ваемых позиций различия меж-
ду возрастающей и убывающей 
последовательностями не суще-
ствует, поскольку одна из дру-
гой получается перенумерацией 
членов. Поэтому остановимся 
лишь на возрастающей после-
довательности натуральных 
чисел Xk+1 > Xk  (k =1, 2, …, n-1). 

Вместе с ней рассмотрим 
последовательность разностей 
Zk = Xk+1 – Xk (k = 1, 2, …, n-1) и 
последовательность вторых 
разностей  Vk = Zk+1 – Zk (k = 1, 
2, …, n-2). У первой из них все 
члены положительны, а у вто-
рой могут иметь разные знаки. 

Вторым разностям сопоста-
вим числа 1 или 0 в зависимо-
сти от того, положительна она 
или отрицательна. Если вторая 
разность равна нулю, то усло-
вимся сопоставлять ей число 1.  

У образованной двоичной 
последовательности будем, как 
и прежде, искать энтропию рас-
пределения вероятностей (отно-
сительных частот), с которыми 
встречаются соседние пары чи-
сел 11, 10, 01, 00. Значение этой 
энтропии будет числовой харак-
теристикой хаоса в расположе-
нии членов возрастающей по-
следовательности. Отметим, что 
энтропия арифметической про-
грессии равна нулю, поскольку 

для нее все первые разности 
одинаковы и, следовательно,  
вторые разности равны нулю. 

Представляет интерес пове-
дение энтропии с увеличением 
числа членов возрастающей 
последовательности. Пусть, на-
пример, имеются три последо-
вательности простых чисел с 
числом членов 10, 20, 30. Это 
числа от 3 до 31, от 3 до 73 и от 
3 до 119. Энтропии этих после-
довательностей равны соответ-
ственно 0,779; 0,952; 0,946. От-
сюда видно, что с ростом числа 
членов последовательности ее 
энтропия асимптотически стре-
мится к единице. 

В двоичной последователь-
ности, соответствующей вто-
рым разностям, можно рассмат-
ривать не только пары соседних 
чисел, но и тройки, четверки и 
т.д. Остановимся на случае с 
тремя соседними числами: 111, 
110, 101, 011, 100, 010, 001, 000. 
Этим восьми вариантам соот-
ветствуют вероятности их 
встречи P1, …, P8 с энтропией 
распределения H3 = -[P1L(P1) + 
..  + P8L(P8)] / 3. 

Сравним, для примера, ве-
личины H2 и Н3 у последова-
тельностей простых чисел от 3 
до 31 и от 3 до 73. Для первой 
из них H2 = 0,779; H3 = 0,693, а 
для второй H2 = 0,952; H3 = 
0,885, т.е. в обоих случаях H2 > 
H3. При этом разность энтропий 
0,140 и 0,067 убывает с увели-
чением числа членов последо-
вательности. 

К рассматриваемому классу 
комбинаторных задач принад-
лежат и задачи, связанные и 
изучением случайных графов. 
Граф А (n, m) с n вершинами и 
m ребрами называется случай-
ным, если вероятность смежно-
сти любых двух его вершин 
равна 0,5. Так как число ребер   
полного графа равно n (n-1) / 2, 
то среднее значение случайной 
величины m равно n (n-1) / 4. 

Со случайным графом мож-
но связать вероятностное рас-
пределение и его энтропию сле-

дующим образом. Рассмотрим у 
данного графа все его подграфы 
третьего порядка. Это множест-
во содержит четыре класса под-
графов: цикл, двухзвенная цепь, 
ребро и вершина, три попарно 
несмежных вершины. Если Р1, 
…, P4 – вероятности (относи-
тельные частоты) встречи каж-
дого из четырех подграфов в 
данном графе, то энтропия это-
го распределения 
H = - [P1L(P1) + … + P4L(P4)] / 2 
характеризует алгоритмическую 
сложность описания данного 
графа и может выступать в роли 
количественной оценки его хао-
тичности. 

Пусть, например, имеются 
24 графа с шестью вершинами и 
семью ребрами. Заметим, что у 
полного графа шестого порядка 
число ребер равно 15. Поэтому 
у случайного графа число ребер 
равно 7 или 8. Но поскольку 
граф А (6, 8) является дополне-
нием графа А (6, 7), то энтропии 
у них одинаковы. 

Найденные значения энтро-

пии для 24 графов А (6, 7) при-
надлежит отрезку от 0,361 до 
0,963. На рисунке приведены 
изображения графов с экстре-
мальным значением энтропии. 

 
Н = 0,361 

 
Н = 0,963 

Вероятности распределения 
случайной величины Н в семи 
интервалах от 0,3 до 1 равны 
соответственно 0,02; 0,02; 0,04; 
0,08; 0,36; 0,28; 0,20.  Как ви-
дим, распределение обладает 
ярко выраженной асимметрией 
с модой в интервале от 0,7 до 
0,8. 
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