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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîäèêà è ìåòîäîëîãèÿ ââåäå-
íèÿ è èçó÷åíèÿ îñíîâíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïîíÿòèé è
òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû â öåëîì. Ïîêàçàíà íåîá-
õîäèìîñòü è âàæíîñòü îáó÷åíèÿ òîïîëîãèè ñòóäåí-
òîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé ïîäãîòîâêè. Ïðåä-
ñòàâëåíî àâòîðñêîå èçëîæåíèå äàííîãî ìàòåðèàëà.

In this article we consider the methods and
philosophy of introducing and studying topological
conceptions. We explain the necessity and importance
of considering topology by students-mathematics.
There presented the interpreted algebraic structures
by the authors.
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Ââåäåíèå
Ìû ïðîäîëæàåì ðàçâèâàòü ïîäõîä ê èçó÷å-

íèþ ìàòåìàòèêè êàê ñòðóêòóðíîé íàóêè, íà÷à-
òûé â ñåðèè ðàáîò [1] ïî èçó÷åíèþ òåîðåòèêî-ìíî-
æåñòâåííûõ, àëãåáðàè÷åñêèõ, ïîðÿäêîâûõ, ìåò-
ðè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Íà î÷åðåäè – ðàññìîòðåíèå
êîíêðåòíûõ ñòðóêòóð äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè
(êîìáèíàòîðèêà, ãðàôû, àâòîìàòû), êîìïüþòåð-
íîé àëãåáðû è âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè.

Òîïîëîãèÿ (îò äðåâíåãðå÷åñêèõ òîïîñ – ìåñ-
òî è ëîãîñ – ó÷åíèå) – ìàòåìàòè÷åñêàÿ íàóêà,
èññëåäóþùàÿ ÿâëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè è ñõîäè-
ìîñòè, âûðàæåííûå â ïîíÿòèÿõ òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Îä-
íîé èç ïåðâûõ òîïîëîãè÷åñêèõ çàäà÷ ñ÷èòàåòñÿ
èçâåñòíàÿ ãîëîâîëîìêà î êåíèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ,
êîòîðóþ â 1736 ã. ðåøèë çíàìåíèòûé øâåéöàð-
ñêèé ó÷åíûé Ëåîíàðä Ýéëåð (1707–1783). Â XIX â.
òîïîëîãèÿ òðàêòîâàëàñü êàê àíàëèç ïîëîæåíèÿ
(îò ëàòèíñêîãî analysis situs). Ñàì òåðìèí «òî-
ïîëîãèÿ» ââåë â íàó÷íûé îáîðîò íåìåöêèé ìàòå-
ìàòèê Èîãàíí Ëèñòèíã (1808–1882) â 1848 ã. â
êíèãå «Ïðåäâàðèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî òîïî-
ëîãèè». Òîïîëîãèÿ îòíîñèòñÿ ê ãåîìåòðè÷åñêîìó

íàïðàâëåíèþ â ðàçâèòèè ìàòåìàòèêè. Â ñîâðåìåí-
íîé òîïîëîãèè ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñëåäóþùèå îñ-
íîâíûå ðàçäåëû: îáùàÿ òîïîëîãèÿ, ãåîìåòðè÷åñ-
êàÿ òîïîëîãèÿ, àëãåáðàè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ, äèô-
ôåðåíöèàëüíàÿ òîïîëîãèÿ, âû÷èñëèòåëüíàÿ (êîì-
ïüþòåðíàÿ) òîïîëîãèÿ.

Îáùàÿ òîïîëîãèÿ (èëè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-
íàÿ òîïîëîãèÿ) – ó÷åíèå î òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóê-
òóðå, ðàññìàòðèâàåìîé â íàèáîëåå àáñòðàêòíîì
è ÷èñòîì âèäå. Â 1914 ã. íåìåöêèé ìàòåìàòèê
Ôåëèêñ Õàóñäîðô (1868–1942) â ñâîåé êíèãå [2]
ââåë â ðàññìîòðåíèå ïîíÿòèå îòäåëèìîãî òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîçäíåå ïîëó÷èâøåãî
íàçâàíèå õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà. Òåì ñàìûì
áûëî ïîëîæåíî íà÷àëî íîâîìó ðàçäåëó ìàòåìà-
òèêè – îáùåé òîïîëîãèè. Òåðìèí «îáùàÿ òîïî-
ëîãèÿ» âïåðâûå èñïîëüçîâàë â 1937 ã. àìåðèêàí-
ñêèé ìàòåìàòèê Ìàðøàëë Ñòîóí (1903–1989) – â
íàçâàíèè ñâîåé ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòû [3].
Âïåðâûå îáùåå îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà äàíî â 1922 ã. ïîëüñêèì ìàòåìàòèêîì
Êàçèìåæåì Êóðàòîâñêèì (1896–1980) ñ ïîìîùüþ
îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ. Â 1925 ã. ñîçäàòåëü ìîñêîâ-
ñêîé òîïîëîãè÷åñêîé øêîëû Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâ
(1896–1982) äàë îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ÷åðåç îòêðûòûå ìíîæåñòâà, à â 1927 ã.
ïîëüñêèé ìàòåìàòèê Âàöëàâ Ñåðïèíñêèé (1882–
1969) – ÷åðåç çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Ïîíÿòèå òî-
ïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ëåæèò â îñíîâå ñî-
âðåìåííîé òîïîëîãèè è ìàòåìàòèêè â öåëîì [4].

Ñ òîïîëîãèåé ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ïî òðó-
äàì [5], à äëÿ íà÷àëà ðåêîìåíäóåì êíèãè [6].

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ
Ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà âî ìíîãîì – ñòðóê-

òóðíàÿ íàóêà, èçó÷àþùàÿ ôîðìàëüíûå îòíîøå-
íèÿ ðåàëüíîñòè, îòðàæàþùèå ïðîÿâëåíèÿ ôèëî-
ñîôñêèõ êàòåãîðèé êîëè÷åñòâà, ôîðìû, ìåðû è
âûðàæåííûå â ïîíÿòèè ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû. Ãðóïïà ôðàíöóçñêèõ ìàòåìàòèêîâ, âûñòó-
ïàâøàÿ ïîä ïñåâäîíèìîì Íèêîëà Áóðáàêè (1937–
1968), âûäåëèëà òðè òèïà ôóíäàìåíòàëüíûõ ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð: àëãåáðàè÷åñêèé, ïîðÿäêî-
âûé è òîïîëîãè÷åñêèé. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî Áóðáà-
êè â 1948 ã. â ñòàòüå «Àðõèòåêòóðà ìàòåìàòèêè»
[7] íàçâàëè ìàòåìàòèêó ó÷åíèåì î ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ ñòðóêòóðàõ. Ñì. òàêæå [8].

Èçó÷åíèþ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïðåä-
øåñòâóåò èçó÷åíèå òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ [9], êîòîðàÿ ñëóæèò ïðîïåäåâòèêîé îñ-
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âîåíèÿ è îâëàäåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.
Â òîïîëîãèè, êàê è â òåîðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ, ïðèìåíÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåðìèíî-
ëîãèÿ (òî÷êà, ïðîñòðàíñòâî, ïîäïðîñòðàíñòâî
è ò. ä.), õîðîøî ñîãëàñóþùàÿñÿ ñ íàøèìè íàãëÿä-
íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè. Â ïðîöåññå ïðåïîäàâà-
íèÿ òîïîëîãèè íåîáõîäèìî îïèðàòüñÿ íà èçó÷åí-
íûå ðàíåå ïîíÿòèÿ è ñòðóêòóðû (ãåîìåòðè÷åñêèå,
÷èñëîâûå, ìåòðè÷åñêèå). Ïðè ýòîì âàæíåéøèì
êîíêðåòíûì ïðèìåðîì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà áûëà è îñòàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ R [10].

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî – ôóíäàìåíòàëü-
íûé âèä àáñòðàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ, ôîðìàëèçóþùèé
ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè, ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà (ñõî-
äèìîñòè) è áëèçîñòè ìåæäó òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà.
Âàæíî èçó÷àòü òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà âìåñ-
òå ñ èõ íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè, îáðàçóþ-
ùèìè â ñîâîêóïíîñòè êàòåãîðèþ òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Ïðåäìåòîì òîïîëîãèè ñëóæèò èçó÷åíèå òîïî-
ëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ è ñâîéñòâ ôèãóð â òî-
ïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå ñîõðàíÿ-
þòñÿ ïðè ãîìåîìîðôèçìàõ. Åâêëèäîâû ïðîñòðàí-
ñòâà R2 è R3 ïîçâîëÿþò íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòîðîíó ìûøëåíèÿ â òî-
ïîëîãèè, îïèðàþùóþñÿ íà èíòóèöèþ [11]; ïðè
ýòîì ãîìåîìîðôèçìû ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð ìûñ-
ëÿòñÿ êàê èõ äåôîðìàöèè áåç ðàçðûâîâ. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, â äèäàêòè÷åñêîì è ìåòîäîëîãè÷åñ-
êîì ïëàíå âåñüìà ïîëåçíî ðàññìîòðåíèå ðàçëè÷-
íûõ ýêçîòè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, âêëþ÷àÿ êîíå÷-
íûå ïðîñòðàíñòâà [12], äàëåêèõ îò êëàññè÷åñêèõ
îáúåêòîâ. Âåñüìà æåëàòåëüíî, ÷òîáû èçó÷åíèå
àáñòðàêòíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ìàòåðèàëà – òàì,
ãäå ýòî âîçìîæíî – ñîïðîâîæäàëîñü íàãëÿäíû-
ìè ãåîìåòðè÷åñêèìè îáðàçàìè è ñõåìàìè, ìîòè-
âèðîâêàìè è èëëþñòðàöèÿìè.

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ðàñêðûòèå ñó-
ùåñòâóþùèõ ñâÿçåé ìåæäó îñíîâíûìè òèïàìè
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòðóêòóð [13].

Ðàçäåë «Ýëåìåíòû òîïîëîãèè» âõîäèò â ïðî-
ãðàììó îáó÷åíèÿ ñòóäåíòîâ íàïðàâëåíèé ïîäãî-
òîâêè, ñâÿçàííûõ ñ ìàòåìàòèêîé. Íà÷àëà òîïî-
ëîãèè èçó÷àþòñÿ ñòóäåíòàìè-ìàòåìàòèêàìè â êóð-
ñàõ ãåîìåòðèè è òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíî-
ãî ïåðåìåííîãî, íà ñïåöêóðñàõ – ïîñëå ðàçäåëà
«Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà».

Ñîäåðæàòåëüíî ìåòîäèêà âêëþ÷àåò â ñåáÿ îò-
áîð îñíîâíûõ ïîíÿòèé, ïðèìåðîâ è ôàêòîâ; ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà; ñèñòåìó ó÷åá-
íûõ è èññëåäîâàòåëüñêèõ óïðàæíåíèé è çàäà÷.

Ñòðóêòóðíîå èçó÷åíèå òîïîëîãèè âåäåòñÿ â
ðàìêàõ öåëîñòíîãî ìåòîäîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà,
ïî ñâîåé íàïðàâëåííîñòè è ôîðìå îáùåãî ñ èçó-
÷åíèåì äðóãèõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ñòðóêòóð [14].

Ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðû ïðåäïîëàãàåò ñëåäóþùåå:

1. Ïðîïåäåâòèêà íà ãåîìåòðè÷åñêîì è ìåòðè-
÷åñêîì ìàòåðèàëå.

2. Èñòîðè÷åñêèå ýòàïû ðàçâèòèÿ òîïîëîãèè.
3. Ìåòîäîëîãè÷åñêèå àñïåêòû.
4. Áàçîâûå îïðåäåëåíèÿ è òåðìèíîëîãèÿ.
5. Ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
6. Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-

ñòðàíñòâ.
7. Ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ïîíÿòèÿ

òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (íåçàâèñèìîñòü
àêñèîì, êîíå÷íûå ïðîñòðàíñòâà, îáîáùåíèÿ).

8. Èçëîæåíèå ýëåìåíòîâ îáùåé òîïîëîãèè.
9. Âçàèìîñâÿçè òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñ

àëãåáðàè÷åñêîé è ïîðÿäêîâîé ñòðóêòóðàìè.
10. Ïðèìåíåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå,

ãåîìåòðèè, ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå, äèñêðåòíîé
ìàòåìàòèêå.

11. Ñèñòåìà ó÷åáíûõ è ðàçâèâàþùèõ óïðàæ-
íåíèé.

12. ÍÈÐÑ ïî îáùåé òîïîëîãèè. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà óêàæåì òåìó èññëåäîâàíèÿ sc-ôóíêöèé [15].

Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà
Â õîäå èçó÷åíèÿ äàííîé òåìû ââîäÿòñÿ ïîíÿ-

òèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, åãî ïîäïðîñ-
òðàíñòâà, õàóñäîðôîâîñòè, êîìïàêòíîñòè, ñâÿç-
íîñòè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, íåïðåðûâíî-
ãî îòîáðàæåíèÿ ãîìåîìîðôèçìà òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ, ôàêòîðïðîñòðàíñòâà è ïðÿìîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ.

Íà÷íåì ñ êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ Àëåê-
ñàíäðîâà.

Îïðåäåëåíèå 1. Òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì íàçûâàåòñÿ ïàðà +X,  J,, ãäå J – ìíîæå-
ñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå óñëîâèÿì:

(1) i, X 0 J;
(2) îáúåäèíåíèå ëþáîãî íåïóñòîãî ñåìåéñòâà

ìíîæåñòâ èç J ëåæèò â J;
(3) ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ èç J

ïðèíàäëåæèò J.
Óñëîâèÿ (1)–(3) ñóòü àêñèîìû òîïîëîãè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà, ìíîæåñòâî J íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè-
åé íà X. Ìíîæåñòâà U 0 J íàçûâàþòñÿ îòêðû-
òûìè ìíîæåñòâàìè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà +X,  J,, à èõ äîïîëíåíèÿ X\U – çàìêíóòûìè
ìíîæåñòâàìè. Ñèìâîë J ÷àñòî îïóñêàåòñÿ.

Ïðèâåäåì òåïåðü îïðåäåëåíèå Êóðàòîâñêîãî,
âçÿâøåãî çà îñíîâó ïîíÿòèå çàìûêàíèÿ ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2. Òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X ñ çàäàííûì íà
ìíîæåñòâå B(X) âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ îïåðàòî-
ðîì çàìûêàíèÿ [ ], îáëàäàþùèì ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

i) A  f [A] äëÿ ëþáîãî A f X;
ii) [[A]] = [A];
iii) [A c B] = [A]  c [B];
iv)[i] = i.
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Ïåäàãîãèêà è ïñèõîëîãèÿ

Òåîðåìà 1. Îïðåäåëåíèÿ 1 è 2 ýêâèâàëåíòíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíî òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî +X,  J, â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1. Çà-
äàäèì íà B(X) îïåðàòîð çàìûêàíèÿ [ ] ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî A 0 B(X) ïîëîæèì
[A] = 1 {B f X: A f B è B çàìêíóòî â +X,  J,}. Ìíî-
æåñòâî [A] íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A
â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå +X,  J,. Ëåãêî ïðî-
âåðÿþòñÿ âñå ñâîéñòâà i)–iv) îïðåäåëåíèÿ 2.

Îáðàòíî, ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî +X, [ ], â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2. Ïðè
ýòîì ìíîæåñòâî B f X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì,
åñëè [B] = B. Òîãäà J ={A f X: X\A çàìêíóòî}
óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì (1)–(3) îïðåäåëåíèÿ 1.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî óêàçàííûå ñîîòâåò-
ñòâèÿ âçàèìíî îáðàòíû: äëÿ ëþáîãî A f X èìå-
åì A 0 J Y [X\A] = X\A Y A 0 J.

Çàìå÷àíèå 1. Ïîìèìî óêàçàííûõ òðåõ îïðåäå-
ëåíèé òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñóùåñòâóþò è
äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå èì îïðåäåëåíèÿ. Îíè áàçè-
ðóþòñÿ íà ñëåäóþùèõ ïîíÿòèÿõ: ïðåäåëüíàÿ òî÷-
êà, âíóòðåííîñòü, ãðàíèöà, íàðîñò, ñõîäèìîñòü íà-
ïðàâëåííîñòè, îêðåñòíîñòü òî÷êè, îêðåñòíîñòü ìíî-
æåñòâà, îòêðûòàÿ áàçà, îòíîøåíèå áëèçîñòè è ò. ä.

Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèå f: X 6 Y òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì,
åñëè ïðîîáðàç f–1(U) ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæå-
ñòâà U â Y åñòü îòêðûòîå ìíîæåñòâî â X. Âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîå è âçàèìíî íåïðåðûâíîå îòîáðà-
æåíèå f: X 6 Y òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íà-
çûâàåòñÿ èõ ãîìåîìîðôèçìîì (X íà Y), à ñàìè
ïðîñòðàíñòâà – ãîìåîìîðôíûìè (X . Y).

Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ îáîáùàåò ïîíÿòèå íåïðåðûâíîñòè
îòîáðàæåíèé ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, à ãîìåî-
ìîðôíîñòü äâóõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îáîá-
ùàåò ïîíÿòèå èçîìåòðèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Îòìåòèì, ÷òî ãîìåîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâà îáëà-
äàþò àáñîëþòíî îäèíàêîâûìè àáñòðàêòíûìè
òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ïîýòîìó êîìïàêò-
íîå ïðîñòðàíñòâî [0, 1] íå ãîìåîìîðôíî íåêîì-
ïàêòíîìó ïðîñòðàíñòâó (0, 1); çäåñü ïðîñòðàíñòâà
áåðóòñÿ ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãèåé. Êîìïàêòíûå
ïðîñòðàíñòâà [0, 1] è îêðóæíîñòü òàêæå íå ãîìåî-
ìîðôíû (ïî÷åìó?). À åñëè èç îêðóæíîñòè âûáðî-
ñèòü îäíó òî÷êó, òî ïîëó÷èì íåêîìïàêòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ãîìåîìîðôíîå èíòåðâàëó (0, 1).

Ðàññìîòðèì äàëåå îñíîâíûå óñëîâèÿ îòäåëè-
ìîñòè, íàêëàäûâàåìûå íà òîïîëîãè÷åñêèå ïðî-
ñòðàíñòâà, â ïîðÿäêå èõ óñèëåíèÿ: T

0
-ïðîñòðàí-

ñòâà e T
1
-ïðîñòðàíñòâà e õàóñäîðôîâû ïðîñòðàí-

ñòâà e ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà e òèõîíîâñêèå
ïðîñòðàíñòâà e íîðìàëüíûå ïðîñòðàíñòâà e ñî-
âåðøåííî íîðìàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèÿ 4. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
X íàçûâàåòñÿ:

T
0
-ïðîñòðàíñòâîì, èëè êîëìîãîðîâñêèì –

ââåäåííûì â ìàòåìàòèêó À. Í. Êîëìîãîðîâûì

(1903–1987) â 1935 ã., åñëè äëÿ ëþáûõ åãî ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê x è y íàéäåòñÿ îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî U â X, ñîäåðæàùåå ðîâíî îäíó èç íèõ: x 0 U,
y  ó U èëè y 0 U, x  ó U;

T
1
-ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþáûõ åãî ðàç-

ëè÷íûõ òî÷åê x è y íàéäåòñÿ îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî â X, ñîäåðæàùåå x è íå ñîäåðæàùåå y;

õàóñäîðôîâûì (èëè T
2
-ïðîñòðàíñòâîì), åñëè

äëÿ ëþáûõ åãî ðàçëè÷íûõ òî÷åê x è y íàéäóòñÿ
òàêèå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà U
è V â X, ÷òî x  0 U è y  0 V;

ðåãóëÿðíûì (èëè T
3
-ïðîñòðàíñòâîì), åñëè îíî

ÿâëÿåòñÿ T
1
-ïðîñòðàíñòâîì è äëÿ ëþáûõ åãî òî÷-

êè x è íå ñîäåðæàùåãî åå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà
B íàéäóòñÿ òàêèå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå
ìíîæåñòâà U è V â X, ÷òî x  0 U è B f V;

òèõîíîâñêèì (âïîëíå ðåãóëÿðíûì, èëè
T

3,5
-ïðîñòðàíñòâîì), åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ

T
1
-ïðîñòðàíñòâîì è äëÿ ëþáûõ òî÷êè x è íå ñî-

äåðæàùåãî åå çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà B â X ñó-
ùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f:  X 6 R, äëÿ
êîòîðîé f(x) = 1 è f(B) = {0};

íîðìàëüíûì (èëè T
4
-ïðîñòðàíñòâîì), åñëè îíî

ÿâëÿåòñÿ T
1
-ïðîñòðàíñòâîì è äëÿ ëþáûõ åãî íå-

ïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A è B ñó-
ùåñòâóþò òàêèå íåïåðåñåêàþùèåñÿ îòêðûòûå
ìíîæåñòâà U è V â X, ÷òî A f U è B f V;

ñîâåðøåííî íîðìàëüíûì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ
T

1
-ïðîñòðàíñòâîì è äëÿ ëþáûõ åãî íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A è B ñóùåñòâóåò
òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f:  X  6 R, ÷òî
A = Z(f) = { x 0 X :  f(x) = 0} è B = Z(1 – f).

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà âèäà Z(f) íàçûâàþò-
ñÿ íóëü-ìíîæåñòâàìè, à X\Z(f) – êîíóëü-ìíîæå-
ñòâàìè íà X.

Îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå äàííóþ
òî÷êó èëè äàííîå ìíîæåñòâî, íàçûâàåòñÿ îêðåñò-
íîñòüþ ýòîé òî÷êè èëè ýòîãî ìíîæåñòâà. Â òåð-
ìèíàõ îêðåñòíîñòåé ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
ïÿòü èç ñåìè ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå óñëîâèé
îòäåëèìîñòè. Ïîïðîáóéòå ýòî ñäåëàòü.

Áîëüøàÿ ëåììà Óðûñîíà óòâåðæäàåò, ÷òî âî
âñÿêîì íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ëþáûõ åãî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A è B
ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f:  X 6 [0, 1],
äëÿ êîòîðîé A f Z(f) è B f Z(1 – f).

Îïðåäåëåíèå 5. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî X íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè èç ëþ-
áîãî åãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî èçâëå÷ü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå. Îòêðûòûì ïîêðûòè-
åì ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ëþáîå ñåìåé-
ñòâî åãî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, îáúåäèíåíèå êî-
òîðîãî ñîâïàäàåò ñî âñåì X, à ïîäïîêðûòèå
ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ – ýòî ïîäñåìåéñòâî äàí-
íîãî ñåìåéñòâà.

Îáùåå ïîíÿòèå êîìïàêòíîñòè âïåðâûå ñôîð-
ìóëèðîâàë Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâ â 1922 ã., åìó ïî-
ñâÿùåíà îäíà èç ïåðâûõ â ìèðå ìîíîãðàôèé ïî
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îáùåé òîïîëîãèè [16], ïîäãîòîâëåííàÿ ê ïå÷àòè
åùå â 1923 ã. (âûøëà â ñâåò â 1929 ã.).

Ìíîæåñòâî A òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
+X,  J,, ðàññìàòðèâàåìîå ñ èíäóöèðîâàííîé òî-
ïîëîãèåé, ñîñòîÿùåé èç âñåâîçìîæíûõ ìíîæåñòâ
âèäà A 1 U, ãäå U 0 J, íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñò-
ðàíñòâîì â X.

Âàæíåéøèå ïîíÿòèÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâà è
òèõîíîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ ìû çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì. Îòìåòèì
òîëüêî ñëåäóþùèå âåùè. Òèõîíîâñêîå ïðîèçâå-
äåíèå ñåìåéñòâà òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ åñòü
èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñ íåêîòîðîé åñòåñòâåí-
íûì îáðàçîì çàäàííîé òîïîëîãèåé. Â îáùåé òî-
ïîëîãèè è âî âñåé êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêå öåí-
òðàëüíóþ ðîëü èãðàåò òåîðåìà êîìïàêòíîñòè
Òèõîíîâà 1935 ã.: ïðîèçâåäåíèå íåïóñòîãî ñåìåé-
ñòâà êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ åñòü êîìïàêòíîå
ïðîñòðàíñòâî. Â 1930 ã. À. Í. Òèõîíîâ (1906–
1993) äîêàçàë, ÷òî òèõîíîâñêèå ïðîñòðàíñòâà
èñ÷åðïûâàþòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèç-
ìà) ïîäïðîñòðàíñòâàìè êîìïàêòíûõ õàóñäîðôî-
âûõ ïðîñòðàíñòâ (íàçûâàåìûõ êîìïàêòàìè).

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè äîêàæåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ëþáîå êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî
ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì â X ïðîèçâîëüíûå
íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà A è B.
Ïîäïðîñòðàíñòâà A è B êîìïàêòíû (óïðàæíåíèå
8). Ôèêñèðóåì òî÷êó a  0 A. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè b  0 B ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îò-
êðûòûå îêðåñòíîñòè U

b
 è V

b
 òî÷åê a è b ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ìíîæåñòâà B 1 V
b
 îáðàçóþò îòêðûòîå

ïîêðûòèå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà B (ñ èíäó-
öèðîâàííîé òîïîëîãèåé ïîäïðîñòðàíñòâà). Ïîýòî-
ìó B  f V =  V

b
 c V

ñ
 c …  c V

d
 äëÿ êîíå÷íîãî

÷èñëà òî÷åê b, c, …, d 0 B. Îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî U

b
 1 U

ñ
 1 … 1 U

d 
ñîäåðæèò a è íå ïåðåñå-

êàåò V.
Èòàê, ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ òî÷êà a  0 A è

ìíîæåñòâî B îáëàäàþò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îò-
êðûòûìè îêðåñòíîñòÿìè U

a
 è V

a
. Îáúåäèíåíèå

ìíîæåñòâ U
a
, a  0 A, ñîäåðæèò êîìïàêòíîå ïîä-

ïðîñòðàíñòâî A. Ïîýòîìó A f U = U
x
 c … c U

z

äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê x,…, z 0 A. Îòêðû-
òîå ìíîæåñòâî V =  V

x
 1 … 1 V

z
 ñîäåðæèò B

è íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ îòêðûòîé îêðåñòíîñòüþ U
ìíîæåñòâà A, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òå-
îðåìû.

Îïðåäåëåíèå 6. Áàçîé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà Õ íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî S åãî
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ, ÷òî ëþáîå îòêðûòîå
ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Õ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíå-
íèåì íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ èç S, à ïðåäáàçîé ïðî-
ñòðàíñòâà Õ íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ìíîæåñòâî åãî
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ, êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ
êîòîðûõ îáðàçóþò áàçó â íåì.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, âàæíåéøèé êëàññ òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñîñòàâëÿþò ìåòðè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà. Îòêðûòûå øàðû ïðîèçâîëüíîãî
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îáðàçóþò áàçó òîïî-
ëîãèè ñîîòâåòñòâóþùåãî (ìåòðèçóåìîãî) òîïîëî-
ãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Íåêîòîðûå ïðèìåðû
1. Ïóñòü X – àíòèäèñêðåòíîå òîïîëîãè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü åãî òîïîëîãèÿ J = {i, X}.
Åñëè ìîùíîñòü X íå ìåíüøå 2, òî òàêîå X íå
ÿâëÿåòñÿ T

0
-ïðîñòðàíñòâîì.

2. Âîçüìåì X = {0, 1} ñ òîïîëîãèåé J = {i, {0}, X}.
Ïîëó÷åííîå T

0
-ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì

äâîåòî÷èåì è íå ÿâëÿåòñÿ T
1
-ïðîñòðàíñòâîì.

3. Ðàññìîòðèì ëþáîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñò-
âî X â òî÷íîñòè ñ êîêîíå÷íûìè îòêðûòûìè ìíî-
æåñòâàìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé äîïîëíåíèÿ
â X äî êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ïîëó÷àåì íåõàóñ-
äîðôîâî T

1
-ïðîñòðàíñòâî.

4. Íà åäèíè÷íîì îòðåçêå [0, 1] ðàññìîòðèì ðàñ-
øèðåíèå åñòåñòâåííîé òîïîëîãèè, ïîðîæäåííîå
äîáàâëåíèåì çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà {1, 1/2, 1/3,
…, 1/n, …}. Ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî õà-
óñäîðôîâî, íî íå ðåãóëÿðíî. Çàìåòèì, ÷òî ñóùå-
ñòâóþò ðåãóëÿðíûå ïðîñòðàíñòâà, íå ÿâëÿþùèåñÿ
òèõîíîâñêèìè.

5. Ñòðåëêà Àëåêñàíäðîâà. Ïóñòü íà [0, 1) çà-
äàíà òîïîëîãèÿ, îòêðûòóþ áàçó êîòîðîé îáðàçó-
þò âñåâîçìîæíûå ïîëóîòðåçêè [a,  b), ãäå
0  # a  < b  # 1. Äàííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî ñîâåðøåííî íîðìàëüíî, íî íåìåòðèçóåìî.

6. Òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñòðåëîê
Àëåêñàíäðîâà, áóäó÷è òèõîíîâñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì, íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì. Ïðèìåðîì íå-
íîðìàëüíîãî òèõîíîâñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñëóæèò
òàêæå òèõîíîâñêîå ïðîèçâåäåíèå íåñ÷åòíîãî ñå-
ìåéñòâà ïðÿìûõ R.

7. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé êâàäðàò. Íà ïðÿìîì ïðî-
èçâåäåíèè (0, 1) H (0, 1) òîïîëîãèÿ ïîðîæäåíà ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì: M = (a, b) < (c, d) = N
îçíà÷àåò, ÷òî a  < c èëè b  < d ïðè a = c. Áàçó
ýòîé òîïîëîãèè îáðàçóþò âñåâîçìîæíûå èíòåð-
âàëû (M,  N), M < N. Ïîëó÷àåì ïðèìåð íîðìàëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñîâåðøåííî
íîðìàëüíûì. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé êâàäðàò ÿâëÿ-
åòñÿ äàæå íàñëåäñòâåííî íîðìàëüíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì, ò. å. âñå åãî ïîäïðîñòðàíñòâà íîðìàëüíû.

8. Âñÿêîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ñ
òîïîëîãèåé B(X) íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñ-
êîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ îòêðûòî-çàìêíó-
òûì, åñëè îíî îäíîâðåìåííî îòêðûòî è çàìêíó-
òî. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñâÿç-
íûì, åñëè â íåì íåò íåïóñòûõ ñîáñòâåííûõ îò-
êðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Â äèñêðåòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ âñå ïîäìíîæå-
ñòâà îòêðûòî-çàìêíóòû. Êðîìå òîãî, âñå íåî-
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äíîýëåìåíòíûå äèñêðåòíûå ïðîñòðàíñòâà íå-
ñâÿçíû.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðîñòðàíñòâà èç ïðèìåðîâ 2–4
êîìïàêòíû è ñâÿçíû. Ïðîñòðàíñòâà 5–7 íåêîì-
ïàêòíû è ñâÿçíû. Äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî êîì-
ïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî êîíå÷íî.

Íàðÿäó ñ óñëîâèÿìè îòäåëèìîñòè âàæíóþ ðîëü
â îáùåé òîïîëîãèè èãðàþò òàê íàçûâàåìûå àêñè-
îìû ñ÷åòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 8. Ãîâîðÿò, ÷òî òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî X óäîâëåòâîðÿåò: ïåðâîé àêñèîìå
ñ÷åòíîñòè, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè x  0 X ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî (U

n
) åå (îòêðû-

òûõ) îêðåñòíîñòåé, ÷òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
x öåëèêîì ñîäåðæèò êàêóþ-ëèáî èç îêðåñòíîñ-
òåé U

n
; âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, åñëè X îá-

ëàäàåò ñ÷åòíîé áàçîé.

Ìèíè-ïðîñòðàíñòâà
Íàéäåì òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ñ íå-

áîëüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðèì ïðîèç-
âîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî +X,  J,.

Òîïîëîãèÿ J íà ìíîæåñòâå X ÿâëÿåòñÿ îãðà-
íè÷åííîé äèñòðèáóòèâíîé ðåøåòêîé – ïîäðåøåò-
êîé áóëåàíà B(X) âñåõ ïîäìíîæåñòâ â X îòíîñè-
òåëüíî îòíîøåíèÿ âêëþ÷åíèÿ f.

Òî÷êó x òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íàçî-
âåì îòêðûòîé (çàìêíóòîé, èçîëèðîâàííîé), åñëè
îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî {x} îòêðûòî (ñîîòâåò-
ñòâåííî: çàìêíóòî, îòêðûòî-çàìêíóòî).

Ââåäåì íà ïðîñòðàíñòâå +X,  J, áèíàðíîå îò-
íîøåíèå ~ «íåîòäåëèìîñòè» òî÷åê: x  ~  y îçíà-
÷àåò, ÷òî  œ U 0 J (x  0 U ] y  0 U) äëÿ ëþáûõ
òî÷åê x,  y  0 Õ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ~ åñòü îòíî-
øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Õ. Ïîýòîìó ïðîñòðàí-
ñòâî Õ ðàçáèâàåòñÿ íà (íåïåðåñåêàþùèåñÿ) êëàññû
ïîïàðíî íåîòäåëèìûõ òî÷åê.

Ïóñòü +X,  J, – êîíå÷íîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Ëþáàÿ òî÷êà èç Õ èìååò íàèìåíüøóþ
îêðåñòíîñòü. Â T

0
-ïðîñòðàíñòâå X íàèìåíüøèå

îêðåñòíîñòè ðàçëè÷íûõ òî÷åê íå ñîâïàäàþò. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç n ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Õ, à ÷åðåç k –
÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ïðîñòðàíñòâà Õ
ïî îòíîøåíèþ ~. ×èñëî k ðàâíî ÷èñëó çàìûêàíèé
îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Õ.

Èçîáðàçèì íà äèàãðàììàõ Ýéëåðà – Âåííà âñå
òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, èìåþùèå íå áîëåå
÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ (òî÷åê). Òîïîëîãèè íà n-ýëå-
ìåíòíîì ìíîæåñòâå áóäåì çàäàâàòü ïðåäáàçàìè
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ìåæäó n-ýëåìåíòíûìè
Ò

0
-ïðîñòðàíñòâàìè è n-ýëåìåíòíûìè óïîðÿäî÷åí-

íûìè ìíîæåñòâàìè ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîå âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (ñì. [17]). Ïî äè-
àãðàììå Õàññå äàííîãî êîíå÷íîãî óïîðÿäî÷åííî-
ãî ìíîæåñòâà èç åãî ïîðÿäêîâûõ èäåàëîâ ñîñòàâ-
ëÿåòñÿ ìèíèìàëüíàÿ ïðåäáàçà òîïîëîãèè (ðèñ. 1).

Ïðè n = 1 ïîëó÷àåòñÿ 1 òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî, ïðè n  = 2 èìååì 3 ïðîñòðàíñòâà, à
ïðè n  = 3 ñóùåñòâóåò 9 ïîïàðíî íåãîìåîìîðô-
íûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïðîñòðàíñòâà 5–9 ñóòü

Ðèñ. 1
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T
0
-ïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùèå òðåõýëåìåíòíûì

óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâàì (5), (3), (4), (2) è
(1) ñîîòâåòñòâåííî. Èìåþòñÿ: 1 òîïîëîãèçàöèÿ
îäíîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà, 4 òîïîëîãèçà-
öèè äâóõýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà è 29 òîïî-
ëîãèé íà òðåõýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå {a, b, c}:
1 + 3 + 3 + 6 + 3 + 3 + 3 + 6 + 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîèì âñå ÷åòûðåõýëå-
ìåíòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà íà ìíî-
æåñòâå X={a, b, c, d}. ×èñëî k ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ 1, 2, 3 èëè 4.

Ïåðâûå 6 ïðîñòðàíñòâ ïîëó÷àþòñÿ ñîâñåì ëåã-
êî. Ïðè ýòîì ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùèõ òîïîëîãè-
çàöèé ðàâíî 1 + 4 + 4 + 4 + 6 + 6 = 25 (ðèñ. 2).

Â ñëó÷àå k = 3 ìíîæåñòâî Õ ðàçáèâàåòñÿ íà
1 + 1 + 2 òî÷êè, è ïðîñòðàíñòâà +Õ,  t, ïîëó÷àþò-
ñÿ èç ïÿòè òðåõýëåìåíòíûõ Ò

0
-ïðîñòðàíñòâ ñ íî-

ìåðàìè 5–9 äîáàâëåíèåì îäíîé òî÷êè ê êàæäîìó
êëàññó ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçáèåíèÿ; èõ
11 = 3 + 2 + 2 + 3 + 1. À ÷èñëî òîïîëîãèçà-
öèé Õ = {a, b, c, d} ðàâíî 12 @ 3 + (6 + 12) +
+ (12 + 6) + 12 @ 3 + 6 = 114 (ðèñ. 3).

Ñëó÷àé k = 4 âêëþ÷àåò âñå ÷åòûðåõýëåìåíò-
íûå Ò

0
-ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â åñòå-

ñòâåííîì âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñî
âñåìè ÷åòûðåõýëåìåíòíûìè óïîðÿäî÷åííûìè ìíî-
æåñòâàìè (ñì. ðèñ. 4).

Ïîëó÷àåì 33 òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâà ñ
÷åòûðüìÿ ýëåìåíòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò
ðîâíî 219 óïîðÿäî÷åíèé, ñòàëî áûòü, ñòîëüêî æå
è Ò

0
-òîïîëîãèçàöèé ÷åòûðåõýëåìåíòíîãî ìíîæå-

ñòâà. Ïîýòîìó âñåãî èìååì 25 + 114 + 219 = 358
òîïîëîãèçàöèé ÷åòûðåõýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

Çàìå÷àíèå 3. Ìàòåìàòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿþò êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ÷èñëà íå-
ãîìåîìîðôíûõ n-ýëåìåíòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ è ÷èñëà âñåõ òîïîëîãèé íà n-ýëåìåíòíîì
ìíîæåñòâå ïðè n $ 5. Ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà ïîëó÷å-
íèå õîðîøèõ îöåíîê ñíèçó è ñâåðõó äëÿ ýòèõ ÷èñåë.

Óïðàæíåíèÿ
1. Óáåäèòåñü, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî ñåìåé-

ñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ è ïåðåñå÷åíèå âñÿêîãî
êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ìåòðè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îòêðûòû. Âåðíû ëè àíàëî-
ãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ?

2. Âîñïîëíèòå äåòàëè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-
ìû 1.

3. Äàéòå îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ÷åðåç çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.

4. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ïðîèçâîëüíî-
ãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X äîêàæèòå
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà âçÿòèÿ çàìûêàíèÿ è âíóò-
ðåííîñòè: [A]  =  X\(X\A)o, Ao  =  X\[X\A],

Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Ao  f A, Aoo  =  Ao, Ao  f [Ao]o, [[A]o]  f [A],
[Ao] = [[Ao]o], [[A]o]o  = [A]o, [[A]\Ao] = [A]\Ao.
Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî [A]\Ao íàçûâàåòñÿ
ãðàíèöåé ìíîæåñòâà A.

5. Ïîêàæèòå, ÷òî (A 1 B)o  = Ao  1 Bo äëÿ ëþ-
áûõ ïîäìíîæåñòâ A,  B òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

6. Çàäà÷à Êóðàòîâñêîãî. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî
èç äàííîãî ìíîæåñòâà A òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé âçÿòèÿ âíóòðåííîñòè è
äîïîëíåíèÿ äî X ìîæíî îáðàçîâàòü íå áîëåå 14 ðàç-
ëè÷íûõ ìíîæåñòâ. Ïîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùåå ìíî-
æåñòâî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé äàåò ðîâíî 14 òàêèõ
ìíîæåñòâ: A = (–1, 0) c (0, 1) c ([5, 10] 1 Q) c {15}.

7. Äîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèòåëüíî â îïðåäåëå-
íèÿõ 4 àêñèîìû îòäåëèìîñòè ðàñïîëîæåíû ïî
ìåðå èõ óñèëåíèÿ (ñ ó÷åòîì áîëüøîé ëåììû Óðû-
ñîíà). Èçîáðàçèòå ñâîéñòâà îòäåëèìîñòè íà äè-
àãðàììàõ Ýéëåðà – Âåííà.

8. Óáåäèòåñü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî T
1
-ïðîñò-

ðàíñòâà óñëîâèå òèõîíîâîñòè ðàâíîñèëüíî òîìó,
÷òî âñå åãî êîíóëü-ìíîæåñòâà ñîñòàâëÿþò áàçó.

9. Ïîêàæèòå, ÷òî ëþáîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì. À ëþáîå êîìïàêòíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî êîìïàêòíîãî õàóñäîðôîâà ïðîñòðàí-
ñòâà X åñòü çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â X.

10. Ïîêàæèòå, ÷òî âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè
ñèëüíåå ïåðâîé àêñèîìû ñ÷åòíîñòè. ×òî ýòî îç-
íà÷àåò?

11. Êàêèå èç ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ 1–8 óäîâ-
ëåòâîðÿþò ïåðâîé, âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè?

12. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû äâóõ ãîìåîìîðôíûõ
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ìåæäó êîòîðûìè íå
ñóùåñòâóåò èçîìåòðèè.

13. Ïîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ
òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ñîõðàíÿþò ñâîéñòâà
êîìïàêòíîñòè è ñâÿçíîñòè, íî íå îáÿçàíû ñîõðàíÿòü
ñâîéñòâà îòäåëèìîñòè. Êàê ýòî íóæíî ïîíèìàòü?

14. Äîêàæèòå, ÷òî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå íå-
ïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíîãî õàóñäîð-
ôîâà ïðîñòðàíñòâà íà õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

15. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(X) ìíîæåñòâî âñåõ
íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ
íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X. Ïîêàæèòå,
÷òî îòíîñèòåëüíî ïîòî÷å÷íî îïðåäåëåííûõ îïå-
ðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ôóíêöèé C(X) ÿâ-
ëÿåòñÿ êîììóòàòèâíûì êîëüöîì ñ 1.

16. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâî M
x
={f  0 C(X):

f(x) = 0}, x  0 X, áóäåò ìàêñèìàëüíûì èäåàëîì
êîëüöà C(X).

17. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòíîñòü òèõîíîâñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà X ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ëþ-
áîé ìàêñèìàëüíûé èäåàë êîëüöà C(X) ðàâåí M

x

äëÿ íåêîòîðîé (åäèíñòâåííîé) òî÷êè x  0 X.
18. Åñëè n: X 6 Y – íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-

íèå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, òî "
n
:

C(Y) 6 C(X), "
n
(g)= ng=gîn äëÿ âñåõ g  0 C(Y),

åñòü êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì, ñîõðàíÿþùèé 1.
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Åñëè æå Y – êîìïàêò, òî ëþáîé êîëüöåâîé ãî-
ìîìîðôèçì C(Y) 6 C(X), ñîõðàíÿþùèé 1, èìååò
âèä "

n
 äëÿ íåêîòîðîãî îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííî-

ãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ n: X 6 Y. Òåì ñà-
ìûì óñòàíàâëèâàåòñÿ àíòèýêâèâàëåíòíîñòü ìåæ-
äó êàòåãîðèåé âñåõ êîìïàêòîâ X è èõ íåïðåðûâ-
íûõ îòîáðàæåíèé è êàòåãîðèåé êîëåö C(X) ñ ãî-
ìîìîðôèçìàìè, ñîõðàíÿþùèìè 1. Äîêàæèòå ýòè
óòâåðæäåíèÿ.
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