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ÓÄÊ 514.7 �ÅÍÈÀËÜÍÎÅ ÍÀÑËÅÄÈÅ ÑÎÔÓÑÀ ËÈM. �àõóëàÀííîòàöèÿÎïèñûâàþòñÿ ýòàæè T

k
M , ñåêòîð-ðàññëîåíèÿ è òåîðèÿ ñåêòîðíûõ �îðì ïî Óàéòó.Èòåðàöèåé êàñàòåëüíîãî �óíêòîðà T ñòðîÿòñÿ êàñàòåëüíûå ãðóïïû T

k
G . Èçó÷àþòñÿèíâàðèàíòû ãðóïïîâûõ îïåðàòîðîâ, èõ ïðåîáðàçîâàíèå ïðè ñèììåòðèÿõ è óñòîé÷èâîñòü.Èñïîëüçóåìûì â ðàáîòå àïïàðàòîì ÿâëÿåòñÿ èñ÷èñëåíèå Ëè�Êàðòàíà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðóè, êàñàòåëüíûé �óíêòîð, ýòàæ, êàñàòåëüíàÿ ãðóïïà, óñòîé-÷èâîñòü èíâàðèàíòîâ. ÂâåäåíèåÈìåþòñÿ äâà ïîäõîäà ê ìàòåìàòè÷åñêîìó îïèñàíèþ ìèðà. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿäâîéñòâåííîñòüþ îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ è äâîéñòâåííîñòüþ ñàìîé ïðèðîäû.À. Ïóàíêàðå, êîììåíòèðóÿ äèñêóññèþ, ñîñòîÿâøóþñÿ ìåæäó Íüþòîíîì è Ëåéáíè-öåì, ïèñàë1: ¾Ñîâðåìåííûì ìàòåìàòèêàì òðóäíî ïîíÿòü ïðîòèâîðå÷èÿ, âîëíî-âàâøèå íàøèõ ïðåäøåñòâåííèêîâ ïðè ñîçäàíèè èí�èíèòåçèìàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.Ìîæíî ëè ïîíÿòü, ïî÷åìó äâà âåëèêèõ ãåîìåòðà, êîòîðûå âëàäåëè ýòèì àïïàðàòîìáîëåå èñêóñíî, ÷åì êòî-ëèáî äî íèõ, âïàäàëè â ìèñòèêó è çàìåøàòåëüñòâî? Íàìïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ïîäõîäû Íüþòîíà è Ëåéáíèöà ñîâïàäàþò, à åñëè ãîâîðèòüî ðàçëè÷èÿõ, òî îíè, ñêîðåå âñåãî, ñâîäÿòñÿ ëèøü ê ðàçëè÷íûì îáîçíà÷åíèÿì âèõ ìåòîäå¿. Íà ñàìîì äåëå ïðîòèâîðå÷èÿ ñóùåñòâóþò îáúåêòèâíî. Òåïåðü, ñïóñòÿòðè ñòîëåòèÿ, ìû ïîíèìàåì, ÷òî äåéñòâèòåëüíàÿ ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â äóàëü-íîñòè ñòðóêòóð. Îäíî è òî æå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ÄÓ) ìîæåò áûòüèñòîëêîâàíî äâîÿêî. Íàïðèìåð, ÄÓ r′′ + r = 0 , ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè,îïèñûâàåò â ðåïåðå (r, r′) ýëëèïòè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ rt = r cos t + r′ sin t , â òîâðåìÿ êàê ýòî æå ÄÓ f ′′ + f = 0 , ãäå f � ñêàëÿðíîå (òåíçîðíîå) ïîëå è øòðèõîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ Ëè îòíîñèòåëüíî âåêòîðíîãî ïîëÿ X , îïèñûâàåò ïóëüñà-öèþ ïîëÿ ft = f cos t + f ′ sin t . Â îäíîì èñòîëêîâàíèè èìååì òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû,à â äðóãîì � ñîñòîÿíèå ïîëÿ. Ïîäîáíûå ñèòóàöèè âñòðå÷àþòñÿ ÷àñòî, è íûíå èõìîæíî ñâåñòè â åäèíîå èñ÷èñëåíèå Ëè �Êàðòàíà. Ýëè Êàðòàí ñòðîèë ãåîìåòðèþñ ïîìîùüþ äè��åðåíöèàëüíûõ �îðì è âíåøíåãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ2, â òî âðå-ìÿ êàê â òåîðèè Ñî�óñà Ëè ïðåîáëàäàåò èäåÿ ëèíåàðèçàöèè ïðîöåññà. Ïîòîê âñïëîøíîé ñðåäå õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì èëè, ïî òåðìèíîëîãèè Ëè, èí-�èíèòåçèìàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì3. ¾Ñî�óñ Ëè çàëîæèë îñíîâû îáùåé òåîðèèíåïðåðûâíûõ ãðóïï ñ èí�èíèòåçèìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ è ïîêàçàë åå âàæíîñòüìíîãî÷èñëåííûìè ïðèëîæåíèÿìè ê ãåîìåòðè÷åñêèì âîïðîñàì è ê äè��åðåíöèàëü-íûì óðàâíåíèÿì¿, � ïèøåò �. Âåéëü4. ×òî êàñàåòñÿ ëèíåàðèçàöèè, òî òåïåðü ìûèìååì âåñüìà îáùóþ, íî ïðîñòóþ ñõåìó5: ñóùíîñòü äè��åðåíöèàëüíûõ ïðîäîëæå-íèé ðàñêðûâàåòñÿ â ñòðóêòóðå ìíîãîêðàòíûõ ðàññëîåíèé è èòåðàöèÿõ êàñàòåëüíîãî

1Ñì. [1℄, Ïðèëîæåíèå, ãë. 2.
2Ìåòîä Êàðòàíà îïèñàí, íàïðèìåð, â êíèãàõ [2, 3℄.
3Òåîðèÿ Ëè è ïðèëîæåíèÿ áûëè äîñòàòî÷íî ïîëíî èçëîæåíû â [4℄.
4Ñì. â êíèãå [5, ñ. 47℄.
5Èìååòñÿ ëèòåðàòóðà [6�12℄.



�ÅÍÈÀËÜÍÎÅ ÍÀÑËÅÄÈÅ ÑÎÔÓÑÀ ËÈ 73�óíêòîðà T . Ïðè èòåðàöèÿõ �óíêòîðà T ìíîãîîáðàçèþ M ñòàâÿòñÿ â ñîîò-âåòñòâèå åãî ýòàæè T kM , à îòîáðàæåíèþ f : M1 → M2 � ìîð�èçìû ýòàæåé
T kf : T kM1 → T kM2, k = 1, 2, . . . Ýëåìåíò ýòàæà T kM , êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ýòà-æó T k−1M , òðàêòóåòñÿ êàê ñòîï-êàäð äâèæåíèÿ k -ãî ïîðÿäêà. Ýòîò ïîäõîä ïåð-ñïåêòèâåí, åñëè èññëåäóåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ïîòîêîâ, êîãäà îäèí ïîòîê óâëåêàåòñÿäðóãèì ïîòîêîì, çàòåì ðåçóëüòàò ïîäâåðãàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèþ òðåòüèì ïîòîêîì èò. ä. Â îñíîâå òàêîãî èññëåäîâàíèÿ ëåæèò äâîéñòâåííîñòü. Ïîäîáíî òîìó, êàê íüþ-òîíîâñêàÿ ìåõàíèêà ñîåäèíÿòñÿ ñ äè��åðåíöèàëàìè Ëåéáíèöà, çäåñü ìû ãîâîðèìî äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ñ ïðîèçâîäíûìè Ëè è ñèììåòðèÿõ îïåðàòîðîâ âñî÷åòàíèè ñ �îðìàìè Êàðòàíà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, êàê ìîæíî îðèåíòèðîâàòüñÿ â ýòàæàõ è êàêñëåäóåò ðàáîòàòü ñ êàñàòåëüíûì �óíêòîðîì6. Ëèíåàðèçàöèÿ ïðèâîäèò ê ìàòðèöàìè ëèíåéíûì ãðóïïàì, è â ÷àñòíîñòè, ê êàëèáðîâî÷íûì ãðóïïàì. Íà ïðèìåðàõ ëè-íåéíûõ ãðóïï GL(n, R) , n = 2, 3 , áóäåò ïîêàçàíî, â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ óñòîé÷èâîñòüèíâàðèàíòîâ è êàêîâà ïðè ýòîì ðîëü âîçíèêàþùèõ ñèçèãèé.1. ÝòàæèÊàæäûé ðàç, ïîäíèìàÿñü ñ î÷åðåäíîãî ýòàæà íà ñëåäóþùèé, ïîëó÷àåì óäâîåíèåðàçìåðíîñòè:

dimM = n ⇒ dimT kM = 2kn, k = 1, 2, . . .Äëÿ ýëåìåíòîâ ýòàæåé ââîäèì îáîçíà÷åíèÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
u ∈M, (u, u1) ∈ TM,

(u, u1, u2, u12) ∈ T 2M, (1)
(u, u1, u2, u12, u3, u13, u23, u123) ∈ T 3M, . . .Ýëåìåíò (u, u1) ∈ TM � ýòî ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷êè u ∈ M è êàñàòåëüíîãî êìíîãîîáðàçèþ M âåêòîðà u1 â ýòîé òî÷êå. Äàëåå, êàæäûé ðàç, ïîäíèìàÿñü ýòàæîìâûøå, ìû ê ñèìâîëàì, îáîçíà÷àþùèì òî÷êó ýòàæà T k−1M, äîáàâëÿåì òå æå ñèì-âîëû ñ äîïîëíèòåëüíûì èíäåêñîì k , îáîçíà÷àþùèå â ñîâîêóïíîñòè êàñàòåëüíûéê T k−1M âåêòîð â ýòîé òî÷êå, k = 2, 3, . . .Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû ýòàæåé êàê ìíîãîêðàòíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèéïðåäëàãàåìàÿ èíäåêñàöèÿ óäîáíà. Åñòåñòâåííûå ïðîåêöèè

πl : T lM → T l−1M, l = 1, 2, . . . k,ñ ó÷åòîì èõ äè��åðåíöèàëîâ îïðåäåëÿþò k ðàçëè÷íûõ ïðîåêöèé ñ ýòàæà T kM íàýòàæ T k−1M :
T k−1π1, T k−2π2, . . . , T πk−1, πk. (2)Ïðè l -é ïðîåêöèè èç ðÿäà (2) ñèìâîëû ñ èíäåêñîì l èçûìàþòñÿ, à ñèìâîëû, êîòî-ðûå îñòàþòñÿ, îïðåäåëÿþò ðåçóëüòàò � òî÷êó ýòàæà T k−1M . Òàê, ÷òîáû ñïóñòèòüñÿñ òðåòüåãî ýòàæà íà âòîðîé, èìååì òðè ïðîåêöèè, è íàøå ïðàâèëî ïîêàçûâàåò:

(u, u1, u2, u12, u3, u13, u23, u123)

ւT 2π1
↓Tπ2

ցπ3

(u, u2, u3, u23) (u, u1, u3, u13) (u, u1, u2, u12)

6Â ñðàâíåíèè ñ êíèãàìè [8℄ è [11℄ íàø ïîäõîä íàìíîãî ïðîùå è ïîýòîìó óäîáíåå â ïðèìåíåíèè.



74 M. �ÀÕÓËÀÂîîáùå, äëÿ òîãî ÷òîáû ñïóñòèòüñÿ ñ ýòàæà T kM âíèç íà ìíîãîîáðàçèå M , ñóùå-ñòâóåò k! ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ7.Äàëåå, êàæäîé ãëàäêîé �óíêöèè Φ ñ ýòàæà T k−1M ìîæíî ñîïîñòàâèòü íà ýòà-æå T kM ïàðó (Φ◦πk, dΦ) � ñàìó �óíêöèþ, ïîäíÿòóþ íà k -é ýòàæ, è åå äè��åðåí-öèàë. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó â èòåðàòèâíîì ïðîöåññå êàæäîé ãëàäêîé �óíêöèè
f , çàäàííîé íà ìíîãîîáðàçèè M , íà ýòàæå T kM ñîïîñòàâèòñÿ 2k ðàçëè÷íûõ �óíê-öèé:

f  (f ◦ π1, df) (f ◦ π1π2, df ◦ π2, d(f ◦ π1), d
2f) . . .Ââåäåì äëÿ ýòèõ �óíêöèé îáîçíà÷åíèÿ, èñïîëüçóÿ òó æå èíäåêñàöèþ, ÷òî äëÿ ýëå-ìåíòîâ ýòàæåé:

f  (f, f1)

 (f, f1, f2, f12) (3)
 (f, f1, f2, f12, f3, f13, f23, f123) . . .Â àíàëèçå ãîâîðÿò ïðîñòî î äè��åðåíöèàëàõ f, df, d2f, d3f, . . . , ÷òî, ñ íàøåéòî÷êè çðåíèÿ, íå âïîëíå êîððåêòíî, òàê êàê ó íàñ ýòè �óíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ íàðàçíûõ ýòàæàõ8.1.1. Ñåêòîðû, ñåêòîð-ðàññëîåíèÿ è ñåêòîð-�îðìû. Ïî òîìó æå ïðèíöè-ïó (3) êîîðäèíàòíûå �óíêöèè ui , çàäàííûå íà îêðåñòíîñòè U ⊂ M , èíäóöèðóþòíà îêðåñòíîñòÿõ T kU ⊂ T kM êîîðäèíàòíûå �óíêöèè

ui
 (ui, ui

1)

 (ui, ui
1, u

i
2, u

i
12)

 (ui, ui
1, u

i
2, u

i
12, u

i
3, u

i
13, u

i
23, u

i
123) . . .Êîîðäèíàòû ñ íèæíèì èíäåêñîì l ÿâëÿþòñÿ äëÿ l -é ïðîåêöèè (2) ñëîåâûìè,îñòàëüíûå � áàçèñíûìè, l = 1, 2, . . . , k . Òî÷êà k -ãî ýòàæà îïðåäåëÿåòñÿ 2kn êî-îðäèíàòàìè.Äè��åðåíöèàëû (3), îïðåäåëÿåìûå �óíêöèåé f íà ýòàæàõ T kM , âûðàæàþòñÿâ êîîðäèíàòàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f1 = fiu
i
1, f2 = fiu

i
2, f3 = fiu

i
3, . . .

f12 = fiju
i
1u

j
2 + fkuk

12, f13 = fiju
i
1u

j
3 + fkuk

13, f23 = fiju
i
2u

j
3 + fkuk

23, . . .

f123 = fijkui
1u

j
2u

k
3+fij(u

i
1u

j
23 + ui

2u
j
13 + ui

3u
j
12) + fkuk

123, . . . ,ãäå fi =
∂f

∂ui
, fij =

∂2f

∂ui∂uj
, . . .

7Ñòðóêòóðà T kM îïèñûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé â âèäå k -ìåðíîãî êóáà, è ñêâîçíûõïðîåêöèé îò T kM äî M ïî ðåáðàì ýòîãî êóáà, äåéñòâèòåëüíî, èìååòñÿ k!
8Ïðàâäà, ðàâåíñòâîì ïðîåêöèé (2) ìîæíî â ýòàæå T kM âûäåëèòü (k + 1)n -ìåðíîå ïîäðàññëî-åíèå, ÿâëÿþùååñÿ ýêâèâàëåíòîì êàñàòåëüíîãî ñîñòàâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîðÿäêà k ïî Â.Â. Âàã-íåðó [13, ñ. 187℄ èëè ñîïðèêàñàþùåãîñÿ ðàññëîåíèÿ Os
kM â òåîðèè Ìèðîíà �Àòàíàñèó [7, 14℄.Â ñëó÷àå n = 1 , k = 2 ýòî íàïîìèíàåò ñèòóàöèþ, êîãäà íà ïàðàáîëîèäå z = xy ðàâåíñòâîì

x = y âûñåêàåòñÿ ïàðàáîëà. �îâîðèòü î ñòðóêòóðå ìíîãîêðàòíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ â òàêîìñëó÷àå, åñòåñòâåííî, íå ïðèõîäèòñÿ.



�ÅÍÈÀËÜÍÎÅ ÍÀÑËÅÄÈÅ ÑÎÔÓÑÀ ËÈ 75Âñå ýòè äè��åðåíöèàëû � ëèíåéíûå �óíêöèè íà ñëîÿõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñ-ñëîåíèé. Íàïðèìåð, �óíêöèÿ f123 ðàçëîæåíà, êàê âèäèì, â ñóììó ïÿòè ñëàãàåìûõ,è èíäåêñ 1 (ñîîòâåòñòâåííî 2 è 3) ïðåäñòàâëåí â êàæäîì ñëàãàåìîì îäèí è òîëü-êî îäèí ðàç, à ýòî çíà÷èò, ÷òî �óíêöèÿ f123 ëèíåéíà íà ñëîÿõ òðåõ ðàññëîåíèé
T 2π1, T π2 è π3.Åñëè â ýòèõ �îðìóëàõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå fi, fij , fijk, . . . çàìåíèòü ïðîèç-âîëüíûìè ñêàëÿðíûìè êîý��èöèåíòàìè, òî ïîëó÷èì ñëåäóþùèé îáùèé ñëó÷àé.Ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ íà ýòàæå T kM , ëèíåéíàÿ íà ñëîÿõ âñåõ ðàññëîåíèé (2), íàçû-âàåòñÿ k -ñåêòîðíîé �îðìîé ïî Óàéòó [11℄. Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ýòàæà T kM íàçû-âàþòñÿ k -ñåêòîðàìè, à ñàì ýòàæ T kM � k -ñåêòîðíûì ðàññëîåíèåì.Òåîðèÿ ñåêòîðíûõ �îðì Óàéòà ÿâëÿåòñÿ íàìíîãî áîëåå îáùåé, ÷åì òåîðèÿ âíåø-íèõ �îðì Êàðòàíà, êîòîðóþ îíà âêëþ÷àåò êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. Íàïðèìåð, 1-�îðìà
Φ íà ìíîãîîáðàçèè M êàê ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ íà ýòàæå TM îáëàäàåò äè��åðåí-öèàëîì dΦ . Â êîîðäèíàòàõ íà T 2U èìååì:

Φ = ϕiu
i
1  dΦ = ∂jϕi ui

1u
j
2 + ϕkuk

12.Åñëè ïðîèçâîäíûå ∂jϕi ïðîàëüòåðíèðîâàòü è ïðîñèììåòðèðîâàòü ïî èíäåêñàì:
∂jϕi = ∂[jϕi] + ∂(jϕi) , òî â âûðàæåíèè dΦ âûäåëèòñÿ âíåøíèé äè��åðåíöèàë ýòîé�îðìû ∂[jϕi]ϕi ui

1u
j
2 . Òàêèì îáðàçîì â ñòðóêòóðå ñåêòîð-ðàññëîåíèé (ýòàæåé) è íàñåêòîðíûõ �îðìàõ òðàêòóþòñÿ ëþáûå îïåðàöèè ñ âíåøíèìè �îðìàìè.1.2. Îáîáùeííàÿ �îðìóëà Ëåéáíèöà. �ëàäêîå îòîáðàæåíèå λ : U × V →

W , ãäå U , V è W � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, èìååò êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå Tλ :
λ : U × V →W : (u, v) 7→ w,

Tλ :
(
(u, u1), (v, v1)

)
7→ (w, w1).Îòîáðàæåíèå λ ñîïîñòàâëÿåò ïàðå òî÷åê u ∈ U è v ∈ V òî÷êó w ∈ W , êîòîðóþîáîçíà÷èì u · v . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

lu : V → W : v 7→ u · v, rv : U →W : u 7→ u · v.Êàñàòåëüíûì âåêòîðàì u1 è v1 ê U è V â òî÷êàõ u è v ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîð w1 ,êàñàòåëüíûé ê W â òî÷êå w , � ñóììà îáðàçîâ9 Trv(u1) è T lu(v1) . Îáîçíà÷èì èõñîîòâåòñòâåííî u1 ·v è u·v1 . Ïîëó÷àåì �îðìóëû, ïðàâàÿ èç êîòîðûõ � îáîáùeííàÿ�îðìóëà Ëåéáíèöà:
w = u · v, w1 = u1 · v + u · v1. (4)1.2.1. Ïðîèçâîäíûå Ëè. Ïîëüçóÿñü �îðìóëîé (4), ìîæíî âûâåñòè âñå âû-÷èñëèòåëüíûå �îðìóëû äëÿ ïðîèçâîäíûõ Ëè. Òàê, èç ðàâåíñòâà (Y f)′ = Y ′f +Y f ′âûâîäèì ïðîèçâîäíóþ Ëè10 LXY = Y ′ = XY −Y X , ðàçðåøàÿ, ïî ñóòè, óðàâíåíèå

w1 = u1 ·v+u ·v1 îòíîñèòåëüíî u1 . Èç (Φ(Y ))′ = Φ′(Y )+Φ(Y ′) ïîëó÷àåì ñîîòíîøå-íèå LXΦ = Φ′ . Çíàÿ, ÷òî òåíçîðíîå ïîëå S òèïà (1,2) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåéêîâåêòîðíîãî àðãóìåíòà (1-�îðìû) Φ è äâóõ âåêòîðíûõ àðãóìåíòîâ (âåêòîðíûõ
9Â êîîðäèíàòàõ ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò âèä

wα = λα(u, v), dwα =
∂λα

∂ui
dui +

∂λα

∂vσ
dvσ , . . .

10Åñëè èçâåñòíî, ÷òî äè��åðåíöèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ îòíîñèòåëüíî îïðåäåëåííîãî âåêòîðíî-ãî ïîëÿ X , ïðîèçâîäíóþ Ëè îáîçíà÷àåì ïðîñòî øòðèõîì.



76 M. �ÀÕÓËÀïîëåé) Y è Z , ïðèìåíÿÿ òó æå �îðìóëó Ëåéáíèöà ê âûðàæåíèþ S(Φ, Y, Z) , ïîëó-÷àåì ïðîèçâîäíóþ Ëè S′ = LXS . Èç ðàâåíñòâà Y f = df(Y ) âûâîäèì ñîîòíîøåíèå
(df)′ = d(f ′) , îçíà÷àþùåå ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Ëè êîììóòèðóåò ñ äè��åðåíöèàëîì d .�àâåíñòâî [Y, Z]′ = [Y ′, Z] + [Y, Z ′] , â êîòîðîì ïðèìåíåíî ïðàâèëî Ëåéáíèöà, äàåòòîæäåñòâî ßêîáè äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé è ò. ä.1.2.2. Äåðèâàöèîííûå �îðìóëû áàçèñà. Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè11 M âåê-òîðíûå ïîëÿ Ri îáðàçóþò ïîëå ðåïåðîâ, à 1-�îðìû ωj � ïîëå äóàëüíûõ êîðåïåðîâ,
i, j = 1, 2, . . ., n = dimM , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íà M çàäàí íåãîëîíîìíûé áàçèñ
(R, ω) . Äóàëüíîñòü ðåïåðîâ è êîðåïåðîâ âûðàæàåòñÿ ðàâåíñòâîì ωj(Ri) = δj

i èëè,êîðî÷å, ω(R) = E , ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Áàçèñ (R, ω) îáëàäàåò îáúåêòîìíåãîëîíîìíîñòè ck
ij :

[Ri, Rj ] = Rkc k
ij , dωi = −

1

2
ci
jk ωj ∧ ωk. (5)Ïîòîêîì âåêòîðíîãî ïîëÿ X = Pix

i áàçèñ (R, ω) óâëåêàåòñÿ. Èí�èíèòåçèìàëüíîåïðåîáðàçîâàíèå ýòîãî áàçèñà â ïîòîêå X îïðåäåëÿåòñÿ äåðèâàöèîííûìè �îðìóëà-ìè12

R′ = −RC, ω′ = Cω, (6)ãäå øòðèõîì îáîçíà÷åíû ïðîèçâîäíûå Ëè îòíîñèòåëüíî X , è ìàòðèöà C èìååòñëåäóþùèé âèä:
C = (ci

jkxk + Rix
j). (7)Ôîðìóëû (6) óïðîùàþò âû÷èñëåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðîèçâîäíûå Ëè âåêòîðíîãî ïîëÿ

Y , 1-�îðìû Φ è à��èíîðíîãî ïîëÿ A â ïîòîêå X âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñõåìå:
Y = Ry  Y ′ = R(y′ − Cy),

Φ = ϕω  Φ′ = (ϕ′ + ϕC)ω,

A = RAω  A′ = R(A′ − CA + AC)ω.Â ñëó÷àå ãîëîíîìíîãî áàçèñà (∂i, duj) èìååì õîðîøî èçâåñòíûå �îðìóëû â êîîðäè-íàòàõ, ãäå C = (∂ix
j) . Â ñëó÷àå, êîãäà êîý��èöèåíòû ci

jk � êîíñòàíòû, �îðìóëû(6) óäîáíî ïðèìåíÿòü â òåîðèè ãðóïï Ëè.Ýêâèâàëåíòíîñòü �îðìóë (6) äîêàçûâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ ê ðàâåí-ñòâó ω(R) = E �îðìóëû Ëåéáíèöà (4): ω′(R) + ω(R′) = 0 .2. Êàñàòåëüíûå ãðóïïû2.1. �ðóïïû T kG. Ïóñòü G � ãðóïïà Ëè ñ çàêîíîì óìíîæåíèÿ13

γ : G×G→ G : (a, b) 7→ c = ab.Ïåðâûé ýòàæ TG ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé Ëè ñ çàêîíîì óìíîæåíèÿ Tγ . Ñèòóàöèÿîïèñûâàåòñÿ �îðìóëàìè
c = ab, c1 = a1b + ab1. (8)

11Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ M è âñå ðàññìàòðèâàåìûå íà M ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.
12Ýòè �îðìóëû, êàê è ïîñëåäóþùèå, çàïèñàíû â ìàòðè÷íîì âèäå.
13Òî÷êó ìåæäó ïåðåìíîæàåìûìè ýëåìåíòàìè ãðóïïû íå ïèøåì.



�ÅÍÈÀËÜÍÎÅ ÍÀÑËÅÄÈÅ ÑÎÔÓÑÀ ËÈ 77Âåêòîðû a1 ∈ TaG è b1 ∈ TbG èç òî÷åê a ∈ G è b ∈ G ïåðåíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííîïðàâûì ñäâèãîì rb è ëåâûì ñäâèãîì la (òî÷íåå, èõ äè��åðåíöèàëàìè) â òî÷êó
c ∈ G , ãäå ñóììà èõ îáðàçîâ a1b = Trb(a1) è ab1 = T la(b1) îáðàçóåò âåêòîð c1 ∈
∈ TcG . Òàê ïåðåìíîæàþòñÿ âåêòîðû a1 è b1 â ãðóïïå TG . Ïðàâóþ �îðìóëó (8)ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå c1 = a(a−1a1 + b1b

−1)b , ÷òî èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: a1 è b1 ïåðåíîñÿòñÿ â TeG â âåêòîðû a−1a1 è b1b
−1 , ýòè âåêòîðûîíè ñêëàäûâàþòñÿ, à çàòåì èõ ñóììà îòîáðàæåíèåì T (la ◦ rb) ïåðåíîñèòñÿ â TcG .Åäèíèöåé ãðóïïû TG ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé âåêòîð â TeG , ãäå e � åäèíèöà ãðóï-ïû G . Îáðàùåíèå ýëåìåíòîâ â ãðóïïå TG ïðîèñõîäèò ïî ïðàâèëó:

(a, a1)  (a, a1)
−1 = (a−1,−a−1a1a

−1). (9)Äàëåå, ïðîèçâîëüíûé âåêòîð e1 ∈ TeM ëåâûì è ïðàâûì ñäâèãàìè ïåðåíîñèòñÿâ TaG , a ∈ G , â äâà âåêòîðà ae1 è e1a , è íà ãðóïïå G â öåëîì îïðåäåëÿþòñÿ äâàâåêòîðíûõ ïîëÿ: ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå ae1 è ïðàâîèíâàðèàíòíîå âåê-òîðíîå ïîëå e1a . Ïðè îáðàùåíèè (9) ýòè ïîëÿ ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè, ëåâîèíâàðèàíòíîåïîëå ñòàíîâèòñÿ ïðàâîèíâàðèàíòíûì, à ïðàâîèíâàðèàíòíîå, íàîáîðîò, ëåâîèíâàðè-àíòíûì:
(ae1)

−1 = −e1a
−1, (e1a)−1 = −a−1e1.Íà öåíòðå Z ⊂ G ýòè ïîëÿ ñîâïàäàþò, ae1 = e1a , a ∈ Z . �àçíîñòü e1a− ae1 , êàêóâèäèì íèæå, îïðåäåëÿåò îïåðàòîð ïðèñîåäèíeííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.Åñëè at � 1-ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G , òî ïðàâûå ñäèãè rat

è ëåâûåñäâèãè lat
èíäóöèðóþò íà G ñîîòâåòñòâåííî ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå Xè ïðàâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå X̃ . Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ëåâûå è ïðàâûåñäâèãè íà G âçàèìíî êîììóòèðóþò14. Ïðè ýòîì âíóòðåííèå àâòîìîð�èçìû Aat

=

= lat
◦ r−1

at
èíäóöèðóþò ðàçíîñòü ïîëåé X̃ −X :

rat
= exp tX, lat

= exp tX̃, Aat
= exp t(X̃ −X). (10)Âñå ñêàçàííîå áóäåò âåðíî è äëÿ k -ãî ýòàæà T kG , êîòîðûé ñòàíîâèòñÿ ãðóï-ïîé Ëè ñ çàêîíîì óìíîæåíèÿ T kγ . Ê ïðèìåðó, â ãðóïïó T 2G �îðìóëû (8) è (9)ïðîäîëæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c = ab, c1 = a1b + ab1,

c2 = a2b + ab2, (11)
c12 = a12b + a1b2 + a2b1 + ab12,

a  a−1, a1  −a−1a1a
−1,

a2  −a−1a2a
−1, (12)

a12  −a−1(a12 − a1a
−1a2 − a2a

−1a1)a
−1.Ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ (a, a1, a2, a12) è (b, b1, b2, b12) â T 2G îïðåäåëÿåòñÿ �îð-ìóëàìè (11). Ôîðìóëû (12), ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëÿþò îáðàùåíèå ýëåìåíòà

(a, a1, a2, a12) . Ôîðìóëàìè (12), çàìåòèì, oáîáùàþòñÿ èçâåñòíûå �îðìóëû èç àíà-ëèçà: (
1

u

)
′

= −
u′

u2
,

(
1

u

)
′′

=
−u′′u + 2(u′)2

u3
.

14Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå âñå ëåâîèíâàðèàíòíûå è ïðàâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ âçàèìíîêîììóòèðóþò.



78 M. �ÀÕÓËÀ2.1.1. Ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû. Ïóñòü ìíîãîîáðàçèå M � ïðîñòðàíñòâîïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû G , è ïóñòü òåïåðü îòîáðàæåíèÿ λ è Tλ îïðåäåëÿþò äåé-ñòâèå ãðóïïû G íà M è äåéñòâèå êàñàòåëüíîé ãðóïïû TG íà TM :
λ : M ×G→M, (u, a) 7→ v = u · a,

Tλ :
(
(u, u1), (a, a1)

)
7→ (v, v1), v1 = u1 · a + u · a1.

(13)Äëÿ êàæäîãî a ∈ G îòîáðàæåíèå λa : M → M , u 7→ v = u · a � äè��åîìîð-�èçì. Ïðè ýòîì a 7→ λa � ãîìîìîð�èçì ãðóïïû G â ãðóïïó äè��åîìîð�èçìîâìíîãîîáðàçèÿ M , λab = λb ◦ λa . Îòîáðàæåíèå
λu : G→M, a 7→ v = u · aîïðåäåëÿåò â M îðáèòó λu(G) ⊂ M òî÷êè u ∈M , è îòîáðàæåíèå Tuλ ïåðåíîñèòâñå âåêòîðû èç TG íà ýòó îðáèòó:

Tλu : TG→ TM, (a, a1) 7→ (v, v1), v1 = v · a−1a1. (14)�àâåíñòâî (14), íàçûâàåìîå îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì äàííîãî ïðåäñòàâëå-íèÿ15, âûâîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç (13),
u1 = 0 ⇒ v1 = u · a1 = (u · a) · (a−1a1) = v · a−1a1.Ôèêñèðîâàííûé âåêòîð a−1a1 ∈ TeG ïåðåíîñèòñÿ â TM , îáðàçóÿ íà M îïåðà-òîð ãðóïïû G , êàñàòåëüíîå ê îðáèòàì âåêòîðíîå ïîëå v1 = v · a−1a1 , v ∈ M .Âåêòîðíûé áàçèñ (ðåïåð) èç TeG ïåðåíîñèòñÿ íà ìíîãîîáðàçèå M â ñèñòåìó îïå-ðàòîðîâ. Èõ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèåñ èíòåãðàëüíûìè ïîâåðõíîñòÿìè � îðáèòàìè ãðóïïû.2.1.2. Ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïóñòü ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò íàñåáÿ âíóòðåííèìè àâòîìîð�èçìàìè (ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå),

Aa = la ◦ r−1
a : G → G, b 7→ b̃ = aba−1.Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (14) âûâîäèòñÿ èç (13) ïðè u1 = 0 ñ ó÷åòîì u = v ·a−1.Çäåñü ïðàâèëî Ëåéáíèöà ïðèìåíÿåòñÿ ê b̃ = aba−1 (ñì. òàêæå (9)):

b̃1 = a1ba
−1 + ab1a

−1 + ab(−a−1a1a
−1).Ýòî ðàâåíñòâî � ýêâèâàëåíò �îðìóëû (13). Ïîëàãàÿ b1 = 0 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî b =

= a−1b̃a , ïîëó÷àåì îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå:
b̃1 = (a1a

−1)̃b− b̃(a1a
−1), a1a

−1 ∈ TeG, b̃ ∈ G.Ïåðåõîäÿ ê ïðåæíèì îáîçíà÷åíèÿì b̃ a è a1a
−1
 e1 , çàêëþ÷àåì, ÷òî îïåðàòîðïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü ëåâîèíâàðèàíòíîãî èïðàâîèíâàðèàíòíîãî âåêòîðíûõ ïîëåé e1a− ae1. Ýòî âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ è ñ âûâî-äîì (10).Ïî ïðèíöèïó (10) íà ãðóïïå G îïðåäåëÿþòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíûé áàçèñ (R, ω)è ïðàâîèíâàðèàíòíûé áàçèñ (R̃, ω̃) . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû cα

βγ ,
15Â êîîðäèíàòàõ îíî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû dvα = ξα

i
ωi , ãäå ξα

i
� êîìïîíåíòû ãðóïïîâûõîïåðàòîðîâ íà îðáèòå, ωi � ëåâîèíâàðèàíòíûå �îðìû íà ãðóïïå G .



�ÅÍÈÀËÜÍÎÅ ÍÀÑËÅÄÈÅ ÑÎÔÓÑÀ ËÈ 79
α, β, γ = 1, 2, . . . , r = dimG , ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà16 îïðåäåëÿþò îáúåêòû íåãîëî-íîìíîñòè ýòèõ áàçèñîâ:

[Rα, Rβ ] = Rγc γ
αβ , dωα = −

1

2
cα
βγ ωβ ∧ ωγ , (15)

[R̃α, R̃β ] = −R̃γc γ
αβ , dω̃α =

1

2
cα
βγ ω̃β ∧ ω̃γ . (16)Âïðî÷åì, èç (15) è (16) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

Yα = R̃α −Rα èìåþò òàêóþ æå òàáëèöó êîììóòàòîðîâ, ÷òî è îïåðàòîðû R̃α :
[Yα, Yβ ] = [X̃α, X̃β] + [Xα, Xβ] = −Ỹγc γ

αβ .Ïåðåõîä îò áàçèñà (R, ω) ê áàçèñó (R̃, ω̃) îñóùåñòâëÿåòñÿ íåêîòîðîé ìàòðèöåé A =
= A(a) , a ∈ G :

R̃ = RA−1, ω̃ = Aω. (17)Òåì ñàìûì îïðåäåëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçì ξ ãðóïïû G â ëèíåéíóþ ãðóïïó GL(r, R)ñ öåíòðîì Z ⊂ G â êà÷åñòâå ÿäðà:
ξ : G → GL(r, R), a 7→ A(a). (18)Ïîäãðóïïà Ad(G) = ξ(G) ⊂ GL(r, R) , èçîìîð�íàÿ �àêòîð-ãðóïïå G/Z , íàçûâàåò-ñÿ ïðèñîåäèíåííîé ãðóïïîé ãðóïïû G .2.2. �ðóïïû T k

(
GL(2, R)

).2.2.1. Ïðèñîåäèíåííàÿ ãðóïïà ãðóïïû GL(2, R). Âñå âûøåñêàçàííîå ïå-ðåíîñèòñÿ íà ëèíåéíóþ ãðóïïó GL(2, R) è åe êàñàòåëüíóþ ãðóïïó T
(
GL(2, R)

) .Ýëåìåíòîì ãðóïïû GL(2, R) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíàÿ ìàòðèöà A . Ïóñòü âåêòîð, êàñà-òåëüíûé ê GL(2, R) â òî÷êå A , îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé C , òàê ÷òî
A =

(
a1 a2

a3 a4

)
, C =

(
c1 c2

c3 c4

)
, (A, C) ∈ T

(
GL(2, R)

)
.Êîîðäèíàòû ai íà ãðóïïå GL(2, R) îïðåäåëÿþò íàòóðàëüíûé áàçèñ (∂i, daj) , ãäå

∂i =
∂

∂ai

, i, j = 1, 2, 3, 4. Áàçèñ â åäèíèöå E ∈ GL(2, R) ðàçíîñèòñÿ íà âñþãðóïïó, ïîðîæäàÿ äâà áàçèñà17 � ëåâîèíâàðèàíòíûé (Xi, ω
j) è ïðàâîèíâàðèàíò-íûé (X̃i, ω̃

j) :
(

X1 X2

X3 X4

)
=

(
a1 a3

a2 a4

)
·

(
∂1 ∂2

∂3 ∂4

)
,

(
ω1 ω2

ω3 ω4

)
=

(
a1 a2

a3 a4

)
−1

·

(
da1 da2

da3 da4

)
,

(
X̃1 X̃2

X̃3 X̃4

)
=

(
∂1 ∂2

∂3 ∂4

)
·

(
a1 a3

a2 a4

)
,

(
ω̃1 ω̃2

ω̃3 ω̃4

)
=

(
da1 da2

da3 da4

)
·

(
a1 a2

a3 a4

)
−1

.

16Òàê êàê κ : a → a−1 , òî TκX = −X̃ , TκX̃ = −X , è îòîáðàæåíèå Tκ ïåðåâîäèò �îðìóëû(15) â �îðìóëû (16) è íàîáîðîò.
17Ëåâîèíâàðèàíòíûé êîðåïåð îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé ω = A−1dA , à ïðàâîèíâàðèàíòíûé ��îðìóëîé ω = (dA)A−1 . Äóàëüíûå ðåïåðû çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî îáðàòíûìè ìàòðèöàìè.
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(

X̃1 X̃2

X̃3 X̃4

)
=

(
a1 a3

a2 a4

)
−1

·

(
X1 X2

X3 X4

)
·

(
a1 a3

a2 a4

)
,a òî÷íåå, îòîáðàæåíèåì ξ (18) è ìàòðèöàìè âèäà

A =
1

a1a4 − a2a3




a1a4 a3a4 −a1a2 −a2a3

a2a4 a2
4 −a2

2 −a2a4

−a1a3 −a2
3 a2

1 a1a3

a2a3 −a3a4 a1a2 a1a4


 ∈ GL(4, R).Åñëè ìàòðèöó A äè��åðåíöèðîâàòü ïî ïðèíöèïó A′ = (dA/dt)|t=0 = C â åäèíèöåãðóïïû GL(2, R) , ïîëó÷èì ýëåìåíò ïðèñîåäèíåííîé àëãåáðû Ëè:

C =




0 c3 −c2 0
c2 c4 − c1 0 −c2

−c3 0 c1 − c4 c3

0 −c3 c2 0


 ∈ gl(4, R). (19)Îïåðàòîðû ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Yi = X̃i −Xi èìåþò âèä

(
Y1 Y2

Y3 Y4

)
=

(
∂1 ∂2

∂3 ∂4

)
·

(
a1 a3

a2 a4

)
−

(
a1 a3

a2 a4

)
·

(
∂1 ∂2

∂3 ∂4

)è çàäàþòñÿ ìàòðèöàìè âèäà
B =




0 a3 −a2 0
a2 a4 − a1 0 −a2

−a3 0 a1 − a4 a3

0 −a3 a2 0


 ∈ GL(4, R).Ìàòðèöà B ïî óêàçàííîìó âûøå ïðèíöèïó B′ = C äàåò òó æå ìàòðèöó C (19).Îáùåå ëåâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå X èìååò â ëåâîèíâàðèàíòíîì ðåïå-ðå ïîñòîÿííûå êîý��èöèåíòû C è òàêîå æå ïðåäñòàâëåíèå â ïðàâîèíâàðèàíòíîìðeïåðå èìååò îáùåå ïðàâîèíâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ïîëå X̃ :

X = c1X1 + c2X2 + c3X3 + c4X4,

X̃ = c1X̃1 + c2X̃2 + c3X̃3 + c4X̃4.Ïîòîêè at = exp tX è ãt = exp tX̃ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîé è òîé æå îäíîïàðàìåòðè-÷å
êîé ïîäãðóïïîé eCt ãðóïïû GL(2, R) . Åå ëåâûå êëàññû ñìåæíîñòè ÿâëÿþòñÿòðàåêòîðèÿìè ïîëÿ X , à ïðàâûå êëàññû ñìåæíîñòè � òðàåêòîðèÿìè ïîëÿ X̃ :
at  A ′ = AC ⇒ At = AeCt,

ãt  A ′ = CA ⇒ At = eCtA.Äåðèâàöèîííûå �îðìóëû (6) äëÿ ëåâîèíâàðèàíòíîãî áàçèñà (Xi, ω
j) â ïîòîêå ïîëÿ

X çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:
(

X1 X2

X3 X4

)
′

=

(
c1 c3

c2 c4

)(
X1 X2

X3 X4

)
−

(
X1 X2

X3 X4

)(
c1 c3

c2 c4

)
,
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(

ω1 ω2

ω3 ω4

)
′

=

(
ω1 ω2

ω3 ω4

)(
c1 c2

c3 c4

)
−

(
c1 c2

c3 c4

)(
ω1 ω2

ω3 ω4

)
.�îëü, êîòîðóþ èãðàåò ìàòðèöà C â �îðìóëàõ (6), â íàñòîÿùèõ ðàññóæäåíèÿõ èã-ðàåò ìàòðèöà C (19). Òàáëèöà êîììóòàòîðîâ [Xi, Xj] îòñþäà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíàñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîèçâîäíàÿ X ′

j = [X, Xj ] îïðåäåëÿåò j -þ ñòðîêó òàáëèöû,à èìåííî: ïðè êîý��èöèåíòå ci ðàñïîëîæåí i-é ýëåìåíò j -é ñòðîêè :
�

... X1 X2 X3 X4

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

X1

... 0 −X2 X3 0

X2

... X2 0 X4 −X1 −X2

X3

... −X3 X1 −X4 0 X3

X4

... 0 X2 −X3 0

(20)
Îïåðàòîðû ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Yi = X̃i − Xi ëèíåéíî çàâèñèìû.Äåéñòâèòåëüíî, èç ñòðîåíèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû B ñëåäóåò, ÷òî

Y1 + Y4 = 0, a1Y1 + a2Y2 + a3Y3 + a4Y4 = 0.Èõ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà 〈Yi〉 îïðåäåëÿåò íà GL(2, R) (âíå öåíòðà Z ) äâóìåðíîåèíòåãðèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå. Èíòåãðàëàìè ðàñïðåäåëåíèÿ 〈Yi〉 ÿâëÿþòñÿ ñëåä èîïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A :
tr A = a1 + a4, detA = a1a4 − a2a3,÷òî âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ d(tr A) = θ1 è d(det A) = (detA)θ2, ãäå

θ1 = a1ω
1 + a3ω

2 + a2ω
3 + a4ω

4 = a1ω̃
1 + a3ω̃

2 + a2ω̃
3 + a4ω̃

4,

θ2 = ω1 + ω4 = ω̃1 + ω̃4.Ôîðìû θ1 è θ2 àííóëèðóþòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì 〈Yi〉 .Îáùèé îïåðàòîð ïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-öèåé îïåðàòîðîâ Yi ñ êîý��èöèåíòàìè ci :
Y = c1Y1 + c2Y2 + c3Y3 + c4Y4.Ïîòîê îïåðàòîðà Y îïðåäåëÿåòñÿ 1 -ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ãðóïïû âíóòðåí-íèõ àâòîìîð�èçìîâ:

A′ = CA−AC ⇒ At = eCtAe−Ct.Îïåðàòîðû Yi äîïóñêàþò èí�èíèòåçèìàëüíóþ ñèììåòðèþ P, óêàçàííóþ íèæå.Èíòåãðàëû ðàñïðåäåëåíèÿ 〈Yi〉 , òî åñòü trA è det A , â ïîòîêå ïîëÿ P ïðåîáðàçó-þòñÿ, íî îñòàþòñÿ èíòåãðàëàìè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Âîçíèêàåò âîïðîñ î íàëè÷èèîáùåãî èíâàðèàíòà îïåðàòîðîâ Yi è ïîëÿ P . Òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ äèñêðèìèíàíò ∆ .Èìååì:
P = ∂1 + ∂4, exp tP : A At = A + tE,

(trA)t = trA + 2t,

(det A)t = detA + trA · t + t2,

∆ = tr2A− 4 detA, ∆t = ∆.



82 M. �ÀÕÓËÀÈíâàðèàíò ∆ îïðåäåëÿåò ñèçèãèþ � ñâÿçü ìåæäó èíâàðèàíòàìè tr A , detA îïåðà-òîðîâ Yi è èíâàðèàíòàìè a1 − a4 , a2 , a3 ïîëÿ P :
∆ = (a1 + a2)

2 − 4(a1a4 − a2a3) = (a1 − a4)
2 + 4a2a3.Äëÿ ïðîÿñíåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ýòîé ñèçèãèè ââåäåì îòîáðàæåíèÿ χ è ζ ,ïðîåêòèðóþùèå ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå GL(2, R) ñîîòâåòñòâåííî íà íåêîòî-ðûå ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ x, y, z è ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ u, u′ :

χ : A  (x, y, z),





x ◦ χ = a1 − a4,

y ◦ χ = a2,

z ◦ χ = a3,

ζ : A  (u, u′),

{
u ◦ ζ = detA,

u′ ◦ ζ = tr A.Ïðè ýòîì
Y1  TχY1 = y

∂

∂y
− z

∂

∂z

Y2  TχY2 = 2z
∂

∂x
− x

∂

∂y





x̃ = x + 2zte−s,

ỹ = yes − xt− zt2e−s,

z̃ = ze−s,

P  TζP = u′
∂

∂u
+ 2

∂

∂u′

{
ut = u + u′t + t2,

u′

t = u′ + 2t.Ïðîåêöèÿ χ îñóùåñòâëÿåòñÿ âäîëü òðàåêòîðèé ïîëÿ P . Íà ãèïåðêâàäðèêå
detA = d = const îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà P (detA) = trA = 0 , ïðîåêòè-ðóþùàÿñÿ íà ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ x, y, z â ãèïåðáîëîèä ∆ = −4d, ãäå

∆ = x2 + 4yz  ∆ = ∆ ◦ χ.Îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà detAt = d îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ∆ = −4d. Äâó-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå 〈Yi〉 = 〈Y1, Y2〉 ïðîåêòèðóåòñÿ â äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
〈TχY1, TχY2〉 , äëÿ êîòîðîãî �óíêöèÿ ∆ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì. �èïåðáîëîèäû � ïî-âåðõíîñòè óðîâíÿ �óíêöèè ∆ � ÿâëÿþòñÿ îðáèòàìè äâóìåðíîãî ïîòîêà as ◦ bt , ãäå
as = exp s(TχY1) è bt = exp t(TχY2) .Ïðè ïðîåêöèè ζ öèëèíäð ∆ = −4d îòîáðàæàåòñÿ â ïàðàáîëó ∆̃ = −4d, ãäå

∆̃ = (u′)2 − 4u  ∆ = ∆̃ ◦ ζ.Îïåðàòîð P ïðè îòîáðàæåíèè Tζ ïåðåõîäèò â âåêòîðíîå ïîëå TζP . Äèñêðèìè-íàíò ∆̃ êâàäðàòè÷íîé �óíêöèè ut ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîëÿ TζP . Ëèíèè óðîâ-íÿ ∆̃ = const ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåéñòâî ïàðàáîë íà ïëîñêîñòè uu′. Ñèçèãèÿïîðîæäàåò êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó:
A

χ ւ | ց ζ

(x, y, z) ∆ (u, u′)

∆ ց ↓ ւ∆̃

∆ = ∆ ◦ χ R ∆ = ∆̃ ◦ ζ



�ÅÍÈÀËÜÍÎÅ ÍÀÑËÅÄÈÅ ÑÎÔÓÑÀ ËÈ 83Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì {∆} öèëèíäð ñ óðàâíåíèåì ∆ = −4d , à ñèìâîëàìè {∆} è
{∆̃} � ãèïåðáîëîèä ñ óðàâíåíèåì ∆ = −4d è ïàðàáîëó ñ óðàâíåíèåì ∆̃ = −4d (d �ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà). Òîãäà

{∆} = {∆} × {∆̃}. (21)Ôîðìóëà (21) îçíà÷àåò, ÷òî öèëèíäð ∆ = −4d åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãèïåð-áîëîèäà ∆ = −4d è ïàðàáîëû ∆̃ = −4d18. Â ãðóïïîâûõ òåðìèíàõ èìååì �àêòîð-ãðóïïû
{∆} ≈ {∆}/{∆̃}, {∆̃} ≈ {∆}/{∆}.2.2.2. Êàëèáðîâî÷íûå ãðóïïû. Êàñàòåëüíàÿ ãðóïïà ëèíåéíîé ãðóïïû

GL(n, R) âêëàäûâàåòñÿ ìîíîìîð�íî â ëèíåéíóþ ãðóïïó GL(2n, R) :
T
(
GL(n, R)

)
→֒ GL(2n, R), (A, A1) 7→

(
A 0
A1 A

) (22)Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèÿ (8) è (9) âûïîëíÿþòñÿ: ïðîèçâåäåíèþ ýëåìåíòîâ (A, A1) è
(B, B1) ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö:
(

A 0
A1 A

)
·

(
B 0
B1 B

)
=

(
AB 0

A1B + AB1 AB

)
=

=

(
A 0
0 A

)
·

(
E 0

A−1A1 + B1B
−1 E

)
·

(
B 0
0 B

)
,à îáðàòíîìó ýëåìåíòó (A, A1)

−1 � îáðàòíàÿ ìàòðèöà:
(

A 0
A1 A

)
−1

=

(
A−1 0

−A−1A1A
−1 A−1

)
.Òàêîâ ïåðâûé øàã èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà

T k
(
GL(n, R)

)
→֒ GL(2kn, R), k = 1, 2, . . . (23)Âòîðàÿ êàñàòåëüíàÿ ãðóïïà T 2
(
GL(n, R)

) âêëàäûâàåòñÿ â ãðóïïó GL(4n, R) :
(A, A1, A2, A12)  




A 0 0 0
A1 A 0 0
A2 0 A 0
A12 A2 A1 A


 (24)Çäåñü âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (11) è (12):




A 0 0 0
A1 A 0 0
A2 0 A 0
A12 A2 A1 A


 ·




B 0 0 0
B1 B 0 0
B2 0 B 0
B12 B2 B1 B


 =




C 0 0 0
C1 C 0 0
C2 0 C 0
C12 C2 C1 C


 ,

C = AB,

C1 = A1B + AB1,

C2 = A2B + AB2,

C12 = A12B + A2B1 + A1B2 + AB12.

18Öèëèíäð � ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íàïðàâëÿþùåé è ïðÿìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé.



84 M. �ÀÕÓËÀÏîëàãàÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ïîëó÷èëàñü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, íàõîäèì�îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà:
B = A−1,

B1 = −A−1A1A
−1,

B2 = −A−1A2A
−1,

B12 = −A−1(A12 −A1A
−1A2 −A2A

−1A1)A
−1,Â õîäå ïîñëåäîâàòåëüíûõ âëîæåíèé ïîëó÷àåì êàëèáðîâî÷íûå ãðóïïû.Â êàëèáðîâî÷íîé òåîðèè öåíòðàëüíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå äëÿ òî÷-êè ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ ïîäãðóïïû åå ñòàöèîíàðíîñòè â ãðóïïå ïðåîáðàçî-âàíèé. Íà ýòàæàõ T kM ãðóïïà äè��åîìîð�èçìîâ G ìíîãîîáðàçèÿ M äåéñòâóåòïîñòðóéíî. Ýòî ñëåäóåò èç âèäà ìàòðèö ßêîáè äè��åîìîð�èçìîâ a, Ta, T 2a, . . . :

A  

(
A 0
A1 A

)
 




A 0 0 0
A1 A 0 0
A2 0 A 0
A12 A2 A1 A


  . . . ,ãäå A = (ai

j), A1 = (ai
jkui

1), A2 = (ai
jkui

2), A12 = (ai
jklu

k
1u

l
2 + ai

jkuk
12), . . . �ðóï-ïà îáðàòèìûõ ñòðóé ïîðÿäêà k îòîáðàæàåòñÿ â ãðóïïó GL(2kn, R) ãîìîìîð�íî.Ïðè ýòîì ÿäðîì ãîìîìîð�èçìà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà ýëåìåíòà ýòà-æà T kM , è ýòàæ T kM ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ äåéñòâèåì íà íåìãðóïïû G . 3. Ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè èíâàðèàíòîâÅñëè âåêòîðíîå ïîëå óâëåêàåòñÿ ïîòîêîì äðóãîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, òî åãî èí-âàðèàíòû ïîäâåðãàþòñÿ âîçäåéñòâèþ è âîçíèêàåò ïðîáëåìà èõ óñòîé÷èâîñòè. Îïå-ðàòîðû ëèíåéíîé ãðóïïû îáëàäàþò àëãåáðàè÷åñêèìè èíâàðèàíòàìè, è ïðîáëåìàñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèçèãèé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ñêàçàííîå íàïðèìåðå ãðóïïû GL(3, R) .3.1. �ðóïïà GL(3, R). Ëèíåéíàÿ ãðóïïà GL(3, R) ÿâëÿåòñÿ 9-ìåðíûì ìíî-ãîîáðàçèåì, à åå àëãåáðà Ëè gl(3, R) � 9-ìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, êàñà-òåëüíûì ê GL(3, R) â òî÷êå E ∈ GL(3, R) . Ýëåìåíòàìè ãðóïïû GL(3, R) ÿâëÿþòñÿðåãóëÿðíûå ìàòðèöû A , à ýëåìåíòàìè àëãåáðû Ëè gl(3, R) � ïðîèçâîëüíûå ìàòðè-öû C :

A =




a1 a2 a3

a4 a5 a6

a7 a8 a9


 , C =




c1 c2 c3

c4 c5 c6

c7 c8 c9


 .Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ãðóïïû GL(2, R) , íà ãðóïïå GL(3, R) îïðåäåëÿþòñÿ ëåâî-èíâàðèàíòíûé ðåïåð




X1 X2 X3

X4 X5 X6

X7 X8 X9


 =




a1 a4 a7

a2 a5 a8

a3 a6 a9


 ·




∂1 ∂2 ∂3

∂4 ∂5 ∂6

∂7 ∂8 ∂9


è ïðàâîèíâàðèàíòíûé ðåïåð




X̃1 X̃2 X̃3

X̃4 X̃5 X̃6

X̃7 X̃8 X̃9


 =




∂1 ∂2 ∂3

∂4 ∂5 ∂6

∂7 ∂8 ∂9


 ·




a1 a4 a7

a2 a5 a8

a3 a6 a9


 .



�ÅÍÈÀËÜÍÎÅ ÍÀÑËÅÄÈÅ ÑÎÔÓÑÀ ËÈ 853.1.1. Èíâàðèàíòû (σ, σ′, σ′). Îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàòîðû ïðèñîåäèíåííîãîïðåäñòàâëåíèÿ Yi = X̃i −Xi :

Y1 = a2 ∂2 + a3 ∂3 − a4 ∂4 − a7 ∂7,

Y2 = a4 (∂1 − ∂5)− (a1 − a5) ∂2 + a6 ∂3 − a7 ∂8,

Y3 = a7 (∂1 − ∂9) + a8 ∂2 − (a1 − a9) ∂3 − a4 ∂6,

Y4 = −a2 (∂1 − ∂5) + (a1 − a5) ∂4 + a3 ∂6 − a8 ∂7,

Y5 = −a2 ∂2 + a4 ∂4 + a6 ∂6 − a8 ∂8,

Y6 = −a2 ∂3 + a7 ∂4 + a8 (∂5 − ∂9)− (a5 − a9) ∂6,

Y7 = −a3 ∂1 − a6 ∂4 + (a1 − a9) ∂7 + a2 ∂8 + a3 ∂9,

Y8 = −a3 ∂2 − a6 (∂5 − ∂9) + a4 ∂7 + (a5 − a9) ∂8.

Y9 = −a3 ∂3 − a6 ∂6 + a7 ∂7 + a8 ∂8,ñâÿçàííûå ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè
Y1 + Y5 + Y9 = 0,

a1 Y1 + a2 Y2 + a3 Y3 + a4 Y4 + a5 Y5 + a6 Y6 + a7 Y7 + a8 Y8 + a9 Y9 = 0,

a1 Y1 + a2 Y2 + a3 Y3 + a4 Y4 + a5 Y5 + a6 Y6 + a7 Y7 + a8 Y8 + a9 Y9 = 0,ãäå ai � ýëåìåíòû ìàòðèöû A−1 . Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà îïåðàòîðîâ Yi èìååò ðàçìåð-íîñòü íå âûøå øåñòè19:
dim〈Yi〉 ≤ 6.Îïåðàòîðû Yi äîïóñêàþò îáùèå èíâàðèàíòû:

σ =
1

6

∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

a4 a5 a6

a7 a8 a9

∣∣∣∣∣∣
,

σ′ =
1

6

(∣∣∣∣
a1 a2

a4 a5

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a1 a3

a7 a9

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a5 a6

a8 a9

∣∣∣∣
)

,

σ′′ =
1

3
(a1 + a5 + a9).Òàáëèöà êîììóòàòîðîâ äëÿ îïåðàòîðîâ Yi èìååò âèä:

� | Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Y8 Y9

−− · −− −− −− −− −− −− −− −− −−
Y1 | 0 −Y2 −Y3 Y4 0 0 Y7 0 0
Y2 | Y2 0 0 Y9 −Y2 −Y3 Y8 0 0
Y3 | Y3 0 0 Y6 0 0 −Y5 −Y2 −Y3

Y4 | −Y4 −Y9 −Y6 0 Y4 0 0 Y7 0
Y5 | 0 Y2 0 −Y4 0 −Y6 0 Y8 0
Y6 | 0 Y3 0 0 Y6 0 −Y4 Y1 −Y6

Y7 | −Y7 −Y8 Y5 0 0 Y0 0 0 Y7

Y8 | 0 0 Y2 −Y7 −Y8 −Y1 0 0 Y8

Y9 | 0 0 Y3 0 0 Y6 −Y7 −Y8 0

19Òàê, ðàâåíñòâà Y3 = 0 è dim〈Yi〉 = 5 èìåþò ìåñòî íà ïÿòèìåðíîé ïîäãðóïïå ìàòðèö


a1 a2 a3

0 a5 a6

0 0 a1


 , a1a5 6= 0,à íà öåíòðå Z , òî åñòü íà 1-ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïå ìàòðèö tE , âñÿ îáîëî÷êà ñîñòîèò èç íóëÿ,è dim〈Yi〉 = 0 .



86 M. �ÀÕÓËÀÒðè îïåðàòîðà Y1, Y5 è Y9 èãðàþò îñîáóþ ðîëü. Îíè êîììóòèðóþò ìåæäó ñîáîéè, êðîìå òîãî, ÿâëÿþòñÿ èí�èíèòåçèìàëüíûìè ñèììåòðèÿìè äëÿ êàæäîãî îïåðà-òîðà Yi . Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà 〈Y1, Y5, Y9〉 � èíòåãðèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ðàçìåð-íîñòè ≤ 2 . Íà åãî èíòåãðàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèå àääèòèâíîéãðóïïû R
3 :




a1 a2 a3

a4 a5 a6

a7 a8 a9




(s,t,u)

=




a1 a2e
s−t a3e

s−u

a4e
t−s a5 a6e

t−u

a7e
u−s a8e

u−t a9


 ,ãäå s , t è u � ïàðàìåòðû îïåðàòîðîâ Y1 , Y5 è Y9 ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ñóòè, ðå÷ü èäåòî âíóòðåííèõ àâòîìîð�èçìàõ A  UAU−1 ïîä äåéñòâèåì ãðóïïû äèàãîíàëüíûõìàòðèö

U =




es 0 0
0 et 0
0 0 eu


 .3.1.2. Áîëåå óñòîé÷èâûå èíâàðèàíòû (i0, i1). �àññìîòðèì îïåðàòîð20

P = ∂1 + ∂5 + ∂9.Øòðèõè ó âåëè÷èí σ, σ′ è σ′′ òðàêòóþòñÿ êàê ïðîèçâîäíûå:
σ′ = Pσ, σ′′ = P 2σ, σ′′′ = P 3σ = 1.Ýòî çíà÷èò, ÷òî îïåðàòîð P îòîáðàæåíèåì ζ : A 7→ (σ, σ′, σ′′) ïåðåâîäèòñÿ â âåê-òîðíîå ïîëå P̃ = TζP :

P̃ = σ′
∂

∂σ
+ σ′′

∂

∂σ′
+

∂

∂σ′′
, (25)à ïîòîê at = exp tP : A 7→ At = A + tE ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîòîê:

ãt = exp tP̃ : (σ, σ′, σ′′) 7→





σt = σ + σ′t + σ′′
t2

2
+

t3

6
,

σ′

t = σ′ + σ′′t +
t2

2
,

σ′′

t = σ′′ + t.Ñîîòâåòñòâèå
at = exp tP  ãt = exp t(TζP )âûðàæàåòñÿ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé

R
9 at−−→ R

9

ζ ↓ ↓ ζ

R
3 ãt−−→ R

3

(26)Êàíîíè÷åñêèì ïàðàìåòðîì äëÿ îïåðàòîðà P è äëÿ ïîëÿ P̃ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà
s =

1

3
tr C = σ′′.

20È çäåñü óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïàðàìåòðàìè (s, t) , íî òåïåðü â äðóãîì çíà÷åíèè.



�ÅÍÈÀËÜÍÎÅ ÍÀÑËÅÄÈÅ ÑÎÔÓÑÀ ËÈ 87Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäñòàíîâêà t = −s â ìàòðèöó At äàåò íàì èíâàðèàíòû21 îïåðà-òîðà P :
A−s = A− sE =




a1 −
1

3
tr A a2 a3

a4 a5 −
1

3
tr A a6

a7 a8 a9 −
1

3
tr A




,è òà æå ïîäñòàíîâêà â âåëè÷èíû σt, σ′

t è σ′′

t äàåò íàì äâà îáùèõ äëÿ îïåðàòîðîâ
P è Yi èíâàðèàíòà22 (òðåòèé, ðàâíûé íóëþ, îïóñêàåì) :

t −s ⇒





i0
.
= σ−s = σ − σ′σ′′ +

1

3
(σ′′)3,

i1
.
= σ′

−s = σ′ −
1

2
(σ′′)2.

(27)Èíâàðèàíòû i0 è i1 , åñòåñòâåííî, âûðàçÿòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå èíâàðèàíòû A−s .Ïîëó÷àåì äâå ñèçèãèè.3.1.3. Íàèáîëåå óñòîé÷èâûé èíâàðèàíò I . Ñ ïîìîùüþ èíâàðèàíòîâ i0 è
i1 ñîñòàâëÿåòñÿ èçâåñòíûé äèñêðèìèíàíò êóáè÷åñêîé �óíêöèè, â äàííîì ñëó÷àåäëÿ �óíêöèè σt :

I = (3i0)
2 + (2i1)

3 , (28)Äèñêðèìèíàíò I îáëàäàåò ñâîéñòâîì :
σ = σ′ = 0 ⇒ I = 0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàâåíñòâî I = 0 ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ñëåäñòâèåì ðàâåíñòâ

σ = 0 è σ′ = 0 .Ïóñòü A0 � ïîâåðõíîñòü σ = 0 , òî åñòü ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ íóëåâûì îïðåäå-ëèòåëåì. Â ïîòîêå at íà ïîâåðõíîñòè A0 îïðåäåëÿåòñÿ ñòðàòè�èêàöèÿ 23

A0 ⊃ A1 ⊃ A2 , (29)ãäå A1 � õàðàêòåðèñòèêà, âûñåêàåìàÿ íà A0 óðàâíåíèåì σ′ = 0 , à A2 � õàðàê-òåðèñòèêà, âûñåêàåìàÿ íà A1 óðàâíåíèåì σ′′ = 0 . Óðàâíåíèå I = 0 îïðåäåëÿåòöèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ ïðÿìîëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè � òðàåêòîðèÿìèïîëÿ P. Ýòîò öèëèíäð ñîäåðæèò õàðàêòåðèñòèêè A1 è A2 , ïðè÷åì â òî÷êàõ A1öèëèíäð êàñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè A0 , à â òî÷êàõ A2 � õàðàêòåðèñòèêè A1 .Ïðè îòîáðàæåíèè ζ : R
9 → R

3 ñòðàòû (29) îòîáðàæàþòñÿ â ñòðàòû ïëîñêîñòü �ïðÿìàÿ�òî÷êà
ζ(A0) ⊃ ζ(A1) ⊃ ζ(A2), (30)ïðè÷åì ñòðàòû (29) è (30) óâëåêàþòñÿ îäíîâðåìåííî ïîòîêàìè at = exp tX è ãt =

= exp tX̃ (ñì. (26)):
ζ : at(A0) ⊃ at(A1) ⊃ at(A2)  ãt

(
ζ(A0)

)
⊃ ãt

(
ζ(A1)

)
⊃ ãt

(
ζ(A2)

)
.

21Ó ìàòðèöû A−s äåâÿòü ýëåìåíòîâ, íî tr A−s = 0 , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èìååòñÿ âîñåìü èíâà-ðèàíòîâ.
22Çíàê .

= óïîòðåáëÿåì, êîãäà ââîäÿòñÿ íîâûå îáîçíà÷åíèÿ.
23Ïðè îñâåùåíèè ïîâåðõíîñòè A0 âäîëü òðàåêòîðèé ïîëÿ P ïîÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòè: ñêëàäêà

A1 è ñáîðêà A2 (ñì. [15℄).



88 M. �ÀÕÓËÀÓðàâíåíèåì I = 0 â ïðîñòðàíñòâå R
3 îïðåäåëÿåòñÿ ðàçâeðòûâàþùàÿñÿ ïîâåðõ-íîñòü (òîðñ) � îãèáàþùàÿ ñåìåéñòâà ïëîñêîñòåé ãt

(
ζ(A0)

) . �åáðîì âîçâðàòà òîðñàÿâëÿåòñÿ (äèñêðèìèíàíòíàÿ) êðèâàÿ ãt

(
ζ(A2)

)
. Ñòðàòû (30) ïðè èçìåíåíèè ïàðà-ìåòðà t ïðèõîäÿò â äâèæåíèå: òî÷êà ãt

(
ζ(A2)

) ïåðåìåùàåòñÿ ïî äèñêðèìèíàíòíîéêðèâîé, à âìåñòå ñ íåé ïåðåìåùàþòñÿ êàñàòåëüíàÿ ãt

(
ζ(A1)

) è ñîïðèêàñàþùàÿñÿïëîñêîñòè ãt

(
ζ(A0)

) ê äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé.Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå R
3 , ãäå çàäàíû êîîðäèíàòû (σ, σ′, σ′′) , ïëîñ-êîñòü σ = 0 , óâëåêàÿñü ïîòîêîì ãt , îáðàçóåò ñåìåéñòâî ïëîñêîñòåé, êîòîðîå îãè-áàåòñÿ òîðñîì I = 0. Äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ, èëè ðåáðî âîçâðàòà òîðñà, � ýòîêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà (

t3

6
,

t2

2
, t

)
.Òîðñ ðàçáèâàåò ïðîñòðàíñòâî R

3 íà äâå îáëàñòè: îáëàñòü ìåæäó ñòâîðêàìè òîðñà
I > 0 , êóäà ïðè îòîáðàæåíèè A 7→ ζ(A) ïîïàäàþò ìàòðèöû A ñ òðåìÿ äåéñòâèòåëü-íûìè ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, è îáëàñòü âíå ñòâîðîê I > 0 , êóäàïîïàäàþò ìàòðèöû A òîëüêî ñ îäíèì äåéñòâèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.Íà ïîâåðõíîñòü òîðñà I = 0 ïîïàäàþò ìàòðèöû A , ó êîòîðûõ íå âñå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû, òî åñòü òàêèå, ó êîòîðûõ õîòÿ áû äâà èç íèõ ñîâïàäàþò, à íàðåáðî âîçâðàòà ïîïàäàþò ìàòðèöû A ñ òðåõêðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.Òî÷êà (σt, σ

′

t, σ
′′

t ) , ïåðåìåùàÿñü ïî ñâîåé òðàåêòîðèè, äîõîäèò äî ïëîñêîñòè σ′′ =
= 0, ãäå ñòàíîâèòñÿ òî÷êîé (σ−σ′′ , σ′

−σ′′ , 0) . Òîðñ I = 0 â ïåðåñå÷åíèè ñ ïëîñêîñòüþ
σ′′ = 0 îïðåäåëÿåò ïîëóêóáè÷åñêóþ ïàðàáîëó

(3σ)2 + (2σ′)3 = 0. (31)Ìåæäó òî÷êàìè äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé â R
3 è òî÷êàìè ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðà-áîëû (31) óñòàíàâëèâàåòñÿ áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå

M1 ←→ M2,à èìåííî: êàñàòåëüíàÿ ê äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé â òî÷êå M1 ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïëîñ-êîñòüþ σ′′ = 0 â òî÷êå ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû M2. Ïðè ýòîì ñîïðèêàñàþùàÿñÿïëîñêîñòü ê äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé â òî÷êå M1 ïåðåñåêàåòñÿ ñ ïëîñêîñòüþ σ′′ =
= 0 ïî êàñàòåëüíîé ê ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëå â òî÷êå M2.Òàêèì îáðàçîì, ñìûñë ïîäñòàíîâêè ×èðíãàóçà è èçâåñòíîé íîìîãðàììû äëÿîïðåäåëåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé ïðèâåäåííîãî êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîèòâ ñëåäóþùåì. Ïîäñòàíîâêà ×èðíãàóçà t = τ − s , ãäå s = σ′′, ïðèâîäèò êóáè÷åñêîåóðàâíåíèå σt = 0 ê âèäó στ−s = 0, ãäå îòñóòñòâóåò ÷ëåí ñ τ2 :

t = τ − u ′′ ⇒ u + u ′t + u ′′
t2

2
+

t3

6
= 0 (σt = 0),

⇔ u−s + u′

−sτ +
τ3

6
= 0 (στ−s = 0).Ïðè ýòîì åñëè t � êîðåíü êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ σt = 0 , òî τ � êîðåíü ïðè-âåäåííîãî óðàâíåíèÿ, è íàîáîðîò. Íàõîæäåíèå äåéñòâèòåëüíîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ

σt = 0 ñâîäèòñÿ ê ïðîâåäåíèþ èç òî÷êè (σ, σ′, σ′′) ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòèê äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé è îïðåäåëåíèþ íà íåé òî÷êè ñîïðèêîñíîâåíèÿ M1 ,÷òî íà ïëîñêîñòè σσ′ ðàâíîñèëüíî ïðîâåäåíèþ èç òî÷êè (σ−s, σ
′

−s) êàñàòåëüíîéê ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëå è îïðåäåëåíèþ íà íåé òî÷êè êàñàíèÿ M2.
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3 íà ïëîñêîñòü èíâàðèàíòîâ (i0, i1) îïåðàòîðà P̃(ñì. (25) è (27)):

ϑ : R
3 → R

2, (σ, σ′, σ′′) 7→ (i0, i1),

Tϑ ∼

(
1 −σ′′ (σ′′)2 − σ′

0 1 −σ′′

)
.Îïåðàòîð P̃ ïðè îòîáðàæåíèè Tϑ àííóëèðóåòñÿ, òàê êàê ïðîåêòèðîâàíèå îñó-ùåñòâëÿåòñÿ âäîëü òðàåêòîðèé ýòîãî îïåðàòîðà, à äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ, ÿâëÿþùèåñÿèí�èíèòåçèìàëüíûìè ñèììåòðèÿìè îïåðàòîðà P̃ , ïðîåêòèðóþòñÿ â åñòåñòâåííûéðåïåð íà ïëîñêîñòè R

2 :
Tϑ :

( ∂

∂σ
, σ′′

∂

∂σ
+

∂

∂σ′

)
7→

( ∂

∂i0
,

∂

∂i1

)
. (32)Îáùàÿ èí�èíèòåçèìàëüíàÿ ñèììåòðèÿ îïåðàòîðà P̃ èìååò âèä

P = µ
∂

∂σ
+ µ′

∂

∂σ′
+ µ′′

∂

∂σ′′
,ãäå µ � íå âûøå, ÷åì âòîðàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ íåêîòîðîãî èíâàðèàíòà îïåðàòîðà P̃ ,òî åñòü ëèáî µ , ëèáî µ′ , ëèáî µ′′ � èíâàðèàíò P̃ . Ïðè ýòîì µ′ = P̃ µ è µ′′ =

= P̃ 2µ . Êîý��èöèåíò µ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèåé èí�èíèòåçèìàëüíîéñèììåòðèè P . Ìåæäó èí�èíèòåçèìàëüíûìè ñèììåòðèÿìè è èõ ïðîèçâîäÿùèìè�óíêöèÿìè óñòàíàâëèâàåòñÿ áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå µ ↔ P . Äåéñòâèòåëüíî, åñ-ëè µ � êîý��èöèåíò ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, òî èí�èíèòåçèìàëüíàÿ ñèììåò-ðèÿ P ýòèì îïðåäåëåíà, è, íàîáîðîò, åñëè P � èí�èíèòåçèìàëüíàÿ ñèììåòðèÿ, òîåå ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî êàê ïðîèçâîäíàÿ µ = Pσ . Â÷àñòíîñòè, äëÿ èí�èíèòåçèìàëüíûõ ñèììåòðèé èç ëåâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (32)ïðîèçâîäÿùèìè �óíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ 1 è σ′′ ñîîòâåòñòâåííî . Ëåãêî ïðîâåðèòü,÷òî îáùàÿ èí�èíèòåçèìàëüíàÿ ñèììåòðèÿ P â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü R
2 èìååò âðåïåðå èç ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (32) èíâàðèàíòíûå êîý��èöèåíòû.Èíâàðèàíòû σ0 è σ1 äîïóñêàþò ïåðâîîáðàçíûå q è h 3-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâñîîòâåòñòâåííî:

q = σσ′σ′′ − σ2 −
4

9
(σ′)3,

q′ = −
1

3
(σ′)2σ′′ + σ(σ′′)2 − σσ′,

q′′ =
1

3
σ′(σ′′)2 + σσ′′ −

4

3
(σ′)2,

q′′′ = σ − σ′σ′′ +
1

3
(σ′′)3 = i0,

h =
3

2
σσ′′ − (σ′)2,

h′ =
3

2
σ −

1

2
σ′σ′′,

h′′ = σ′ −
1

2
(σ′′)2 = i1,



90 M. �ÀÕÓËÀòî åñòü q′′′ = i0 è h′′ = i1 . Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿì h′, h è q′′, q′ ñîîòâåòñòâóþòíåòðèâèàëüíûå èí�èíèòåçèìàëüíûå ñèììåòðèè24, êîòîðûå îáîçíà÷èì Q, S, T , Uñîîòâåòñòâåííî. Â ìàòðè÷íîé çàïèñè ýòè èí�èíèòåçèìàëüíûå ñèììåòðèè èìåþòñëåäóþùèé âèä:
(Q S T U) =

(
∂

∂σ

∂

∂σ′

∂

∂σ′′

)
·




h′ h q′′ q′

i1 h′ i0 q′′

0 i1 0 i0


 =

=

(
∂

∂i0

∂

∂i1
P̃

)
·




3
2 i0 −2i21 − 4

3 i21 −2i0i1
i1

3
2 i0 i0 − 4

3 i21
0 i1 0 i0


 .Ïðè âûâîäå ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ �îðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿäâà ðåïåðà â ïðîñòðàíñòâå R

3 :
(

∂

∂i0

∂

∂i1
P̃

)
=

(
∂

∂σ

∂

∂σ′

∂

∂σ′′

)
·




1 σ′′ σ′

0 1 σ′′

0 0 1


 .Ñóùåñòâåííûìè ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèè Q è T , òàê êàê ïðè ïðîåêöèè Tϑ îïåðàòîð

P̃ àííóëèðóåòñÿ è ñèììåòðèè U è S , ïî ñóùåñòâó, ñîâïàäàþò ñ ñèììåòðèÿìè Q è
T , òî åñòü íà ïëîñêîñòè R

2 èìååì:
Q = −

4

3
i1U , T =

2

3
S.Îïåðàòîðû Q è T íå êîììóòèðóþò, íî Q ÿâëÿåòñÿ èí�èíèòåçèìàëüíîé ñèììåò-ðèåé äëÿ T :

[Q, T ] =
1

2
T .Äèñêðèìèíàíò I â ïîòîêå T èíâàðèàíòåí, T I = 0, à â ïîòîêå Q îí óâëåêàåòñÿ ïîçàêîíó

QI = I ⇒ It = Iet. (33)Èíâàðèàíòîì âåêòîðíîãî ïîëÿ Q ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà i20 : i31 . Îáùèé èíâàðèàíòîïåðàòîðîâ Q è T íà ïëîñêîñòè R
2 îòñóòñòâóåò.Çàêëþ÷åíèåÎáùàÿ ñèòóàöèÿ òàêîâà. Â ñïëîøíîé ñðåäå íåêîòîðàÿ ñèñòåìà ïîäâåðãàåòñÿ âîç-ìóùåíèÿì. Ñíà÷àëà ñèñòåìà óâëåêàåòñÿ íåêîòîðûì ïîòîêîì. Ïîòîê ëèíåàðèçóåòñÿÿêîáèåâîé ìàòðèöåé A ïîäîáíî êàñàòåëüíîìó âåêòîðó ê òðàåêòîðèè äâèæóùåéñÿòî÷êè. Ïðè îäíîì âîçìóùåíèè ïðåîáðàçóåòñÿ ìàòðèöà A  UAU−1 (äåéñòâóþòîïåðàòîðû Yi ), ïðè äðóãîì � èçìåíÿåòñÿ åå äèàãîíàëü A A+ tE (äåéñòâóåò îïå-ðàòîð P ). Ïðè êàæäîì âîçìóùåíèè âûÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòû. Îïåðàöèè êîììóòè-ðóþò: U(A+ tE)U−1 = UAU−1 + tE (P � ñèììåòðèÿ îïåðàòîðîâ Yi ), ÷òî ãîâîðèò îñóùåñòâîâàíèè îáùèõ èíâàðèàíòîâ (i0, i1 ). Êàæäûé èç íèõ îïðåäåëÿåò ñèçèãèþ �ñâÿçü ìåæäó òåìè è äðóãèìè èíâàðèàíòàìè. Îáùèé èíâàðèàíò áîëåå óñòîé÷èâ, ÷åìèíâàðèàíòû, êîòîðûå ñèçèãèåé ñâÿçûâàþòñÿ. Îäíàêî è îáùèå èíâàðèàíòû ìîæíî

24Ôóíêöèÿì h′′ è q′′′ ñîîòâåòñòâóþò îïåðàòîðû i1
∂

∂i0
è i0

∂

∂i0
.



�ÅÍÈÀËÜÍÎÅ ÍÀÑËÅÄÈÅ ÑÎÔÓÑÀ ËÈ 91¾ðàñøåâåëèòü¿ (äåéñòâóþò îïåðàòîðû T è Q). Ïðîöåäóðà çàâåðøàåòñÿ íàõîæäå-íèåì íàèáîëåå óñòîé÷èâîãî èíâàðèàíòà25 (äèñêðèìèíàíòà I ),
 A  (σ, σ′, σ′′)  (i0, i1)  I.Ïîñëåäíèé èíâàðèàíò I ìîæíî âîçìóòèòü (â ïîòîêå Q), íî íà ïëîñêîñòè R

2 ýòîíå ïðèâîäèò ê íîâîìó, åùå áîëåå óñòîé÷èâîìó èíâàðèàíòó.Òî ñàìîå æå ïðîèñõîäèò ñ îáùåé ìàòðèöåé ïîðÿäêà n . Ïðè ýòîì ìîæíî ñðàâ-íèòü êîý��èöèåíòû ïîëèíîìîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå äèñêðèìèíàíòû ñ íà÷àëüíûìèè öåíòðàëüíûìè ìîìåíòàìè â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ñ êîòîðûìè îíè â òî÷íîñòèñîâïàäàþò (ñì. [16℄). Òàêèì îáðàçîì, ïðè îòûñêàíèè èíâàðèàíòîâ è óñòàíîâëåíèåìñèçèãèé íà ñàìîì äåëå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü äàííîé ñèñòåìû ïðè ñîîòâåòñòâó-þùåì âîçìóùåíèè. SummaryM. Rahula. The Great Heritage of Sophus Lie.In the paper, we des
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