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The Helmholtz planes are defined and their motion groups are given. The

quasi-metri
 tensor that is analogues of metri
 tensor of the Riemannian spa
es

is found.

Â äàííîé ðàáîòå îïðåäåëÿþòñÿ ãåëüìãîëüöåâû ïëîñêîñòè è ïðèâîäÿòñÿ ãðóï-

ïû èõ äâèæåíèé. Íàõîäÿòñÿ ìåòðè÷åñêèå �óíêöèè f ãåëüìãîëüöåâûõ äâóìåð-

íûõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå â áåñêîíå÷íî ìàëîì èìåþò ñòðóêòóðó ãåëüìãîëüöå-

âûõ ïëîñêîñòåé. Îïðåäåëÿåòñÿ êâàçèìåòðè÷åñêèé òåíçîð, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ â

íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãîì ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåííîé êâàçèìåòðè÷åñêîé (ñîãëà-

ñîâàííîé) ñâÿçíîñòè ñ íóëåâûì êðó÷åíèåì, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïðè ïàðàë-

ëåëüíîì ïåðåíîñå ñîõðàíÿåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f . Óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâîé-

ñòâà òåíçîðà êðèâèçíû R ãåëüìãîëüöåâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ââîäèòñÿ ñåêöèîííàÿ

ãåëüìãîëüöåâà êðèâèçíà K è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîëüêî äëÿ ëîêàëüíî ïëîñêèõ

ïðîñòðàíñòâ îíà ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ïðè÷åì ðàâíîé íóëþ.

Ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ ãåëüìãîëüöåâûõ ïëîñêîñòåé.

�.�. Ìèõàéëè÷åíêî â ìîíîãðà�èè [1℄ ïðîâîäèò ïîëíóþ êëàññè�èêàöèþ äâó-

ìåðíûõ �åíîìåíîëîãè÷åñêè ñèììåòðè÷íûõ ãåîìåòðèé, òî åñòü ãåîìåòðèé ñî ñëå-

äóþùèì ñâîéñòâîì. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå N , â êîòîðîì

ìîæíî ââåñòè åäèíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ñóùåñòâóåò ïëîòíîå ïîäìíîãîîáðàçèå

N ′
ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ N ×N íåêîòîðîãî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ N íà ñå-

áÿ. Ñóùåñòâóåò òàêæå äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ íåâûðîæäåííàÿ �óíêöèÿ f : N ′ → R,
êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé, è ãëàäêàÿ �óíêöèÿ øåñòè ïå-

ðåìåííûõ Φ : R6 → R, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîðòåæà èç ÷åòûðåõ ïðîèçâîëü-

íûõ òî÷åê < xyzu >, êàæäàÿ ïàðà èç êîòîðîãî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó N ′
,

èìååò ìåñòî �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå: Φ(f(xy), f(xz), f(xu), f(yz), f(yu),
f(zu)) = 0.

Ýòîìó ñâîéñòâó óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûå èçâåñòíûå, à òàêæå è íåèçâåñòíûå

ãåîìåòðèè. Ê èçâåñòíûì ãåîìåòðèÿì ñ òàêèì ñâîéñòâîì ïðèíàäëåæàò: ïëîñ-

êîñòü Åâêëèäà, ïñåâäîåâêëèäîâà ïëîñêîñòü, ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ïëîñêîñòü è ò.ä.

Íåèçâåñòíûå ãåîìåòðèè ñî ñâîéñòâîì �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ñèììåòðèè � ýòî:

ïëîñêîñòü �åëüìãîëüöà Γ2
, ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f(xy) êîòîðîé â ñïåöèàëüíîé

åäèíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

f(xy) = [(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2] exp

(

2γarctg
x2 − y2

x1 − y1

)

, (1)
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ãäå γ > 0, x1
è x2

� êîîðäèíàòû òî÷êè x, ïðè÷åì �óíêöèÿ arctg ðàññìàòðèâà-
åòñÿ îäíîçíà÷íîé ñ îáëàñòüþ çíà÷åíèé â ïðîìåæóòêå (−π/2, π/2] (ýòîò òåðìèí
ïîÿâèëñÿ èç àíàëèçà çíàìåíèòîé ðàáîòû �åëüìãîëüöà ¾Î �àêòàõ, ëåæàùèõ â

îñíîâàíèè ãåîìåòðèè¿, ãäå îí ïðåäëàãàë èçó÷àòü ãåîìåòðèþ, â êîòîðîé ðîëü

îêðóæíîñòè âûïîëíÿåò ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ñïèðàëü); ïñåâäîãåëüìãîëüöåâà ïëîñ-

êîñòü PΓ2
, ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f êîòîðîé â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

èìååò âèä:

f(xy) = [(x1 − y1)2 − (x2 − y2)2] exp

(

2βAr(c)th
x2 − y2

x1 − y1

)

, (2)

ãäå β > 0 è β 6= 1, ïðè÷åì âûáèðàåòñÿ �óíêöèÿ Arth, åñëè àðãóìåíò ïî ìîäó-

ëþ ìåíüøå åäèíèöû, è âûáèðàåòñÿ �óíêöèÿ Arcth, åñëè àðãóìåíò ïî âåëè÷èíå

áîëüøå åäèíèöû; äóàëüíîãåëüìãîëüöåâà ïëîñêîñòü D2
ñ ìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé

f â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:

f(xy) = (x1 − y1)2 exp

(

2
x2 − y2

x1 − y1

)

(3)

è, íàêîíåö, ñèìïëèöèàëüíàÿ ïëîñêîñòü S2
ñ ìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé f(ij),

êîòîðàÿ â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

f(xy) =
x2 − y2

x1 − y1
. (4)

Îáúåäèíèì â îäíîì âûðàæåíèè ìåòðè÷åñêèå �óíêöèè (1)-(3):

f(xy) = [(x1 − y1)2 − ε(x2 − y2)2] exp 2αΦε

(

x2 − y2

x1 − y1

)

, (5)

ãäå äëÿ ïëîñêîñòè �åëüìãîëüöà Γ2 ε = −1, α = γ è Φ−1(x) = arctgx; äëÿ ïñåâ-

äîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè PΓ2 ε = 1, α = β è Φ1(x) = Ar(c)thx; äëÿ äóàëü-

íîãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêîñòè D2 ε = 0, α = 1 è Φ0(x) = x. Íèæå ïîä òåðìèíîì

ïëîñêîñòü �åëüìãîëüöà, åñëè íåò îïàñíîñòè ïóòàíèöû, áóäåò ïîíèìàòüñÿ îäíà

èç ýòèõ ÷åòûðåõ ïëîñêîñòåé, êîòîðóþ îáîçíà÷èì ÷åðåç F 2
.

Òåïåðü ââåäåì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ïëîñêîñòè �åëüìãîëüöà F 2
. Èòàê,

áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê x äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ N ïðèíàä-

ëåæàò F 2
, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà y èç N , ÷òî ïàðà < xy >∈ N ′

.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýòà ïëîñêîñòü îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîá-

ðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ N.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ãðóïïû äâèæåíèé ïëîñêîñòè F 2
è åå ïîä-

ãðóïïû âðàùåíèé.

Ïóñòü G � ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè F 2
. Ïðåîáðàçîâàíèå g íàçîâåì

äâèæåíèåì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò ìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ f , òî åñòü îñòàâëÿåò åå
èíâàðèàíòíîé: f ◦ (g × g) = f

Ìèõàéëè÷åíêî �.�. â ìîíîãðà�èè [1℄ ïîêàçàë, ÷òî ïî ìåòðè÷åñêîé �óíêöèè

f íàõîäèòñÿ òðåõìåðíàÿ ãðóïïà äâèæåíèé G, à ïî ýòîé ãðóïïå äâèæåíèé âîñ-

ñòàíàâëèâàåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f ñ òî÷íîñòüþ äî ¾ìàñøòàáíîé¿ ãëàäêîé
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�óíêöèè ϕ : R → R. �åøàÿ ýòó çàäà÷ó äëÿ âûøå ïðèâåäåííûõ ïëîñêîñòåé,

ïðèõîäèì ê ãðóïïàì äâèæåíèé GF 2
, êîòîðûå â âûøå îïðåäåëåííûõ êîîðäèíà-

òàõ è ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû ïàðàìåòðîâ äëÿ ïëîñêîñòåé Γ2
, PΓ2

, D2
çàäàþòñÿ

ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:

x1′ = ax1 + εbx2 + c, x2′ = bx1 + ax2 + d, (a2 − εb2) exp 2αΦε

(

b

a

)

= 1; (6)

äëÿ ïëîñêîñòè S2
:

x1′ = ax1 + c, x2′ = ax2 + d, a 6= 0. (7)

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ïîäãðóïïàìè ãðóïïû à��èííûõ ïðåîáðà-

çîâàíèé. Âûäåëèì â ãðóïïàõ GF 2
ïîäãðóïïû G̃F 2

ïî ñëåäóþùåìó ïðèíöèïó. Â

GF 2
ñóùåñòâóåò òàêàÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà T , ÿâëÿþùàÿñÿ ãðóïïîé ñäâèãîâ,

÷òî �àêòîð-ãðóïïà GF 2/T èçîìîð�íà ïîäãðóïïå G̃F 2
. Òîãäà GF 2

ÿâëÿåòñÿ ïîëó-

ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì G̃F 2
è T . Ýòó ãðóïïó áóäåì íàçûâàòü ãðóïïîé âðàùåíèé

ïëîñêîñòè F 2
è îáîçíà÷àòü O(F 2). Â ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò è ïà-

ðàìåòðîâ ýòè ãðóïïû èìåþò, î÷åâèäíî, ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

x1′ = ax1 + εbx2, x2′ = bx1 + ax2, (a2 − εb2) exp 2αΦε

(

b

a

)

= 1 (6′)

è

x1′ = ax1, x2′ = ax2, a 6= 0. (7′)

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ó ãðóïïû O(F 2) èìååòñÿ òðè íåçàâèñèìûõ äâóõòî÷å÷-

íûõ ãëàäêèõ èíâàðèàíòà ψ1, ψ2, ψ3: O(F 2) → (ψ1, ψ2, ψ3), îò êîòîðûõ óäîáíî ïå-
ðåéòè ê òðåì èíâàðèàíòàì [2℄ (íåîáÿçàòåëüíî íåçàâèñèìûì è íåâûðîæäåííûì).

Ýòè èíâàðèàíòû â ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò ñëåäóþùèå ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ: äëÿ ïëîñêîñòåé F 2 = Γ2
, PΓ2

, D2
:

(x, y)F 2 = (x1y1 − εx2y2) exp

(

αΦε

(

x2

x1

)

+ αΦε

(

y2

y1

))

, (8a)

< x, y >F 2= (x1y2 − x2y1) exp

(

αΦε

(

x2

x1

)

+ αΦε

(

y2

x1

))

, (8b)

(x, x)F 2 = ((x1)2 − ε(x2)2) exp 2αΦε

(

x2

x1

)

; (8c)

äëÿ ñèìïëèöèàëüíîé ïëîñêîñòè S2
:

(x, y)S2 =

√

x2y2

x1y1
, (9a)

< x, y >S2=
x1y2

x2y1
, (9b)
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(x, x)S2 =
x2

x1
, (9c)

ãäå, íàïîìíèì, x1
è x2

� êîîðäèíàòû òî÷êè x.
Ïóñòü V 2

� äâóìåðíîå âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì �èê-

ñèðóåì áàçèñ e1, e2. Îòíîñèòåëüíî ýòîãî áàçèñà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ξ èìååò êî-
îðäèíàòû (ξ1, ξ2). Â V 2

îïðåäåëèì ãåëüìãîëüöåâî êâàçèñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(àíàëîã ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ) ìåæäó âåêòîðà-

ìè ξ è η, êîòîðîå îòíîñèòåëüíî áàçèñà e1, e2 â êîîðäèíàòàõ çàäàåòñÿ �îðìóëîé

(9a) èëè (10) è îáîçíà÷àåòñÿ (ξ, η)F 2
, ãäå óæå F 2 = Γ2, PΓ2, D2, S2

. Âòîðûå �îð-

ìóëû îïðåäåëÿþò â V 2
îòíîñèòåëüíî ýòîãî æå áàçèñà e1, e2 ïëîùàäü ìåæäó

ýòèìè âåêòîðàìè, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ < ξ, η >F 2
. Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííîå

çäåñü êâàçèñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì îáû÷íîãî

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Òàê, îíî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íå îïðåäåëåíî â

íóëå.

1. Äâóìåðíûå ãåëüìãîëüöåâû ïðîñòðàíñòâà

Ñ äàííîãî ìîìåíòà ïðèñòóïèì ê îïðåäåëåíèþ äâóìåðíûõ ãåëüìãîëüöåâûõ ïðî-

ñòðàíñòâ, êîòîðûå â áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè óñòðîå-

íû êàê ãåëüìãîëüöåâû ïëîñêîñòè. Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì ïîíÿòèå ñòðóêòóðíûõ

�óíêöèé, ÷åðåç êîòîðûå ìû âûðàçèì ìåòðè÷åñêèå �óíêöèè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü M � ãëàäêîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü T (M) � êàñàòåëüíîå ðàñ-
ñëîåíèå ñî ñòàíäàðòíûì ñëîåì V n

è êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì Tx(M) â òî÷êå
x ìíîãîîáðàçèÿ M . Ïóñòü L(M) � ðàññëîåíèå ëèíåéíûõ ðåïåðîâ u ñî ñòðóê-

òóðíîé ãðóïïîé GL(n,R). Ñëîé Lx(M) â L(M) íàä òî÷êîé x ∈ M ñîñòîèò èç

ëèíåéíûõ ðåïåðîâ u, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà íà ýëåìåíòû èç GL(n,R),
òî åñòü v = uA, A ∈ GL(n,R), u, v ∈ Lx(M). Î÷åâèäíî,÷òî â òî÷êå x ∈ M
u = (X1, ..., Xn). Êàæäûé ëèíåéíûé ðåïåð u èç L(M) ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê

èçîìîð�èçì V n
íà Tx(M) [3℄. Ïóñòü (e1, ..., en) � �èêñèðîâàííûé áàçèñ â V n

.

Òîãäà uei = Xi, ãäå i = 1, ..., n, ñëåäîâàòåëüíî, uξ = ξiXi ∈ Tx(M), ïðè÷åì
ξ = ξiei.

�àññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ω : Lx(M) × Lx(M) × Tx(M) → V n, (10)

êîòîðîå â ÿâíîì âèäå çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé. Ïóñòü u è v � ïðîèçâîëü-
íûå ðåïåðû èç Lx(M). Ïóñòü ïðîèçâîëüíûé âåêòîð X ∈ Tx(M) â áàçèñå v èìååò
êîîðäèíàòû X1, ..., Xn

. Òîãäà ïîëîæèì

ω(u, v,X) = aj
iX

iej. (11)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v = (Y1, ..., Yn) è u = (X1, ..., Xn). Ïîýòîìó u = (Xj
1
Yj, ..., X

j
nYj),

ïðè÷åì i, j = 1, ..., n. Â îòíîøåíèè îòîáðàæåíèÿ (10) âûäâèíåì åùå òðåáî-

âàíèå: a = X−1, ãäå X � ìàòðèöà îòëè÷èÿ ðåïåðà u îò v. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ñîîòâåòñòâèå (10) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïî ñâîèì àðãóìåíòàì. Êðîìå òîãî, áóäåì

ïîëàãàòü, ÷òî îòíîñèòåëüíî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ Uα ìíîãîîáðàçèÿ M â ñèëó
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ëîêàëüíîé òðèâèàëüíîñòè ðàññëîåíèÿ L(M) ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî èçîìîð�èç-

ìîâ κα : L(Uα) → Uα × GL(n,R), êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñå÷åíèÿ ÷åðåç u è v:
σα : Uα → L(M) ïî �îðìóëàì σ1α(x) = κ−1

1α (x, e) è σ2α(x) = κ−1

2α (x, e) ñîîò-

âåòñòâåííî. Òîãäà ñîîòâåòñòâèå x 7→ ω ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç äè�-

�åðåíöèðóåìûì â ïðîèçâîëüíîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U ⊂ M . Ïîýòîìó

ýëåìåíòû ìàòðèöû a ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè â U , êîòîðûå
áóäåì íàçûâàòü ñòðóêòóðíûìè �óíêöèÿìè.

Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùåå ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ (10):

ω : Lx(M) × {v} × Tx(M) → V n.

Åãî ìû îáîçíà÷èì

ωv : Lx(M) × Tx(M) → V n. (12)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v = (∂x1, ..., ∂xn) � êîîðäèíàòíûé áàçèñ â êîîðäèíàòíîé

îêðåñòíîñòè U ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ M . Òîãäà

ωv(u, ∂x
i) = e∗i = aj

iej.

Î÷åâèäíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ ωv:

u ◦ ωv(u, ∂x
i) = ∂xi

è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå

u ◦ ωv(u,X) = X.

Ëåììà 1. Ïðè ïåðåõîäå îò ñèñòåìû êîîðäèíàò U ê ñèñòåìå êîîðäèíàò U ′

ñòðóêòóðíûå �óíêöèè a ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó

a
′j
i = aj

k

∂xk

∂x′i
, (13)

ãäå a � ñòðóêòóðíûå �óíêöèè â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U , à a′ � ñòðóê-

òóðíûå �óíêöèè â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U ′
, ïðè÷åì i, j, k = 1, ..., n.

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè (11) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëü-

íîé çàìåíû êîîðäèíàò.

�àññìîòðèì ïîäãðóïïó Ëè G ãðóïïû GL(n,R) è ðåäóêöèþ îáùåé ëèíåé-

íîé ãðóïïû GL(n,R) ê ïîäãðóïïå G. �åäóöèðîâàííîå ïîäðàññëîåíèå áóäåì îáî-

çíà÷àòü Q(M,G) èëè ïðîñòî Q. �àññìîòðèì ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ (10) íà Qx

îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî àðãóìåíòà.

ω : Qx(M) × Lx(M) × Tx(M) → V n. (14)

Ôóíêöèÿ (14), òàê æå, êàê è �óíêöèÿ (10), ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Òîãäà äëÿ �èê-

ñèðîâàííîãî ðåïåðà v ∈ Lx(M)

ωv(u,X) = aj
iX

iej, (15)
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ãäå u � ïðîèçâîëüíûé ðåïåð èç Qx. Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèè (15) â ñèëó âûøå

äîêàçàííîé ëåììû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé çàìåíû êîîðäèíàò.

Ïîñêîëüêó u � ïðîèçâîëüíûé ðåïåð èç Qx, à v � íåêîòîðûé �èêñèðîâàííûé

ðåïåð èç Lx(M), òî ìàòðèöà a ïðåäñòàâèìà â òàêîì âèäå:

a = bc (16)

èëè â êîîðäèíàòàõ

ai
j = bikc

k
j ,

ãäå b � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîäãðóïïû G, à c � íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿ

ìàòðèöà èç GL(n,R). Ïóñòü Uα � íåêîòîðîå îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ

M . Â ñèëó ëîêàëüíîé òðèâèàëüíîñòè ðàññëîåíèÿ L(M) è òîãî, ÷òî Q(M) � ðåäó-
öèðîâàííîå ïîäðàññëîåíèå ðàññëîåíèÿ ëèíåéíûõ ðåïåðîâ, ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî

èçîìîð�èçìîâ κα : L(Uα) → Uα ×GL(n,R), êîòîðîå èíäóöèðóåò ñåìåéñòâî èçî-
ìîð�èçìîâ κα : Q(Uα) → Uα × G. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ σα : Uα → L(M)
è τα : Uα → Q(M), êîòîðûå îïðåäåëÿþò ñå÷åíèÿ: σα(x) = κ−1

α (x, e) ÷åðåç ðåïåð
v ∈ Lx(M), â ÷àñòíîñòè, åñëè v � êîîðäèíàòíûé áàçèñ, òî â êà÷åñòâå ñå÷åíèÿ

σα(x) óäîáíî âçÿòü ñå÷åíèå, çàäàâàåìîå ðåïåðàìè ∂x1 , ..., ∂xn
, τ1α(x) = κ

−1

1α (x, e)
÷åðåç ïðîèçâîëüíûé ðåïåð u ∈ Qx(M) è τ2α(x) = κ

−1

1α (x, e) ÷åðåç íåêîòîðûé ðå-

ïåð u′ ∈ Qx(M). Òîãäà a−1
� ìàòðèöà îòëè÷èÿ ðåïåðà τ1α(x) îò ðåïåðà σα(x),

à c−1
� ìàòðèöà îòëè÷èÿ ðåïåðà τ2α(x) îò ðåïåðà σα(x). Çàìåòèì, ÷òî c � ýòî

íåêîòîðàÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäîáðàííàÿ ìàòðèöà. Èç âûøå ïðèâîäèìûõ

ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ (14), òàê æå êàê è �óíêöèÿ (10) â êîîð-

äèíàòíîé îêðåñòíîñòè U , ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ñ ãëàäêèì ñîîòâåòñòâèåì x 7→ ω.
Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçëîæåíèå (16) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñòðóêòóðíûõ �óíêöèé â êî-

îðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U .
Ïóñòü òåïåðü M � ãëàäêîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïóñòü G � ýòî ãðóïïà

ãåëüìãîëüöåâûõ âðàùåíèé O(F 2). �àññìîòðèì ðåäóöèðîâàííîå ïîäðàññëîåíèå

Q(M) = Q(M,O(F 2)) ðàññëîåíèÿ ëèíåéíûõ ðåïåðîâ L(M). Ýòîìó ïîäðàññëîå-

íèþ ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèå

ωv : Qx(M) × Tx(M) → V 2.

Ïîñêîëüêó äëÿ G-ïðîñòðàíñòâà ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå ñòðóêòóðíûõ �óíêöèé
(16), òî îòîáðàæåíèå ωv â êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò òàêîé âèä:

ωv(u,X) = bjkc
k
iX

iej, (17)

ãäå b � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà èç O(F 2). Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (17) ïðè ïðî-
èçâîëüíîì u çàäàåò ñåìåéñòâî âåêòîðîâ â V 2

, êîòîðûå îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå

çíà÷åíèå êâàçèñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà íà ñåáÿ (ξ, ξ)F 2
ïî �îðìóëå

(8a) èëè (9
). Òàê êàê â (17) X � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç Tx(M), òî åñòåñòâåííî
ïåðåíîñèòñÿ êâàçèñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx(M)
ïî �îðìóëå

f(X,Y ) = (ωv(u,X), ωv(u, Y ))F 2 , (18)
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ïðè÷åì X,Y ∈ Tx(M). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îòîáðàæåíèå

f : Qx(M) × Tx(M) × Tx(M) → R.

Ýòî îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïî ñâîèì àðãóìåíòàì è êàê ñîîò-

âåòñòâèå x 7→ f . Ôîðìóëà (18) ïîçâîëÿåò â L(M) ââåñòè îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè. Êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ðåäóöèðîâàííûå ïîäðàññëîåíèÿ

Q(M,O(F 2)). Ôóíêöèþ (18) ìîæíî ïîëîæèòü â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ ïîäðàñ-

ñëîåíèÿ Q(M,O(F 2)). Ýòó �óíêöèþ áóäåì íàçûâàòü ìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé

ãåëüìãîëüöåâà äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Íàéäåì ÿâíûé âèä ìåòðè÷åñêîé �óíêöèè (18) â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè

U . Ïóñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ωv ïåðåâîäèò âåêòîðû X,Y ∈ Tx(M) â ñîîòâåò-
ñòâåííî ñëåäóþùèå âåêòîðû

ωv(u,X) = aj
iX

iej, ωv(u, Y ) = aj
iY

iej,

ãäå ïîä v òåïåðü ïîíèìàåòñÿ êîîðäèíàòíûé áàçèñ â U . Ñëåäîâàòåëüíî, ìåòðè-
÷åñêàÿ �óíêöèÿ f ïðèíèìàåò òàêîé âèä: äëÿ ñîáñòâåííî ãåëüìãîëüöåâûõ, ïñåâ-

äîãåëüìãîëüöåâûõ è äóàëüíîãåëüìãîëüöåâûõ ïðîñòðàíñòâ:

f(X,Y ) = gε
ijX

iY j exp

(

αΦε

(

a2

kX
k

a1

lX
l

)

+ αΦε

(

a2

kY
k

a1

l Y
l

))

; (19)

äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ:

f(X,Y ) =

√

a2

kX
ka2

jY
j

a1

lX
la1

iY
i
, (20)

i, j, k, l = 1, 2, ïðè÷åì
gε

ij = a1

ia
1

j − εa2

i a
2

j , (21)

ãäå ε = −1, 1, 0 è ïîä ε íå ïîíèìàåòñÿ èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü
ïîä a óæå ïîíèìàåòñÿ �èêñèðîâàííàÿ ìàòðèöà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèìâîëû

(21) îáðàçóþò òåíçîð. Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ (19) èëè (20)

îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïðè ïåðåõîäå ê ïðîèçâîëüíîé äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Äè��åðåíöèàëû êîîðäèíàò dxi
îáðàçóþò êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð ïåðâîãî

ðàíãà, êîòîðîìó îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå

Tx(M). Ïîëîæèì â (19) è (20) X i = Y i = dxi
. Òîãäà áóäåì èìåòü

f = gε
ijdx

idxjexp

(

2αΦε

(

a2

kdx
k

a1

l dx
l

))

; (19′)

f =
a2

jdx
j

a1

i dx
i
, (20′)

ãäå i, j, k, l = 1, 2.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè âìåñòî Q(M,O(F 2)) âçÿòü ðàññëîåíèå îðòîíîð-

ìèðîâàííûõ ðåïåðîâ O(M) è ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, òî ïîëó÷èì

ðèìàíîâû ïðîñòðàíñòâà [3℄.
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2. Êâàçèìåòðè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ ãåëüìãîëüöåâû ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðîñòðàí-

ñòâàìè ñ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ. Ïðèñòóïèì ê èññëåäîâàíèþ ñâÿçíîñòåé â ýòèõ

ïðîñòðàíñòâàõ. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü êâàçèìåòðè÷åñêîé

ñâÿçíîñòè ñ íóëåâûì êðó÷åíèåì.

Ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè ëèíåéíûõ ðåïåðîâ L(M) íàçûâàåòñÿ êâàçèìåòðè÷å-
ñêîé èëè ñîãëàñîâàííîé ñâÿçíîñòüþ, åñëè ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ñëîåâ èç T (M)
ñîõðàíÿåò ìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ f ãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàíñòâà.

Èç îïðåäåëåíèÿ êâàçèìåòðè÷åêîé ñâÿçíîñòè ñëåäóåò ðàâåíñòâî íóëþ êîâà-

ðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé:

∇kf(X,X) = 0.

Êðó÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâî-

ñòè ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. �åëüìãîëüöåâî äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå â êîîðäèíàòíîé îêðåñò-

íîñòè U ïðîèçâîëüíîé òî÷êè äîïóñêàåò åäèíñòâåííóþ êâàçèìåòðè÷åñêóþ ñâÿç-

íîñòü ñ íóëåâûì êðó÷åíèåì, ñèìâîëû Êðèñòî��åëÿ êîòîðîé çàäàþòñÿ âûðà-

æåíèÿìè

Γεl
ik =

1

2
hεlk

(

∂hε
jk

∂xi
+
∂hε

ki

∂xj
−
∂hε

ij

∂xk

)

− αhεlk(λjki + λkij − λijk), (22)

Γl
ik =

1

2
hlk

(

∂hjk

∂xi
+
∂hki

∂xj
−
∂hij

∂xk

)

− hlk(λjki + λkij − λijk), (23)

ãäå äëÿ êâàçèìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà èìååì âûðàæåíèå

hε
ij = a1

ia
1

j − εa2

ia
2

j + α(a1

i a
2

j − a1

ja
2

i ), hij = a1

i a
2

j − a1

ja
2

i , (24)

äëÿ ñèìâîëîâ

λijk = a2

j

∂a1

i

∂xk
− a1

j

∂a2

i

∂xk
(25)

è, íàêîíåö, hijhjk = δi
k, h

εijhε
jk = δi

k, ε = −1, 1, 0 è α = γ, β, 1, ïðè÷åì ïîä ε íå
ñëåäóåò ïîíèìàòü èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 è âûðàæåíèÿ äëÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé

òåíçîðà ñëåäóåò, ÷òî

∇kh
ε
ij = 2αqijk, qijk = Γεl

kih̃jl + λijk, ∇khij = 2αqijk, qijk = Γl
kih̃jl + λijk.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ êîâàðèàíòíàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà îòíîñèòåëüíî ðèìàíîâîé ñâÿçíîñòè ðàâíà òàêæå

íóëþ.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñèìâîëû hε
ij è hij ïðåîáðàçóþòñÿ ïî òåíçîðíîìó çàêî-

íó, êîòîðûå áóäóò íàçûâàòüñÿ êâàçèìåòðè÷åñêèìè òåíçîðàìè. Ñèìâîëû λijk

ïðåîáðàçóþòñÿ ïî çàêîíó:

λ′ijk = λlmn

∂xl

∂x′i

∂xm

∂x′j

∂xn

∂x′k
+ hlm

∂2xl

∂x′ix′k

∂xm

∂x′j
,
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ãäå i, j, k, l = 1, 2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈

M �óíêöèè ai
j = const. Òîãäà ìû ïðèõîäèì ëîêàëüíî ê ãåëüìãîëüöåâîé ïëîñêî-

ñòè F 2
. Îñóùåñòâèì ëîêàëüíî îáðàòèìóþ çàìåíó êîîðäèíàò x = a1

ix
i
, y = a2

ix
i
,

ãäå ïî ¾íåìîìó¿ èíäåêñó i âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå îò 1 äî 2. Çíà÷èò, ìåòðè÷åñêèå
�óíêöèè (19'), (20') ïðèíèìàþò òàêîé âèä:

f = [dx2 − εdy2]exp

(

2αΦε

(

dy

dx

))

; (19′′)

f =
dy

dx
. (20′′)

Ñðàâíèâàÿ ñ (19'), (20'), èìååì a1

1
= a2

2
= 1, a1

2
= a2

1
= 0. Ïîýòîìó êâàçèìåòðè-

÷åñêèé òåíçîð ãåëüìãîëüöåâûõ ïëîñêîñòåé ðàâåí:

hε
ij =

(

1 α
−α −ε

)

, hij =

(

0 1
−1 0

)

.

3. Ñåêöèîííàÿ ãåëüìãîëüöåâà êðèâèçíà

Â ýòîì ïàðàãðà�å ââåäåì ïîíÿòèå ñåêöèîííîé ãåëüìãîëüöåâîé êðèâèçíû O(F 2)-
ïðîñòðàíñòâ, ãäå óæå ñòðîãî ïîä F 2

ïîíèìàåòñÿ ëèáî Γ2
, ëèáî PΓ2

, ëèáî D2
.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ïîíÿòèå ñåêöèîííîé êðèâèç-

íû íå îïðåäåëÿåòñÿ. Ñíà÷àëà îïðåäåëèì ñâîéñòâà êîìïîíåíò òåíçîðà êðèâèçíû

ãåëüìãîëüöåâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ñ äàííîãî ìîìåíòà ïîä O(F 2) áóäåì ïîíèìàòü

èçîìîð�íûé îáðàç ãðóïïû âðàùåíèé ñ êîíå÷íûìè óðàâíåíèÿìè (6') â îáùåé

ëèíåéíîé ãðóïïå GL(n,R). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2. Àëãåáðà Ëè o(F 2) ãðóïïû Ëè O(F 2) ñîñòîèò èç ìàòðèö

(

−αa εa
a −αa

)

, (26)

ãäå, íàïîìíèì, α = γ, β, 1 è ε = −1, 1, 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïîìíèì, ÷òî ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè ëèíåéíûõ ðåïåðîâ L(M) íàçûâàåò-
ñÿ ñîãëàñîâàííîé ñî ñòðóêòóðîé, åñëè ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñå ñëîåâ â T (M)
ñîõðàíÿåòñÿ ìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ f ãåëüìãîëüöåâà ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà �îðìà
êðèâèçíû [3℄ ñâÿçíîñòè, ñîãëàñîâàííîé ñî ñòðóêòóðîé, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì àë-

ãåáðû Ëè o(F 2), òî åñòü èìååò âèä (26). Ïåðåõîäÿ îò �îðìû êðèâèçíû ê òåíçîðó

êðèâèçíû R [3℄, óñòàíàâëèâàåì åãî ñâîéñòâà:

1. Àíòèñèììåòðèÿ ïî íèæíèì èíäåêñàì: Ri
jkl = −Ri

jlk;

2. Ïðè �èêñèðîâàííûõ èíäåêñàõ k è l â òî÷êå x Ri
jkl ∈ o(F 2).

Èç ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóþò ðàâåíñòâà

R1

112
= −αR2

112
, R1

212
= εR1

112
, R2

212
= −αR2

112
.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âûâîäó âûðàæåíèé äëÿ ñåêöèîííîé êðèâèçíû. �àññìîò-

ðèì äâóìåðíîå ãåëüìãîëüöåâî ìíîãîîáðàçèå M ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì
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Tx(M). Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Tx(M) ÿâëÿåòñÿ òàêæå äâóìåðíûì è ïîýòîìó

ñîäåðæèò åäèíñòâåííóþ äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, òî åñòü M èìååò åäèíñòâåííîå

äâóìåðíîå íàïðàâëåíèå. �àññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

âåêòîðà X,Y ∈ Tx(M), êîòîðûå îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîãî áàçèñà èìåþò êî-

îðäèíàòû X i
è Y i

, ãäå i = 1, 2. Ñåêöèîííóþ êðèâèçíó K îïðåäåëèì ñëåäóþùåé

�îðìóëîé:

K =
f(R(X,Y )Y,X)

< X, Y >F 2

ϕ(X,Y ), (27)

ãäå ââåäåíî ñîêðàùàþùåå îáîçíà÷åíèå

ϕ(X,Y ) = exp

[

αΦε

(

a2

iX
i

a1

jX
j

)

+ αΦε

(

a2

iY
i

a1

jY
j

)]

,

ïðè÷åì ai
j � ñòðóêòóðíûå �óíêöèè. Èç âûðàæåíèé (8.2) äëÿ ãåëüìãîëüöåâîé

ïëîùàäè ñëåäóåò, ÷òî â êîîðäèíàòàõ

< X, Y >F 2= hijX
iY jϕ(X,Y ).

�àññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî Sx(M) ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Tx(M) × Tx(M),
ñîñòîÿùåå èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ïàð âåêòîðîâ < X, Y >, òî åñòü ýòîìó ìíî-

æåñòâó íå ïðèíàäëåæèò äèàãîíàëü èç ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïàðó âåêòîðîâ

áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíî íåçàâèñèìîé, åñëè îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç èõ

êîîðäèíàò, ðàâåí íóëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî â Sx(M) ìîæíî åñòåñòâåííî ââåñòè ãëàä-
êóþ ñòðóêòóðó. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ < X, Y >F 2= 0
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà < X, Y >∈ Tx(M) × Tx(M)/Sx(M). Â òàêîì ñëó÷àå

ñåêöèîííóþ êðèâèçíó K ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îòîáðàæåíèå

K : M × Sx(M) → R. (28)

Ïóñòü âåêòîðû X,Y ∈ Tx(M), ïðè÷åì < X, Y >∈ Sx(M), âêëþ÷åíû â ãëàä-

êèå âåêòîðíûå ïîëÿ èç T (M). Òîãäà �óíêöèè f,<,>F 2 , ϕ áóäóò ãëàäêî çàâèñåòü

îò òî÷åê èçM è ïàð âåêòîðîâ èç Sx(M). Çíà÷èò, �óíêöèÿ (28) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.
Âûðàæåíèå (27) ìîæíî åùå çàïèñàòü â òàêîé �îðìå:

K =
f(R(X,Y )Y,X)

hijX iY i
. (27′)

Èç âûøå äîêàçàííîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðè çàìåíå êîîðäèíàò â òî÷êå x
ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà K îñòàåòñÿ íåèçìåííîé.

Âûÿñíèì òåïåðü, êàê èçìåíÿåòñÿ ñåêöèîííàÿ êðèâèçíà K â çàâèñèìîñòè îò

ïðåîáðàçîâàíèé âåêòîðîâ â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tx(M).
Ïóñòü Hx � ñîâîêóïíîñòü äè��åîìîð�èçìîâ êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà

Tx(M). Î÷åâèäíî, ÷òî Hx ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé Ëè, ñîâïàäàþùåé ñ GL(Tx(M)).
Ýëåìåíòû hx ãðóïïû Hx òîãäà ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè. Áó-

äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâèå x 7→ hx ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. �ðóïïà Hx â

êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tx(M) äåéñòâóåò òàê: hx : X 7→ hx(X). Îïðåäå-
ëèì äåéñòâèå ãðóïïû Hx â ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè Tx(M) × Tx(M) ïî �îðìóëå
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hx × h′x :< X, Y >7→< hx(X), h′x(Y ) >. Ýòó ãðóïïó ìû îáîçíà÷èì (H × H)x.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Sx(M) ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ãðóïïû (H × H)x.

�àññìîòðèì äèàãîíàëüíóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû (H×H)x, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà-

÷àòü ïðîñòî H0. Ïóñòü ýëåìåíò (h× h)x ãðóïïû H0 ïàðó âåêòîðîâ < X, Y > èç

ïðîñòðàíñòâà Sx ïåðåâîäèò â ïàðó < hx(X), hx(Y ) >. Âûÿñíèì, êàê ïðè ýòîì

áóäåò èçìåíÿòüñÿ çíà÷åíèå ñåêöèîííîé êðèâèçíû K. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå. Åñëè hx ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû ãåëüìãîëüöåâûõ âðàùåíèé

O(F 2), ãäå F 2 = Γ2, PΓ2, D2
, òî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

K(x,X, Y ) = K(x, hx(X), hx(Y )). (29)

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Sx(M) ðàçáèâà-
åòñÿ íà êëàññû Sx(H0). Ýòè êëàññû ñîñòîÿò èç ïàð âåêòîðîâ < X, Y >, êîòîðûå
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà ìàòðèöû ãðóïïû ãåëüìãîëüöåâûõ âðàùåíèé O(F 2).
Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïàð âåêòîðîâ êëàññà Sx(H0) èìååò ìåñòî �îðìóëà (29).

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâ ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ãðóïïû H0.

Åñëè K = const äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ M , òî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâîì ïîñòîÿííîé êðèâèçíû.

Îò (27') ïðèõîäèì ê �îðìóëå

f(R(X,Y )Y,X) = KhijX
iY i, (30)

êîòîðàÿ íàì íèæå ïîíàäîáèòñÿ. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 3. Åñëè ñåêöèîííàÿ ãåëüìãîëüöåâà êðèâèçíà K â íåêîòîðîé êî-

îðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè U íåêîòîðîé òî÷êè ãåëüìãîëüöåâà äâóìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà íå çàâèñèò îò âåêòîðîâ X è Y , òî K = 0 â ýòîé îêðåñòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U íåêîòîðîé

òî÷êè K íå çàâèñèò îò X è Y . Òîãäà â (30) ïðàâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ áèëèíåéíîé

�îðìîé, à ëåâàÿ ÷àñòü íå ÿâëÿåòñÿ òàêîé. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè K = 0.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ãåëüìãîëüöåâî ïðîñòðàíñòâî ïîñòîÿííîé êðè-

âèçíû ìîæåò èìåòü òîëüêî íóëåâóþ êðèâèçíó.
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