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D-îïòèìàëüíîå ïëàíèðîâàíèå
äëÿ ïîëèíîìèàëüíîé ðåãðåññèè:

âûáîð ñòåïåíè è ðîáàñòíîñòü

Âûáîð ñòåïåíè ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì ïîëèíîìèíàëüíîé

ðåãðåññèè. Â ëèòåðàòóðå ïî îïòèìàëüíîìó ïëàíèðîâàíèþ, êàê ïðàâèëî, ïðåäïîëàãà-

åòñÿ, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçâåñòíà. Îäíàêî íà ïðàêòèêå òî÷íàÿ ñòåïåíü

ïîëèíîìèíàëà äîñòîâåðíî íå èçâåñòíà.

Áîëåå òîãî, èñïîëüçóåìûé ïëàí ýêñïåðèìåíòîâ ìîæåò íå ñîîòâåòñòâîâàòü îï-

òèìàëüíîìó, ïîëó÷åííîìó íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â íàñòîÿùåé

ðàáîòå ìû îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî äëÿ D-îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ, îò-

êëîíåíèÿ îò ïëàíà ýêñïåðèìåíòîâ ãîðàçäî ìåíåå âàæíû, ÷åì îò ìîäåëè. Òàêèì îáðà-

çîì, íà îñíîâàíèè D-îïòèìàëüíîñòè, ìû ïðåäëàãàåì ïðàâèëî äëÿ âûáîðà ñòåïåíè ðåã-

ðåññèè.

Ìû òàêæå èññëåäóåì ðàçëè÷íûå òèïû îòêëîíåíèé îò ìîäåëè äëÿ îïðåäåëåíèÿ íî-

âîãî êëàñà D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûé äëÿ àíàëèçèðóåìûõ ìîäå-

ëåé óñòîé÷èâ è áîëåå ýôôåêòèâåí, ÷åì ðàâíîìåðíûå ïëàíû ýêñïåðèìåíòîâ.

Краткое изложение

Ð
àññìîòðèì E y x f xT( | ) ( )� � — ìîäåëü îáùåé ïîëèíîìèàëüíîé ðåãðåññèè ñ ãåòåðî-
ñêåäàñòè÷íîé îøèáêîé V y x x( | ) / ( )� � �2 , ãäå �( )x 	 0 — ôóíêöèÿ ýôôåêòèâíîñòè
ýêñïåðèìåíòà.

Ïëàí ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé �, îïðåäåëåííîé â îáëàñòè çíà÷åíèé
x. Îïòèìàëüíûé ïëàí ìèíèìèçèðóåò (èëè ìàêñèìèçèðóåò) !m , ÿâëÿþùóþñÿ íåêîé âûïóêëîé

(èëè âîãíóòîé) ôóíêöèåé èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû M x f x f x d xT( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � ��  
I

.
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M M( ) ( )( ) ( )[ ] /� �� �trace 1 1 îïðåäåëÿåò íàáîð êëàññè÷åñêèõ êðèòåðèåâ. Ïðè m � 1 ìû
ïîëó÷àåì A-îïòèìàëüíîñòü. Ïðè m " # E-îïòèìàëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû. D-îïòèìàëüíîñòü ñîîòâåòñòâóåò m " 0.

D-îïòèìàëüíûå ïëàíû õîðîøî èçâåñòíû áëàãîäàðÿ âàæíîìó êëàññó ôóíêöèé ýôôåêòèâíîñòè
[Fedorov (1972)]. Àíòèëü [Antille (1977)] ïðåäëîæèë îáîáùåííóþ âåðñèþ ðåçóëüòàòîâ Ôåäîðî-
âà. Àíòèëü, Äåò è Âàéíáåðã [Antille, Dette, Weinberg (2001)] ïðåäëîæèëè íàéäåííûå àíàëèòè÷å-
ñêè D-îïòèìàëüíûå ïëàíû äëÿ ôóíêöèé ýôôåêòèâíîñòè � �%( ) ( ) exp ( )( )x x x� � �1 22 1 arctan è
� '(( ) exp( / )x x x� �� .

Áîëåå ïîäðîáíî îá îïòèìàëüíûõ ïëàíàõ ýêñïåðèìåíòà ðàññêàçûâàåòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ
[Fedorov (1972)], [Silvey (1980)], [Atkinson, Donev (1992)] è [Pukelsheim (1993)].
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Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïëàíîâ â òåðìèíàõ D-îïòèìàëüíîñòè, ìû îïðåäåëÿåì D-ýôôåêòèâíîñòü

ïðîèçâîëüíîãî ïëàíà � îòíîñèòåëüíî îïòèìàëüíîãî ïëàíà � * êàê D
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. Ñòàíäàðòè-

çèðîâàííàÿ D-ýôôåêòèâíîñòü åñòü n-é êîðåíü D-ýôôåêòèâíîñòè, ãäå n — ñòåïåíü ïîëèíîìè-
àëüíîé ðåãðåññèè.

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ðàçëè÷íûõ ãðàôèêàõ ñòàòüè, óêàçûâàþò íà òî, ÷òî
âîçìóùåíèÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê îêàçûâàþò áîëåå çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà D-ýôôåêòèâíîñòü,
÷åì âîçìóùåíèÿ ëþáûõ äðóãèõ òî÷åê.

Íà ïðàêòèêå òî÷íàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà äîñòîâåðíî íå èçâåñòíà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû àíàëè-
çèðóåì ïîâåäåíèå äåòåðìèíàíòà èíôîðìàöèîííîé ìàòðèöû îòíîñèòåëüíî ñòåïåíè ïîëèíî-
ìèàëüíîé ðåãðåññèè äëÿ êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèé ýôôåêòèâíîñòè. Äëÿ ôóíêöèé ýôôåêòèâíî-
ñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ | ( )|� x � 1äëÿ x � � �[ ; ]1 1, ñòàíäàðòèçèðîâàííûé äåòåðìèíàíò èíôîðìà-
öèîííîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ôóíêöèåé ñòåïåíè ðåãðåññèè. Îáðàòíîå âåðíî äëÿ
ôóíêöèé ýôôåêòèâíîñòè Ëàãåððà. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ, ãåíåðèðóåìûõ
ïîëèíîìàìè Ëåæàíäðà è ßêîáè, îáîáùåííàÿ äèñïåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé ôóíêöè-
åé ñòåïåíè ðåãðåññèè. Äëÿ ôóíêöèé ýôôåêòèâíîñòè Ëàãåððà, èëè îáîáùåííîãî Ëàãåððà,
âåðíî îáðàòíîå. Â ñëó÷àå ôóíêöèè ýôôåêòèâíîñòè Ýðìèòà îáùåé çàêîíîìåðíîñòè íå ñóùå-
ñòâóåò.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè àíàëèçå D-îïòèìàëüíîñòè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî âûáîðà
ñòåïåíè ðåãðåññèè. Äëÿ ãîìîñêåäàñòè÷íûõ ñëó÷àåâ è äëÿ ôóíêöèé ýôôåêòèâíîñòè òèïà ßêî-
áè ñòåïåíü ðåãðåññèè äîëæíà áûòü «íàèìåíüøåé ïðèåìëåìîé». Äëÿ ôóíêöèé ýôôåêòèâíîñòè
Ëàãåððà ñòåïåíü ðåãðåññèè äîëæíà áûòü «íàèáîëüøåé ïðèåìëåìîé». Äëÿ ôóíêöèè Ýðìèòà
êàæäûé ñëó÷àé äîëæåí èçó÷àòüñÿ îòäåëüíî.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè â òàáë. 1 ïðèâîäÿòñÿ ñòàíäàðòèçèðîâàííûå äåòåðìèíàíòû
D-îïòèìàëüíûõ ïëàíîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé ýôôåêòèíîñòè.

Àíàëèç, ïðèâåäåííûé â ýòîé ÷àñòè èññëåäîâàíèÿ, áûë ìîòèâèðîâàí èññëåäîâàíèÿìè
Õüþáåðòà [Huber (1975), (1981)], óêàçàâøåãî, ÷òî D-îïòèìàëüíûå ïëàíû êðàéíå íåðîáàñòíû
äàæå äëÿ äîñòàòî÷íî íåáîëüøèõ îòêëîíåíèé îò ëèíåéíîñòè è ïîêàçûâàâøåãî, ÷òî ðàâíî-
ìåðíûå ïëàíû äåìîíñòðèðóþò ãîðàçäî áîëåå óäîâëåòâîðèòåëüíîå ïîâåäåíèå, ÷åì îïòè-
ìàëüíûå.

Êàê âèäíî èç òàáë. 2, îòêëîíåíèå îò ìîäåëè â áîëüøåé ñòåïåíè âëèÿåò íà âåëè÷èíó ñòàí-
äàðòèçèðîâàííîãî äåòåðìèíàíòà, ÷åì îòêëîíåíèÿ îò îïòèìàëüíîãî ïëàíà. Ìû âèäèì òàêæå,
÷òî â ðàâíîìåðíûõ ïëàíàõ ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà òî÷åê çíà÷åíèÿ ñòàíäàðòèçèðîâàííûõ
äåòåðìèíàíòîâ òàêæå ìîíîòîííî âîçðàñòàþò.

È, íàêîíåö, ìû îïðåäåëÿåì íîâûé êëàññ ïëàíîâ (D-îïòèìàëüíûå ïëàíû áîëåå âûñîêî-

ãî ïîðÿäêà), êîòîðûé îäíîâðåìåííî (1) áîëåå ýôôåêòèâåí, ÷åì ðàâíîìåðíûå ïëàíû, è
(2) òàê æå ðîáàñòåí êàê è ðàâíîìåðíûå ïëàíû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñåìåéñòâî D-îïòèìàëü-
íûõ ïëàíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïî÷òè îïòèìàëüíûì óñòîé÷èâûì ñå-
ìåéñòâîì àïïðîêñèìèðîâàííûõ ïëàíîâ, ãäå, ïî îïðåäåëåíèþ, D-îïòèìàëüíûå ïëàíû
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ D-îïòèìàëüíûìè ïëàíàìè ïîðÿäêà k äëÿ ñòåïåíè ðåãðåñ-
ñèè l & k .
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