
×ÅÁÛØÅÂÑÊÈÉ ÑÁÎ�ÍÈÊÒîì 11 Âûïóñê 1 (2010)Òðóäû VII Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèèÀëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ,ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè ïðî�åññîðà Àíàòîëèÿ Àëåêñååâè÷à Êàðàöóáû����������������������À��ÓÌÅÍÒ ÄÇÅÒÀ-ÔÓÍÊÖÈÈ �ÈÌÀÍÀ�. Í. Áîÿðèíîâ (ã. Ìîñêâà)roma_boyarin�yahoo.omÍàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îáçîðó ïîñëåäíèõ ðåçóëüòàòîâ â òåîðèè àðãó-ìåíòà äçåòà-�óíêöèè �èìàíà S(t). Äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è îïèøåìïðîñòåéøèå ñâîéñòâà S(t).Îïðåäåëåíèå 1. Äëÿ âåùåñòâåííîãî t, îòëè÷íîãî îò îðäèíàòû íóëÿ ζ(s),ïîëîæèì
S(t) =

1

π
arg ζ

(
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2
+ it

)
,ãäå arg ζ

(
1
2
+ it

) ïîëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíûì ïðîäîëæåíèåì arg ζ(s) âäîëü ëîìà-íîé ëèíèè, íà÷èíàþùåéñÿ â òî÷êå s = 2 (arg ζ(2) = 0), èäóùåé ê òî÷êå
s = 2 + it è çàòåì ê òî÷êå s = 1/2 + it. Åñëè æå t � ìíèìàÿ ÷àñòü íóëÿ
ζ(s), òî

S(t) = lim
δ→+0

1

2
(S(t+ δ) + S(t− δ)).Îïðåäåëåíèå 2. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî T , îòëè÷íîãî îò ìíèìîé ÷àñòèíóëÿ ζ(s), ñèìâîëîì N(T ) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷èñëî íóëåé äçåòà-�óíêöèè â ïðÿ-ìîóãîëüíèêå 0 6 Re s 6 1, 0 < Im s 6 T. Åñëè T ñîâïàäàåò ñ ìíèìîé ÷àñòüþíóëÿ ζ(s), òî ïîëîæèì

N(T ) = lim
δ→+0

1

2
(N(T + δ) +N(T − δ)).Íèæåñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà S(t).Òåîðåìà 1. ([1℄, ñ. 45). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1. S(t) � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ �óíêöèÿ ñ ðàçðûâàìè â òî÷êàõ, ñîâïàäàþùèõ ñîðäèíàòàìè êîìïëåêñíûõ íóëåé ζ(s).2. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó ðàçðûâà S(t) ñîâåðøàåò ñêà÷îê, ðàâíûé ñóììåêðàòíîñòåé íóëåé ζ(s), èìåþùèõ ýòó òî÷êó ñâîåé îðäèíàòîé.



À��ÓÌÅÍÒ ÄÇÅÒÀ-ÔÓÍÊÖÈÈ �ÈÌÀÍÀ 553. Íà âñÿêîì ïðîìåæóòêå íåïðåðûâíîñòè (γ, γ′), ãäå γ, γ′ � ñîñåäíèå îðäè-íàòû íóëåé ζ(s), �óíêöèÿ S(t) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé ñ ïðîèç-âîäíûìè
S ′(t) = − 1

2π
ln

t

2π
+O(t−2) è S ′′(t) = − 1

2πt
+O(t−3).Îäíîé èç çàäà÷ òåîðèè àðãóìåíòà äçåòà-�óíêöèè �èìàíà ÿâëÿåòñÿ ïðîáëå-ìà îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ðîñòà âåëè÷èíû M(T ) � ÷èñëà ïåðåìåí çíàêà S(t) íàïðîìåæóòêå 0 < t 6 T . Ïåðâûé ðåçóëüòàò çäåñü ïðèíàäëåæèò �. Áîðó è Ý. Ëàí-äàó [2℄, êîòîðûå â 1913 ã. äîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé

c òàêîé, ÷òî
lim inf
t→+∞

S(t)

(ln t)c
= −∞, lim sup

t→+∞

S(t)

(ln t)c
= +∞.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ S(t) ïðè t → +∞ ìåíÿåò ñâîé çíàê áåñêîíå÷íîìíîãî ðàç. Â 1946 ã. À. Ñåëüáåðã [3℄ ðàçðàáîòàë íîâûé ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòî-ðîãî ïîëó÷èë ñëåäóþùóþ íèæíþþ îöåíêó ÷èñëà òî÷åê ïåðåìåíû çíàêà S(t) íàïðîìåæóòêå (T, T +H ]:

M(T +H)−M(T ) > H(lnT )
1
3 e−c1

√
ln lnT .Äëèíà H ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîìåæóòêà èìåëà âèä T 0,5+ε, ãäå 0 < ε 6 0, 5 �ïðîèçâîëüíîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî.Äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðîèñõîäèëî ïî äâóì íàïðàâëåíèÿì.Ïåðâîå ñâÿçàíî ñ íàõîæäåíèåì íèæíèõ îöåíîê ðàçíîñòè M(T +H)−M(T ) ïðè

H = T a, 0 < a < 1/2, à âòîðîå � ñ çàìåíîé ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà Ñåëüáåðãà�óíêöèåé, ðàñòóùåé áûñòðåå, ÷åì H(lnT )
1
3 e−c1

√
ln lnT .Â 1981 ã. À. �îø [4℄ äîêàçàë, ÷òî ïðè H = T a+ε

M(T +H)−M(T ) > H(lnT ) exp

(
− c2 ln lnT

(ln ln lnT )0,5−δ

)
,ãäå 0 < δ < 1/2. Ïðè ýòîì âåëè÷èíó a ìîæíî áðàòü ðàâíîé íóëþ, åñëè ãèïîòåçà�èìàíà âåðíà, è ðàâíîé 0, 5 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Íàêîíåö, â 1996 ã. À. À. Êàðàöóáà [5℄ äîêàçàë íåðàâåíñòâî À. Ñåëüáåðãà ïðè

H = T 27/82+ε. Äàëåå, â 2002 ã. Ì. À. Êîðîëåâ [6, 7℄ äîêàçàë ðåçóëüòàò À. �îøàïðè H = T 27/82+ε. Îòìåòèì, ÷òî âîïðîñ îá èñòèííîì ïîðÿäêå ðîñòà M(T ) ïðè
T → +∞ â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.Â 2009 ã. �. Í. Áîÿðèíîâûì áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î äðîáíûõ ìîìåíòàõ ñëó-÷àéíûõ âåëè÷èí, èç êîòîðîé ñëåäóåò áîëåå ëó÷øèé ðåçóëüòàò î ÷èñëå ïåðåìåíçíàêà S(t) è äðóãèå áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû î äðîáíûõ ìîìåíòàõ àðè�ìåòè-÷åñêèõ ñóìì.Â 1998 ã. �.Âîí è Ò.Âóëè [8℄ ïðè èññëåäîâàíèè ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèéíåêîòîðûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ïîëó÷èëè àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ



56 �. Í. ÁÎß�ÈÍÎÂäðîáíûõ ìîìåíòîâ ýòèõ ñóìì. Èçó÷àÿ ðàñïðåäåëåíèå íóëåé äçåòà-�óíêöèè �è-ìàíà, â 2008 ã. Ì.À. Êîðîëåâ [9℄ ïîëó÷èë àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ äðîá-íûõ ìîìåíòîâ íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê ýòèõ íóëåé.�. Í. Áîÿðèíîâûì ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü àñèìïòîòè-÷åñêèå �îðìóëû äëÿ äðîáíûõ ìîìåíòîâ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ áîëåå ëó÷øèìèîñòàòêàìè è äëÿ áîëåå øèðîêîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ïî ñðàâíåíèþñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [7-9℄.Ñ�îðìóëèðóåì ñëåäñòâèå áîëåå îáùåé òåîðåìû �. Í. Áîÿðèíîâà î äðîáíûõìîìåíòàõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.�àññìîòðèì ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω,Σ,P). Ïóñòü ξn : Ω→ R� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à Fn(x) = P(ω : |ξn(ω)| < x) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëå-íèÿ, ãäå n � íåêîòîðûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, à x > 0. Îáîçíà÷èì ma(n) =
+∞∫
0

xadFn(x) � a-ûé ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn. Ïóñòü, äàëåå, [x] � öåëàÿ÷àñòü x. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 2. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Ïóñòü ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòî-ÿííàÿ n0 > 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n0 è ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë 1 6 ν 6

[̺ ln f(n)]+1, ãäå 0 < ̺ 6 0.1 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùååðàâåíñòâî:
m2ν(n) = σ2ν

(
1 +

θ

f(n)

)
, |θ| 6 1,ãäå f( ·) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ è lim

x→+∞
f(x) = +∞, à σ2ν � íåêîòî-ðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà íàéäåòñÿ âåùåñòâåííîå÷èñëî n1 > n0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n1 è ëþáîãî 0 < a 6 0.5̺ ln f(n) ñïðà-âåäëèâî ðàâåíñòâî:

ma(n) = µ(a) + θRn,ãäå µ(a) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ ïàðàìåòðà a, |θ| 6 1 è
Rn =





R1 , 0 < a < 30 ;

R2 , 30 6 a 6
̺
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√
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R3 ,
̺

216+2δ

√
ln f(n) < a 6 0.5̺ ln f(n) ;
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,

R2 = 27µ(a)
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(√
ln f(n)

a

)

̺ ln f(n)




a+1+δ
2

,



À��ÓÌÅÍÒ ÄÇÅÒÀ-ÔÓÍÊÖÈÈ �ÈÌÀÍÀ 57
R3 = 22+δµ(a) exp

(
−̺
√

ln f(n)

220+2δ

)
,

µ(a) ≡
{
20.5aΓ (0.5a+ 0.5)π−0.5, åñëè σ2ν ≡ (2ν)!

2νν!
è δ = 0 ;

Γ (0.5a+ 1) , åñëè σ2ν ≡ ν! è δ = 1 ,ãäå Γ(·) � ãàììà-�óíêöèÿ Ýéëåðà .Çàìå÷àíèå 1. Ïîäîáíîãî ðîäà óòâåðæäåíèå âåðíî è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå:îòíîñèòåëüíî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F (x)� íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà (ñóùåñòâóåòòàêàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ L > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî: |F (x)− F (y)| 6 L|x− y|).Ïðèâåä�åì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 2.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ óëó÷øåíèåì òåîðåìû 2 èç ðàáî-òû [7, ñ. 63℄Òåîðåìà 3. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 10−3 ñóùåñòâóåò÷èñëî T1 = T1(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî T > T1 ïðè H = T
27
82

+ε è x = T 0,1εè ëþáûõ
0 < α 6 ln ln lnT

16 lnB
è 3(ln lnT )(lnx)−1 < h 6 (lnT )−0,5 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèåðàâåíñòâà:
T+H∫

T

|S(t)|αdt = (ln lnT )α/2

(π
√
2)α

H (υ(α) + θRT (α)) ,

T+H∫

T

∣∣∣∣∣∣

h∫

0

S(t+ u)du

∣∣∣∣∣∣

α

dt =

(
h
√
ln 1

h

)α

(π
√
2)α

H (υ(α) + θ1RT (α)) ,ãäå B = e40ε−3, υ(α) =
2
α
2 Γ(α+1

2 )√
π

, |θ| 6 1, |θ1| 6 1, à
RT (α) =





R1 , 0 < α < 30 ;

R2 , 30 6 α 6
√
ln ln lnT
218 lnB

;

R3 ,
√
ln ln lnT
218 lnB

< α 6 ln ln lnT
16 lnB

;

R1 =
211

α

(
225(lnB) ln ln ln lnT

ln ln lnT

)α+1
2

,

R2 = 27 · υ(α)



215α2(lnB) ln

(√
ln ln lnT
2α

)

ln ln lnT




α+1
2

,

R3 = 4 · υ(α) exp
(
−
√
ln ln lnT

222 lnB

)
.



58 �. Í. ÁÎß�ÈÍÎÂÇàìå÷àíèå 2. Ôîðìóëû òåîðåìû 3  H = T ε è x = T 0,05ε ñïðàâåäëèâû äëÿâñåõ T ∈ (X, 2X), X > X0(ε), çà èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèé, îáðàçóþùèõ ìíîæå-ñòâî E ñ ìåðîé mes(E) < X1−0,04ε.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ óëó÷øåíèåì òåîðåìû 3 èçðàáîòû [7, ñ. 69℄.Òåîðåìà 4. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 10−3 ñóùåñòâóåò÷èñëî T1 = T1(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî T > T1 ïðè H = T
27
82

+ε âûïîëíÿåòñÿñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
M(T +H)−M(T ) > H(lnT ) exp

(
−C(ln lnT ) ln ln ln lnT

ln ln lnT

)
,ãäå C = 241 lnB, B = e40ε−3.Çàìå÷àíèå 3. Íåðàâåíñòâî òåîðåìû 4  H = T ε ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ

T ∈ (X, 2X), X > X0(ε), çà èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèé, îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâî Eñ ìåðîé mes(E) < X1−0,04ε.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ óëó÷øåíèåì òåîðåìû 3 èçðàáîòû [9℄.Òåîðåìà 5. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 10−3 ñóùåñòâó-åò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N1 = N1(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
N > N1 ïðè M =

[
N

27
82

+ε
] è ëþáîãî 0 < α 6 ln ln lnN

16 lnA
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèåðàâåíñòâà:

∑

N6n6N+M

|∆n|α =
(ln lnN)α/2

(π
√
2)α

M (υ(α) + θRN (α)) ,ãäå A = e38.4ε−3, υ(α) = 20.5αΓ (0.5α + 0.5)π−0.5, |θ| 6 1, à
RN(α) =





R1 , 0 < α < 30 ;

R2 , 30 6 α 6
√
ln ln lnN
218 lnA

;

R3 ,
√
ln ln lnN
218 lnA

< α 6 ln ln lnN
16 lnA

;

R1 =
211

α

(
225(lnA) ln ln ln lnN

ln ln lnN

)α+1
2

,

R2 = 27 · υ(α)



215α2(lnA) ln

(√
ln ln lnN

2α

)

ln ln lnN




α+1
2

,

R3 = 4 · υ(α) exp
(
−
√
ln ln lnN

222 lnA

)
.



À��ÓÌÅÍÒ ÄÇÅÒÀ-ÔÓÍÊÖÈÈ �ÈÌÀÍÀ 59Çàìå÷àíèå 4. Ôîðìóëû òåîðåìû 5  M = [N ε] ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ
N ∈ (X, 2X), X > X0(ε), çà èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèé, îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâî
E ñ ìåðîé mes(E) < X1−0,04ε.Èíîé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ âåëè÷èíû M(T ) áûë ïðåäëîæåí Äæ. Ìþëëåð[10℄. Ïóñòü T > 0 � äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè A ïðîìå-æóòîê (T − A, T + A] áóäåò ñîäåðæàòü òî÷êó ïåðåìåíû çíàêà �óíêöèè S(t)?Îïèðàÿñü íà ãèïîòåçó �èìàíà, Äæ. Ìþëëåð äîêàçàëà, ÷òî âåëè÷èíó A ìîæíîïîëîæèòü ðàâíîé c1 ln ln lnT, ãäå c1 > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Èñïîëüçóÿ èäåþ Äæ. Ìþëëåð, Ì. À. Êîðîëåâ [11℄ â 2005 ã. ïîëó÷èë áåç-óñëîâíûé ðåçóëüòàò äëÿ ïî÷òè âñåõ T, íî åù�å ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì A. Èìáûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 6. (Ì. À. Êîðîëåâ). Ïóñòü ε � ñêîëü óãîäíî ìàëîå �èêñèðî-âàííîå ÷èñëî, 0 < ε < 0, 001, T > T0(ε) > 0, H = T 27/82+ε, A = 4, 39 ln ln ln lnT.Òîãäà èíòåðâàë (t − A, t + A) ñîäåðæèò òî÷êó ïåðåìåíû çíàêà �óíêöèè S(t)ïðè ëþáîì t, T 6 t 6 T + H, çà èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà E ñìåðîé mes(E) = O(H(ln lnT )−0,5).Â 2009 ã. �. Í. Áîÿðèíîâûì áûë ïîëó÷åí áîëåå ëó÷øèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 7. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 0, 001 ñóùåñòâóåòâåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî T0(ε), òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ T > T0(ε),
H = T 27/82+ε è A = 4, 39 ln ln ln lnT èíòåðâàë (t − A, t + A) ñîäåðæèò òî÷êóïåðåìåíû çíàêà �óíêöèè S(t) ïðè ëþáîì t, T 6 t 6 T + H, çà èñêëþ÷åíèåìçíà÷åíèé èç ìíîæåñòâà E ñ ìåðîé mes(E) = O (H(ln lnT )−1(ln ln lnT )−0,5) ,ïîñòîÿííàÿ ïîä çíàêîì O àáñîëþòíàÿ.Ñëåäóþùåé âàæíîé çàäà÷åé òåîðèè äçåòà-�óíêöèè �èìàíà ÿâëÿåòñÿ ïðî-áëåìà ðîñòà �óíêöèè S(t). Èçâåñòíî, ÷òî �óíêöèÿ S(t) ïðè t → +∞ ìåíÿåòçíàê áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç, íî â òî æå âðåìÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîä-íî áîëüøèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûåçíà÷åíèÿ.Â 1946 ã. À. Ñåëüáåðã [3℄ äîêàçàë íåðàâåíñòâà

sup
T6t62T

(±S(t)) > A
(lnT )1/3

(ln lnT )7/3
(1)â êîòîðûõ A � ïîëîæèòåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Îäèí èç âîçìîæíûõïóòåé óòî÷íåíèÿ ýòèõ îöåíîê ñîñòîèò â çàìåíå ïðàâûõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâ (1)á�îëüøèìè âåëè÷èíàìè.Òàê, â 1977 ã. X. Ìîíòãîìåðè [12℄, ïîëüçóÿñü ãèïîòåçîé �èìàíà, óñòàíîâèëñóùåñòâîâàíèå íà ëþáîì ïðîìåæóòêå (T 1/6, T ) òî÷åê t0 è t1, äëÿ êîòîðûõ

(−1)jS(tj) >
1

20

√
lnT

ln lnT
, j = 0, 1. (2)



60 �. Í. ÁÎß�ÈÍÎÂÂ 1986 ã. Ê. Ì. Òñàíã [13℄ óñèëèë ðåçóëüòàòû À. Ñåëüáåðãà è X. Ìîíòãîìåðè èïîëó÷èë íåðàâåíñòâà
sup

T6t62T
(±S(t)) > A

(
lnT

ln lnT

)a
, (3)â êîòîðûõ A > 0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, à âåëè÷èíà a áåðåòñÿ ðàâíîé 1/2,åñëè ãèïîòåçà �èìàíà âåðíà, è ðàâíîé 1/3 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.Èíîé ïóòü óòî÷íåíèÿ íåðàâåíñòâ (1) � (3) ñîñòîèò â çàìåíå ïðîìåæóòêà

(T, 2T ), íà êîòîðîì èçó÷àþòñÿ âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè S(t), íà áîëåå êîðîòêèéïðîìåæóòîê (T, T +H), 0 < H < T.Ì. À. Êîðîëåâ [14℄ â 2005 ã. äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìóÒåîðåìà 8. (Ì.À. Êîðîëåâ). Ïóñòü T > T0 > 0, (lnT )(ln lnT )−3/2 <
H < T. Åñëè ãèïîòåçà �èìàíà âåðíà, òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

sup
T−H6t6T+2H

(±S(t)) > 1

90π

√
lnH

ln lnH
.Â 2009 ã. �. Í. Áîÿðèíîâ äîêàçàë òåîðåìó î áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ �óíêöèè

S(t), íî ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ H .Òåîðåìà 9. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîëîæèòåëü-íàÿ ïîñòîÿííàÿ T1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë T > T1 è√
ln lnT 6 H 6 (lnT )(ln lnT )−3/2 ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû �èìàíà áóäóòâåðíû íåðàâåíñòâà

sup
T−H6t6T+2H

(±S(t)) > 1

900

√
lnH

ln lnH
.Ñëåäóþùåé âàæíîé çàäà÷åé òåîðèè äçåòà-�óíêöèè �èìàíà ÿâëÿåòñÿ ïðî-áëåìà êðàòíûõ íóëåé äçåòà-�óíêöèè �èìàíà ζ(s).Îïðåäåëåíèå 3. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç k(ρ) êðàòíîñòü íóëÿ ρ, äëÿ öåëîãî j > 1âåëè÷èíó Nj(T ) ïîëîæèì ðàâíîé ÷èñëó ðàçëè÷íûõ íóëåé ρ äçåòà-�óíêöèè ñóñëîâèåì k(ρ) = j, îðäèíàòà êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíà è íå ïðåâîñõîäèò T.Èçâåñòíî, ÷òî åñëè òî÷êà T = γ ÿâëÿåòñÿ îðäèíàòîé íóëåé ρ1, . . . , ρm, òîïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ýòó òî÷êó �óíêöèÿ N(T ) ñîâåðøàþò ñêà÷îê íà âåëè÷èíó,ðàâíóþ ñóììå êðàòíîñòåé ýòèõ íóëåé: N(γ+0)−N(γ− 0) = k(ρ1)+ · · ·+ k(ρm).À. Ôóäæè [15℄ â 1975 ã. äîêàçàë íåðàâåíñòâî Nj(T ) 6 N(T ) exp(−c√j), âêîòîðîì c � ïîëîæèòåëüíàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, j � äîñòàòî÷íî áîëüøîåöåëîå ÷èñëî, T > T0(j) > 0.Â 2006 ã. Ì.À. Êîðîë�åâ [16℄ äîêàçàë íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, óòî÷íÿþùèõíåðàâåíñòâî Ôóäæè.



À��ÓÌÅÍÒ ÄÇÅÒÀ-ÔÓÍÊÖÈÈ �ÈÌÀÍÀ 61Òåîðåìà 10. (Ì.À. Êîðîëåâ). Ïóñòü ε � ñêîëü óãîäíî ìàëîå �èêñè-ðîâàííîå ÷èñëî, 0 < ε < 0.001, T > T0(ε) > 0, H = T 27/82+ε. Òîãäà äëÿ ëþáîãîöåëîãî j > 1 èìååò ìåñòî îöåíêà: Nj(T + H) − Nj(T ) 6 e7.2(N(T + H) −
N(T )) exp(−κ0j), ãäå κ0 =

2ε
√
ε

e
√
10B

, B = e37π−2.Òåîðåìà 11. (Ì.À. Êîðîëåâ). Ïðè ëþáîì j > 1 è T > T0 > 0 ñïðàâåä-ëèâà îöåíêà
Nj(T ) 6 c1N(T ) exp(−cj), ãäå c1 = e7.3, c = e−30.3.Â 2009 ã. �. Í. Áîÿðèíîâ ïîëó÷èë êà÷åñòâåííî íîâûå îöåíêè êðàòíûõ íóëåé.Èç ýòèõ îöåíîê ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü íóëåé äçåòà-�óíêöèè �èìàíà, êðàòíîñòüêîòîðûõ áîëüøå íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé j0, íå ïðåâîñõîäèò 10−12.Òåîðåìà 12. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Ïóñòü ε � ñêîëü óãîäíî ìàëîå �èêñè-ðîâàííîå ÷èñëî, 0 < ε < 0.001, T > T0(ε) > 0, H = T 27/82+ε. Òîãäà äëÿ ëþáîãîöåëîãî j > j0 èìååò ìåñòî îöåíêà

Nj(T +H)−Nj(T ) 6
2κe3.1

(1− e−3)2
(N(T +H)−N(T )) exp(−κj),ãäå κ = 2ε

√
ε

3e
√
B
, B = e37π−2, j0 =

(
3 + 0.1κ + 2 (1.5εe)2/3

)
/κ.Çàìå÷àíèå 5. Íåðàâåíñòâî èç òåîðåìû 12 ïðè H = Xε ñïðàâåäëèâî äëÿâñåõ T èç ïðîìåæóòêà (X, 2X), X > X0(ε), çà èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèé èç íåêî-òîðîãî ìíîæåñòâà, ìåðà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò X1−0.01ε.Çàìå÷àíèå 6. Ïðè H = T 27/82+ε äëÿ ëþáîãî öåëîãî j > j0 âåðíî íåðàâåí-ñòâî

lim
T→+∞

Nj(T +H)−Nj(T )

N(T +H)−N(T )
6

2κe3

(1− e−3)2
exp(−κj),ãäå κ = 2ε

√
ε

3e
√
B
, B = e37π−2, j0 =

(
3 + 0.1κ + 2 (1.5εe)2/3

)
/κ.Òåîðåìà 13. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Ïðè ëþáîì j > 3.1
α

è T > T0 > 0 ñïðà-âåäëèâà îöåíêà
Nj(T ) 6 βN(T ) exp(−αj), ãäå α =

π
√
5

3
10−5e−19.5, β =

2αe3.2

(1− e−3)2
.Äðóãîé âàæíîé çàäà÷åé òåîðèè äçåòà-�óíêöèè �èìàíà ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèåðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè íóëÿìè äçåòà-�óíêöèè�èìàíà ζ(s), ëåæàùèìè â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå 0 6 Re s 6 1. Êîëè÷åñòâî N(T )òàêèõ íóëåé ñ óñëîâèåì 0 < Im s 6 T âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé �èìà-íà�Ìàíãîëüäòà

N(T ) = L(T ) + S(T ) +
1

π
δ(T ),



62 �. Í. ÁÎß�ÈÍÎÂãäå L(T ) = T
2π

ln T
2π
− T

2π
+ 7

8
, S(T ) � àðãóìåíò äçåòà-�óíêöèè �èìàíà, à δ(T ) �ãëàäêàÿ �óíêöèÿ, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé èìååò îöåíêó âèäà: |δ ′(T )| ≪ T−2.Ïåðåíóìåðóåì ìíèìûå ÷àñòè íóëåé ζ(s) â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå â ïîðÿäêå âîç-ðàñòàíèÿ, à â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ íåñêîëüêèõ îðäèíàò � â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå:

0 < γ1 < γ2 < · · · 6 γn 6 γn+1 6 · · · .Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, óêàçûâàþùèõ íà òî, ÷òî ñëó÷àè, êîãäàðàññòîÿíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè îðäèíàòàìè âåëèêî, âñòðå÷àåòñÿ äîñòà-òî÷íî ðåäêî.Äàëåå, åñëè λ > λ0 > 0, à öåëîå ÷èñëî r óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 6 r 6

λ−1T lnT, òî äëÿ ÷èñëà νr ïàð γn, γn+r, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
γn+r − γn

r
>

2πλ

ln(T/(2π))
, T < γn, γn+r 6 2TÀ.Ôóäæè [17 ℄ ïîëó÷èë ñëåäóþùóþ îöåíêó:

νr 6 c1N(T ) exp(−c(λr)2/3(lnλr)−1/3),ãäå c, c1 � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Äàëåå, À. Èâè÷ [18℄ äîêàçàë, ÷òî êîëè÷å-ñòâî îðäèíàò γn ñ óñëîâèÿìè T < γn 6 T +H, H = T 1/2+ε, γn+1− γn > λ(lnT )−1íå ïðåâîñõîäèò c1(N(T +H)−N(T )) exp(−cλ).Îäíèì èç ñëåäñòâèé òåîðåìû À.Ôóäæè îá îöåíêå νr ÿâèëàñü âåðõíÿÿ îöåíêàñóììû
Sk(T ) =

∑

0.5T<γn6T

(γn+1 − γn)kâèäà: Sk(T ) 6 c(k) N(T )
(lnT )k

, c(k) = (c1k
3/2 ln(k + 3))k, ãäå k � öåëîå ÷èñëî, 1 6 k 6

c2(T lnT )2/3, à c1, c2 � íåêîòîðûå àáñîëþòíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.Â 1990 ã. À.Ôóäæè [19℄ óëó÷øèë ñâîé ðåçóëüòàò ïðè k = 2, ïîëó÷èâ áîëååòî÷íóþ îöåíêó:
∑

0.5T<γn6T

(γn+1 − γn)2 6 8.55
2πT

ln T
2π

, T > T0 > 0.Äàëåå, Ì. À. Êîðîëåâ â 2007 ã. [20℄ è â 2008 ã. [21℄ îïóáëèêîâàë äâå ðàáîòû,â êîòîðûõ óòî÷íÿë ðåçóëüòàòû À. Ôóäæè è À. Èâè÷à. Çàìåòèì, ÷òî â äàííûõðàáîòàõ Ì.À. Êîðîëåâà ñîäåðæèòñÿ îøèáêà, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â òîì, ÷òî îí ïîëü-çóåòñÿ îøèáî÷íîé �îðìóëîé î ÷èñëå íóëåé äçåòà-�óíêöèè �èìàíà, ëåæàùèõ âêðèòè÷åñêîé ïîëîñå 0 6 Re s 6 1.Â 2009 ã. �. Í. Áîÿðèíîâ óñòðàíèë îøèáêó Ì. À.Êîðîëåâà è ïîëó÷èë êà÷å-ñòâåííî íîâûå ðåçóëüòàòû. Èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò, ÷òî ïëîòíîñòü ñîñåäíèõíóëåé äçåòà-�óíêöèè �èìàíà, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè áîëüøå 2πλ
ln(T/(2π))

, ãäå
λ áîëüøå íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé λ0, íå ïðåâîñõîäèò 10−12.



À��ÓÌÅÍÒ ÄÇÅÒÀ-ÔÓÍÊÖÈÈ �ÈÌÀÍÀ 63Òåîðåìà 14. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Ïóñòü ε � ñêîëü óãîäíî ìàëîå �èêñè-ðîâàííîå ÷èñëî, 0 < ε < 0.001, T > T0(ε) > 0, H = T 27/82+ε. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
λ > 4κ−1 äëÿ êîëè÷åñòâà ν(λ;T,H) îðäèíàò γn íóëåé ζ(s), óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèÿì

γn+1 − γn >
2πλ

ln(T/(2π))
, T < γn, γn+1 6 T +Hèìååò ìåñòî îöåíêà

ν(λ;T,H) <
e3

λ
(N(T +H)−N(T )) exp(−κλ),ãäå κ = π

3
e−19.5ε1.5 .Çàìå÷àíèå 7. Íåðàâåíñòâî èç òåîðåìû 14 ïðè H = Xε ñïðàâåäëèâî äëÿâñåõ T èç ïðîìåæóòêà (X, 2X), X > X0(ε), çà èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèé èç íåêî-òîðîãî ìíîæåñòâà, ìåðà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò X1−0.01ε.Òåîðåìà 15. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Ïðè ëþáîì λ > 4/κ1 è T > T0 > 0 äëÿêîëè÷åñòâà ν(λ;T ) îðäèíàò γn íóëåé ζ(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

γn+1 − γn >
2πλ

ln(T/(2π))
, 0.5T < γn 6 Tèìååò ìåñòî îöåíêà

ν(λ;T ) <
e3

λ
N(T ) exp(−κ1λ), ãäå κ1 =

9π

e19.5 · 10 6
.Òåîðåìà 16. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Ïóñòü T > T0 > 0, k � ïðîèçâîëüíîå ïî-ëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à Sk(T ) � ñóììà, îïðåäåëåííàÿ âûøå. Òîãäà èìååò ìåñòîîöåíêà:

Sk(T ) 6





4.1
(

2π
κ1 ln(T/(2π))

)k
N(T ) , 0 < k 6 1 ;

(
4k + 2.5e4κ1Γ(k)

) (
2π

κ1 ln(T/(2π))

)k
N(T ) , k > 1;ãäå κ1 =

9π
e19.5·10 6 , Γ(·) � ãàììà �óíêöèÿ.Òåîðåìà 17. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Ïóñòü T > T0 > 0, k � ïðîèçâîëüíîå ïî-ëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à Sk(T ) � ñóììà, îïðåäåëåííàÿ âûøå. Òîãäà èìååò ìåñòîîöåíêà:

Sk(T ) >





1
34.24

(
34.24π

ln(T/(2π))

)k
N(T ) , 0 < k < 1 ;

4.1
(

π
4.1 ln(T/(2π))

)k
N(T ) , k > 1 .



64 �. Í. ÁÎß�ÈÍÎÂÂ 2009 ã. �. Í. Áîÿðèíîâ ïðåäëîæèë ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü îöåí-êè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è èñïîëüçóþùèéòîëüêî àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ÷�åòíûõ ìîìåíòîâ. Áûëè äîêàçàíû ñëå-äóþùèå óòâåðæäåíèÿ.Òåîðåìà 18. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Ïóñòü ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòî-ÿííàÿ n0 > 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî
N = N(n) > 3 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë 1 6 ν 6 N ñïðàâåäëèâîñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

m2ν(n) = σ2ν

(
1 +

θ

f(n)

)
, |θ| 6 1,ãäå f( ·) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ è lim

x→+∞
f(x) = +∞, à

σ2ν � íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Òîãäà íàéäåòñÿâåùåñòâåííîå ÷èñëî n1 > n0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n1 è ëþáîãî a > 0ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:
Fn(a) = F (a) +Rn, ãäå |Rn| 6 6

(
134(lnN + 1)√

N
+

1

2N
+

3N

f(n)

)
,

F (a) ≡




1− e−a2 , åñëè σ2ν ≡ ν! ;

2√
2π

a∫
0

e−
t2

2 dt, åñëè σ2ν ≡ (2ν)!
2νν!

.Ñëåäñòâèå 1. Åñëè N = [κ ln f(n)] + 1, ãäå 0 < κ 6 1
ln 6

� íåêîòîðàÿïîñòîÿííàÿ, òî
|Rn| 6

1620 ln ln f(n)√
κ ln f(n)

.Çàìå÷àíèå 8. Ïîäîáíîãî ðîäà óòâåðæäåíèå âåðíî è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå:îòíîñèòåëüíî ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî F (x)� íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ëèïøèöà (ñóùåñòâóåòòàêàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ L > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî: |F (x)− F (y)| 6 L|x− y|).Òåîðåìà 19. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Ïóñòü ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ ïîñòî-ÿííàÿ n0 > 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n0 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî
N = N(n) > 3 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë 1 6 ν 6 N ñïðàâåäëèâîñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

m2ν(n) = σ2ν

(
1 +

θ

f(n)

)
, |θ| 6 1,ãäå f( ·) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ è lim
x→+∞

f(x) = +∞. Ïóñòü äëÿ σ2νñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà: 0 < σ2ν 6 (Cν)ν(2−δ) , ãäå C > 1, 0 < δ < 2 � íåêîòî-ðûå ïîñòîÿííûå.



À��ÓÌÅÍÒ ÄÇÅÒÀ-ÔÓÍÊÖÈÈ �ÈÌÀÍÀ 65Òîãäà íàéäåòñÿ âåùåñòâåííîå ÷èñëî n1 > n0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n1 èëþáîãî a > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:
Fn(a) = F (a) +Rn,

|Rn| 6M

(
224C(lnN + 1)

N
δ
2

+
1

3N
+
N2BN

f(n)

)
,ãäå

M = max(2B2, 6L), B = [4C] + 1.Ñëåäñòâèå 2. Åñëè N =
[
κ ln f(n)
ln ln f(n)

]
+1, ãäå 0 < κ 6 1

8B
� íåêîòîðàÿ ïîñòî-ÿííàÿ, òî

|Rn| 6
450MC(ln ln f(n))2

κ(ln f(n))
δ
2

.Ïðèâåä�åì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 18 è å�å ñëåäñòâèÿ 1.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ óòî÷íåíèåì òåîðåìû 2 èçðàáîòû [22℄.Òåîðåìà 20. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Ïóñòü 0 6 ω 6 1, n � íàòóðàëüíîå÷èñëî è ux � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî ux+1

ux
> β > 1.Ïóñòü, äàëåå, S(ω;n) = ∑

x6n

e2πiωux , ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî íàòóðàëüíûì÷èñëàì x. Òîãäà íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî n1 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n > n1è ëþáîãî a > 0 äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fn(a) âåëè÷èíû ∣∣∣S(ω;n)√
n

∣∣∣ ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî:
Fn(a) = 1− e−a2 +Rn, |Rn| 6

4600
√
ln c0 ln lnn√
lnn

,ãäå c0 = 2β
β−1

.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ óëó÷øåíèåì òåîðåìû 6 èçðàáîòû [7, ñ. 83℄.Ïóñòü h � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì
3(ln lnT )(ln x)−1 < h 6 (lnT )−0,5,ãäå x = T 0,1ε.�àññìîòðèì äâå èçìåðèìûå �óíêöèè

ξ(t) =
S(t)π

√
2√

ln lnT
, η(t) =

(S1(t+ h)− S1(t))π
√
2

h
√

ln 1
h

.Ïóñòü FT (y) = P(t : |ξ(t)| < y) = 1
H
mes(t : |ξ(t)| < y) è

GT (y) = P(t : |η(t)| < y) = 1
H
mes(t : |η(t)| < y) � �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ξ(t) è

η(t).



66 �. Í. ÁÎß�ÈÍÎÂÒåîðåìà 21. (�. Í. Áîÿðèíîâ) Äëÿ ëþáîãî 0 < ε < 10−3 ñóùåñòâóåò÷èñëî T1 = T1(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî T > T1 ïðè H = T
27
82

+ε âûïîëíÿ-þòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
FT (y) =

2√
2π

y∫

0

e−
t2

2 dt+RT , |RT | 6
213
√
lnB ln ln ln lnT√
ln ln lnT

;

GT (y) =
2√
2π

y∫

0

e−
t2

2 dt+R′
T , |R′

T | 6
213
√
lnB ln ln ln lnT√
ln ln lnT

,ãäå B = e40ε−3.Çàìå÷àíèå 9. Ôîðìóëû òåîðåìû 21  H = T ε è x = T 0,05ε ñïðàâåäëèâû äëÿâñåõ T ∈ (X, 2X), X > X0(ε), çà èñêëþ÷åíèåì çíà÷åíèé, îáðàçóþùèõ ìíîæå-ñòâî E ñ ìåðîé mes(E) < X1−0,04ε.Çàìå÷àíèå 10. Èñïîëüçóÿ îöåíêè äëÿ íå÷åòíûõ ìîìåíòîâ âåëè÷èí ξ(t) è
η(t) ìîæíî íåìíîãî óëó÷øèòü îñòàòî÷íûå ÷ëåíû â àñèìïòîòè÷åñêèõ �îð-ìóëàõ â òåîðåìå 4 è ïîëó÷èòü îöåíêè âèäà:

RT = O
(

1√
ln ln lnT

)
, R′

T = O
(

1√
ln ln lnT

)
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