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Поэтому, если 0B

p2 i...i =  и при этом 0CA
p2p2 i...kii...ki =+ , то условия касания 

(2.10) формы ω  будут выполняться автоматически. 
Докажем теперь, что касательная составляющая p-формы ωс компонента-
ми   
 p
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конформно киллингова p-форма на 1nS − . Для этого нетрудно проверить, 
что согласно (2.9) и (2.10) выполняются следующие равенства: 

−θ=ω∇+ω∇
p2p2p2 a...acba...caba...bac g2 ( ) ( )∑ θ+θ−

=α

α
+α−αα+α−αα
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где p

p
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2p2p2

i
a

i
a

k
i..kia...a x...xxA=θ , которые и доказывают требуемое. 
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Выясняются аналитические признаки и геометрическая интерпретация: 1) аффин-
ных нормалей, порождаемых сопряженными распределениями ∆ и ∆*, заданными на 
базисной поверхности Vm гиперполосы SHm [1]; 2) совпадения построенных аффинных 
нормалей; 3) совпадения аффинной нормали гиперполосы SHm, порождаемой распре-
делением ∆, с проективной нормалью Фосса [1]. 

 
В данной работе индексы принимают следующие значения: 

 p, q, s, t=1,r ; a, b, c, d= r m+ 1, ; α, β, γ= m n+ −1 1, ; 
  ,  ,  ,α β γ = +m n1 ; i, j, k, l=1,m; u, v, w= r n+ −1 1, ; I, L, K=1,n . 

1. Рассмотрим n-мерное аффинное пространство Аn со структурными 
уравнениями 

 D I L
L
I

I
L

L
Kω ω ω ω ω ω= ∧ = ∧, ,   D I

K  (1) 

отнесенное к подвижному реперу { }A eI, . Инфинитезимальные перемеще-
ния такого репера определяются дифференциальными уравнениями 

 dA e eI
I I

K
K= =ω ω

  , .    deI   (2) 

Известно [1], что гиперполоса Hm, базисная поверхности которой несет 
двухкомпонентную сопряженную систему S(∆, ∆*), определяется уравне-
ниями (без соответствующих замыканий): 
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Λ Λ
  (3) 

Приведем дифференциальные уравнения функций из (3), которые нам по-
требуются в дальнейшем [1]: 

   (4) 

Для невырожденных тензоров Λ pq
n  и Λ ab

n  введем обратные им тензоры Λ n
pq  и 

Λ n
ab : 

   (5)  

Продолжая (4а) и учитывая (1), (3), (4), находим дифференциальные урав-
нения на функции Λ Λpqi

n n,  abi : 
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  (6) 

В силу сопряженности распределений ∆ и ∆* имеем 

 Λ Λpa
n = =0 0, .   ap

n   (7) 

Тензор Λ ij
n  имеет строение: Λ

Λ
Λij

n pq
n

ab
n=
0

0
 и удовлетворяет уравнениям 

 ∇Λ =ij
n

ijk
n kΛ ω ,   (8) 

 ∇Λ = +ijk
n

ij
n

k l
n

n
l

ijkl
n lΛ Λ Λ( ) .ω ω   (9) 

Введем в рассмотрение квазитензоры 

   (10) 

удовлетворяющие в силу (3) – (10) уравнениям 

   (11) 

2. Прежде всего отметим, что к гиперполосе SHm внутренним образом 
присоединяется нормаль Бляшке [ ]B A e Bn m n− = , , 

α  [2], где 

 
     
B e B e e B Bn n n

k
k n n n

n
n= + + ∇ =Λα

α δ π, ,     (12) 

и прямая Бляшке [ ]B A Bn1 = ,


. Нормаль Бляшке Bn-m и прямая Бляшке В1 не 
зависят от распределений ∆ и ∆* на поверхности Vm и определяются лишь 
самой гиперполосой SHm. 

Рассмотрим прямую [ ]A An,


, где 

 
    A e b e b e en n n

p
p n

a
a n= + + + Λα

α .  (13) 

Учитывая (2), (11), убеждаемся, что δ π
 
A An n

n
n= . Таким образом, прямая 

А1=[ ]A An,


 есть инвариантная прямая, внутренним образом присоединен-
ная к SHm во второй дифференциальной окрестности. Прямую А1 назовем 
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аффинной прямой ∆-распределения. Соответственно плоскость 

[ ]A A e e An r a n− = , , ,  
α  назовем аффинной нормалью ∆-распределения, а 

плоскость [ ]A A e An m n− = , , 
α  – ∆-виртуальной аффинной нормалью гипер-

полосы SHm. Геометрическую интерпретацию прямой А1 ∆-распределения 
выясняет 

Теорема 1. Прямая А1 является диаметром параболоида [1] 

 ( ) ,x2xxl2xTxxt2xxLxxxx nn2n
0

na
a

nban
ab

qpn
pq =+++++ α

α
βα

αβΛΛ   (14) 

в поляритете относительно которого в каждой точке А∈Vm ребру Грина 
Gm-1 [1]: 

   S= S,R=R 0,=Sx+Rx+1 ,0xx p
apr

1
def

a
a
pas

1
def

pa
a

p
pn ==α   (15) 

соответствует нормаль Фосса [ ]nmn ,e,A ΦΦ α


=− , где 

 .S S,R=R ,eSeRee p
ab

ab
ns

1p
n

a
pq

pq
nr

1a
np

p
na

a
nnnn ΛΛΛΦ α

α =+++=


  (16) 

Доказательство. Находим центр параболоида 

   (17) 

Из (17) следует, что диаметр параболоида (14) задается уравнениями 

 x t x b x l L x xp
q n

qp n
n
p n

n
n

n
n= − = − = − =Λ Λ Λ, , x = t x = b x ,  xa

b n
ba n

n
a n α

β
βα α   (18) 

т.е. это прямая, которая в силу (13) совпадает с аффинной прямой А1 ∆-
распределения. 

Теорема 2. ∆-виртуальная аффинная нормаль Аn-m(А) гиперполосы SHm 
совпадает с нормалью Фосса Фn-m(А) тогда и только тогда, когда ребро 
Грина Gm-1(А) является несобственной плоскостью. 

Доказательство. С учетом соотношений (15), (16) квазитензоры bn
p  и 

bn
a  представим в виде 

 b R S S Rn
p

q n
pq

n
p

b n
ba

n
a= + = +Λ Λ, .   bn

a   (19) 

Ребро Грина Gm-1(А), как следует из (15), является несобственной плоско-
стью тогда и только тогда, когда 
 Rp=0, Sa=0.  (20) 
Имеем 
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 ( ) ( ) ( )Φ Φn r n r n n n

a
n
a

n
p

n
pA A A A R b b− −≡ ⇔ = ⇔ = =

 
, . S   (21) 

Условия (21) согласно (19) равносильны условиям (20), что и требовалось 
доказать. 

Следствие. Соотношения (21), в силу строения этих квазитензоров, 
приводят к еще двум аналитическим эквивалентным признакам совпаде-
ния нормалей Аn-m(А) и Фn-m(А): 

 Rqt
a

qtb
n

n
ba

cdq
n

n
qp= − = −Λ Λ Λ Λ, ;   Scd

p   (22) 
 .S   ,R n

cdt
n
pt

p
cd

n
qtc

n
ac

a
qt Λ−=ΛΛ−=Λ   (23) 

3. Согласно теореме Трэнсона [3] для регулярных гиперполос аффин-
ные нормали всех плоских сечений гиперповерхности Vn

r
−1 (r+1)-мерными 

плоскостями, проходящими через плоскость Λ(А), лежат в (n-r)-мерной 
плоскости ( ) [ ]T A A e e e T en r a n n

p
p− = +, , ,   

α  – нормали Трэнсона ∆-

распределения. Аналогично, нормалью Трэнсона ∆*=распределения на ги-
перполосе SНm является (n-s)-мерная плоскость 

( ) [ ]T A A e e e T en s p n n
a

a− = +, , ,   
α . 

Определение. Нормалью Трэнсона гиперполосы SHm назовем (n-m)-
плоскость Tn-m(A)=Tn-r(A)∩Tn-s(A) – плоскость пересечения нормалей Трэн-
сона распределений ∆ и ∆*. Прямую ( ) [ ]T A A Tn1 = ,


, где 

, назовем прямой Трэнсона гиперполосы SHm. 
Из определения вытекает строение нормали Трэнсона гиперполосы 

SHm: 

 . 

Выясним теперь условия совпадения аффинных нормалей гиперполосы 
SHm. 

Теорема 3. Нормаль Трэнсона Тn-m(А) гиперполосы SHm совпадает с 
нормалью Бляшке Вn-m(А) тогда и только тогда, когда 

 ( ) ( ) ( ) .2rmr ,2rrm n
pqc

pq
n

n
abc

ab
n

n
bdp

bd
n

n
stp

st
n ΛΛΛΛΛΛΛΛ +−=+=−   (24) 

Доказательство. В силу соотношений (10) получаем 

   (25) 

Из (25) и следуют соотношения (24). 
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Теорема 4. ∆-виртуальная аффинная нормаль [ ]nmn A,e,AA


α=−  гиперпо-
лосы SHm совпадает с нормалью Бляшке Bn-m(А) тогда и только тогда, 
когда выполняются соотношения (24). 

Доказательство. В самом деле, с учетом соотношений (10) имеем 

   (26) 

Из (26) и получаем условия (24). 
Из теорем 3 и 4 следует 
Теорема 5. Если для некоторого распределения ∆ на гиперполосе SHm 

справедливо одно из следующих условий: а) нормаль Трэнсона гиперполосы 
совпадает с нормалью Бляшке; b) ∆-виртуальная аффинная нормаль ги-
перполосы совпадает с нормалью Бляшке; с) ∆-виртуальная аффинная 
нормаль гиперполосы совпадает с нормалью Трэнсона, то справедливы и 
все три. 
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