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2-ПОВЕРХНОСТЬ В Е6 
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Рассматривается геометрия 2-поверхности в Е6, построено инвариантное касательное оснащение 2-поверхности 
в Е6. Для оснащения рассмотрено построение 2-й квадратичной формы, найдены кривизна линии на 2-
поверхности, соприкасающаяся плоскость, бинормаль 2-поверхности, кривизна сечения поверхности по данной 
нормали, главные и средние кривизны поверхности по данной нормали, индикатрисы кривизны. В связи с рас-
смотрением указанных элементов доказаны теоремы. 
Библиогр. 1 назв. 
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2-SURFACE IN E6 
I.V. Artemenko, V.I. Mashanov 
National Research Irkutsk State Technical University,  
83, Lermontov St., Irkutsk, 664074. 
The article deals with the geometry of the 2-surface in E6. The authors construct an invariant tangent clothing of the 2-
surface in E6. For the clothing they consider the construction of the second quadratic form. They find the curvature of a 
line on the 2-surface, the osculating plane, the binormal of the 2-surface, the curvature of the surface cross section on 
the normal, principal and mean curvatures of the surface on this normal, curvature indicatrices. In connection with the 
examination of these elements the theorems are proved. 
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Пусть в 6E  задана поверхность достаточное чис-
ло раз дифференцируемой вектор-функцией 

( )21 u,urr rr
= . 

Деривационные формулы ортонормального репе-
ра имеют вид: 
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Совместив вершину репера с точкой ( )rM r
 по-

верхности, а грань { }αe,e,M 1
rr

 – с касательной плос-
костью, получаем дифференциальные уравнения: 

0=ηω ;  6 ,3=η .     (1) 
Условия их полной интегрируемости имеют вид 

02 =η
α

α ωΛω ;  2 ,1=α . 

Считая 1ω , 2ω  базисными формами кольца 
дифференциалов главных параметров 1u , 2u , по 
лемме Картана получаем: 

βη
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η
α ωω b= ,  2 ,1 , =βα .    (2) 

В построенном репере первого порядка первая 
квадратичная форма 

( ) ( )22212ds ωωΙ +== . 

Так как в данной точке M  поверхности имеется 
4-мерное нормальное векторное подпространство 

( )6543 e ,e ,e ,eVN rrrvα=  (здесь α  − символ линейной 
оболочки данной совокупности векторов), то единст-
венной второй квадратичной формы пока не имеется, 
однако мы можем найти такие формы по векторам 
произвольного ортонормального базиса нормали 

{ }6543 e ,e ,e ,e ,MN vrrr
= : 
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геометрический смысл которых будет дан п. 5. 
Завершает построение репера первого порядка 

нахождение условий полной интегрируемости 
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уравнений (2) и их следствий 
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являющихся дифференциальными уравнениями 
движений репера в зависимости от вторичных пара-
метров (вращений в касательной плоскости TM нор-
мали N M). Здесь δ  − символ дифференцирования 
по указанным вторичным параметрам, а π  − формы 
дифференциалов этих параметров (вторичные фор-
мы) [1, гл. 3, § 2]. 

1. Кривизна линии на 2-поверхности 
Пусть на поверхности задана линия 

( )tuu αα = , 
или 

( ) ( )( )tu ,turr 21rr
= . 
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Разбив 6 ,1i =  на 2 ,1=β  и 6 ,3=η  и заме-
нив во втором слагаемом αβ ↔ , получаем: 
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Вектор кривизны разбивается на касательную со-
ставляющую 
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называемую вектором геодезической кривизны 
линии на поверхности, и нормальную составляющую 
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(7) 
называемую вектором нормальной кривизны. Ис-

пользуя обозначения (3), записываем его в виде 
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Величина  
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называется геодезической кривизной линии на по-
верхности, а 

( ) 22
NN ds:Vk ∑==

η

ηΙΙ     (10) 

− нормальной её кривизной. В силу ортогонально-
сти gV

v
 и NV

v
 кривизна K линии на поверхности опре-

деляется формулой 
2

N
2

g kkK += . 

Если рассмотреть сечение поверхности гиперпло-
скостью { }6543 e ,e ,e ,e ,dr ,M rrrr

, то имеется вектор 

кривизны только с составляющей NV , поэтому соот-
ношения (7) или (8), (10) определяют кривизну нор-
мального сечения. 

2. Соприкасающаяся плоскость 2-поверхности 
Плоскость, определяемую точкой M и векторами 

rd , rd 2 , вычисляемыми для любого направления 
21 :ωω  в данной точке поверхности, назовём сопри-

касающейся плоскостью и обозначим MT 2 . Направ-
ляющее подпространство соприкасающейся плоскости 

MVT 2  определится векторами 
2 ,1,,   ,  ,eb ,e =≤ γβαγβη

η
βγα
rr

. Размерность 

5eb ,erangMTdim 2 == η
η
βγα
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 в силу отсутствия 

каких-либо условий на η
βγb . Ортогональное дополне-

ние назовём бинормальным направлением. Оно опре-
деляется системой 

0b   x       ;0x
6

3
== ∑

=

η
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и является одномерным. Прямую { }X ,M , где X  − 
бинормальное направление, назовём бинормалью. 

3. Линии кривизны двумерной поверхности 
Направления в точке поверхности, определяющие 

экстремальные значения кривизны нормальных сече-
ний, а также эти кривизны, называются главными. 
Огибающие главных направлений называются линия-
ми кривизны. 

Запишем соотношения (10) в виде 

( ) ( ) 0K
6

3
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η ωωΙΙ . 

Дифференцируя по αω , получаем систему: 
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4. Кривизна сечения поверхности по данной 
нормали 

Прямая { }m ,M r
 направления  

1m    ;6 ,3   ;emm === ηη
η rr

 называется частной 
нормалью. Величина       

( ) ϕcoskVnpm,Vk NmNNm === ⊥
rr

rrr
,  (13) 

где ϕ − угол между вектором нормальной кривизны и 
данной частной нормалью, называется кривизной по 
этой нормали. 

Итак, имеем 
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m
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∑
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и назовём 

∑
=

=
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3
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η
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второй квадратичной формой поверхности по ча-
стной нормали mr . 

Теорема. Кривизна линии по бинормали тождест-
венно равна нулю. 

Доказательство вытекает из того, что для решения 
системы (11) 0m =rΙΙ . 

5. Главные и средние кривизны поверхности 
по данной нормали 

Соотношения (14), опустив индекс "m" , запишем 
в виде: 
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1

2

3

=− ∑∑
==

η

α

α

η

βαη
αβ
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Дифференцируя по αω , получаем линейную сис-
тему: 
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Так как квадратичная форма mΙΙ  симметрична, 
2ds  − определенная форма, то характеристическое 

уравнение 
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( αβδ  − кронекеров символ). Получаем уравнение 
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Величины 
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называются средней и полной кривизнами поверхно-
сти по частной нормали m . Корни 21 k ,k  называются 
главными кривизнами по частной нормали. 

6. Индикатрисы кривизн 
Средняя кривизна 1J  является линейной функци-

ей координат частной нормали η
ηemm rr

= , поэтому и 
график этих кривизн будет линейным. 

Введём радиус средней кривизны по нормали m : 

.6 ,3   ;mx  ; J:1 1 === ηρρ ηη  

Так как 1m =
r

, то ρ=xr . Из формулы (18) по-
лучаем уравнение плоскости в NM: 

( ) 1bbx 2211 =+∑
η

ηηη ,     (20) 

называемой индикатрисой средних кривизн по ча-
стным нормалям.  

Плоскость (20) имеет вектор нормали 
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который называется средней нормалью поверхно-
сти в данной точке М. Величина 
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называется средней кривизной поверхности. 
Введём 
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2 ηη == , 
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Поверхность 
( ) 1bbbbxx 12122211 =−∑

ηξ

ξηξηξη     (21) 

называется индикатрисой полных кривизн по норма-
лям NMm ∈ . 

Теорема. Индикатриса средних кривизн парал-
лельна бинормали. 

Теорема. Индикатриса полных кривизн есть ци-
линдр второго порядка с образующими, параллель-
ными бинормалям. 

Доказательства вытекают из свойств системы (11), 
определяющей бинормаль. Действительно, например, 
во втором случае бинормаль (11) является линией 
центров индикатрисы (21). 

7. Нормальное оснащение поверхности 
Фиксация 2 ,1,  ;0b6 == βααβ  совмещает плос-

кость { }54321 e ,e ,e ,e ,e ,M rrrrr
 репера с соприкасаю-

щейся плоскостью, а прямую { }6e ,M r
 с бинормалью 

в данной точке М. 
Из соотношений (5) при 
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5
11
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11
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11

≠ ,                          (22) 

означающим, что 5MTdim 2 = , получаем:  
5 ,4 ,3   ;06 == ρπ ρ . 

Пересечение индикатрисы полных кривизн с со-
прикасающейся плоскостью MT 2  даёт в последней 
невырожденную в общем случае квадрику 

( ) 1xxbbbb
5

3,
12122211 =−∑

=

ξη

ξη

ξηξη .   (23) 

Фиксация 
ξηξηξη ≠=−    ,0bbbb 12122211  

при ( ) ( )2122211
2

122211 bbbbbb ξξξηηη −≠−  направляет 

векторы 543 e ,e ,e rrr
 по главным направлениям квадри-

ки (23). 
8. Инвариантное касательное оснащение 
Любой из фиксированных в предыдущем пара-

графе векторов 543 e ,e ,e rrr
 нормального оснащения 

может быть выбран за частную нормаль, порождаю-
щую инвариантное касательное оснащение 2-
поверхности в 6E . 

Возьмём за частную нормаль 3er  и получим в ус-
ловиях (22) кривизну нормального сечения по этой 
нормали 

2
3

ds
e

K
rΙΙ

= , 
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или 

( ) 0kbb2b
2221223
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11 =+−++ ωωωωωω . 

Дифференцируя по 21  ,ωω , получаем линейную 
систему: 

,0kbb
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определяющую уравнение 
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главных кривизн по нормали 3er  и уравнение    

( ) 0bbbb
223

12
213

11
3
22

213
21 =−−+ ωωωω  

линий кривизны. 
Фиксация 

( ) 0bb  ,0b 3
22

3
11

3
12 ≠−=  

совмещает направления 21 e ,e rr
 с касательными к ли-

ниям кривизны по нормали 3er  при условии, что точка 
М не является омбилической по этой нормали. По-
строение инвариантного оснащения 2-поверхности в 

3E  закончено. 
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